
Matematika v ekonomii

Barbora Volná

a

Krist́ına Smı́talová
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P°edmluva

Drºíte v ruce skripta, která si kladou za cíl vysv¥tlit, jak pouºívat matematiku v
ekonomii. Nejedná se jen o jakýsi souhrn témat a ukázku p°íklad·, kde se matematika
v ekonomii vyuºívá (resp. o tzv. "kucha°ku"), ale hlavn¥ se snaºí nau£it £tená°e p°emý²let
nad danou problematikou a matematiku pouºívat správn¥. Matematika by se m¥la pouºí-
vat jako pomocník p°i °e²ení sloºitých ekonomických problém·. Je nutné znát ekonomický
podtext a ne pouze algoritmus, dle kterého p°íklady po£ítáme bez toho, abychom chápali,
pro£ a co nám vyjde.

Cílem t¥chto skript není vysv¥tlování teorie, ale jedná se spí²e o jakousi cvi£ebnici dané
problematiky na praktických p°íkladech s vysv¥tlením. Kaºdá kapitola ale obsahuje zák-
ladní teorii daného tématu. Teorie je vºdy prokládána °e²enými a vysv¥tlovanými p°íklady
a na záv¥r kaºdé kapitoly poskytujeme p°íklady k procvi£ení, kontrolní otázky k ov¥°ení
pochopení látky a jeden problém k zamy²lení, který by vám m¥l pomoci danou látku d·k-
ladn¥ pochopit a vst°ebat.

Celá cvi£ebnice je po úvodních dvou kapitolách, zam¥°ených na matematické mode-
lování a základní matematické prost°edky pouºívané v ekonomii, rozd¥lena do dvou témat-
ických £ástí zam¥°ených na matematiku v mikroekonomii a matematiku v makroekonomii.
V kaºdé £ásti je souhrn problematiky, kde m·ºeme vid¥t, kde a jak se matematika v mikro-,
resp. makroekonomii vyuºívá.

Pro £etbu t¥chto skript je nutná p°edchozí znalost jak matematiky, tak ekonomie.
Skripta nevysv¥tlují jednotlivé ekonomické teorie a modely, nebo matematické principy
d·kladn¥, ale ukazují spojitosti, soulad a sou£innost t¥chto dvou v¥d. Budoucí £tená°
t¥chto skript by jist¥ m¥l znát z oblasti matematiky diferenciální po£et funkce jedné a více
prom¥nných, integrální po£et, teorii a metody °e²ení základních diferenciálních a difer-
en£ních rovnic. V oblasti ekonomie by m¥l ur£it¥ mít znalosti odpovídající minimáln¥
základnímu kurzu mikroekonomie a makroekonomie.

Nakonec bych cht¥la upozornit na fakt, ºe jak pracuje matematika exaktn¥, tak eko-
nomické teorie exaktní nejsou. Nelze je brát vºdy úpln¥ doslova. Je to koneckonc· spole£en-
ská v¥da, která ve svých teoriích vychází z popisu chování lidí, kte°í se £asto chovají nera-
cionáln¥ a nevyzpytateln¥, tudíº nepopsateln¥. Jedná se spí²e o vodítko, jak p°emý²let.
Kaºdá ekonomická teorie, nebo model je zaloºen na n¥jakých p°edpokladech, které neplatí
vºdy a je nutno si toto uv¥domovat. Obvykle tyto teorie uvádí zjednodu²enou realitu pro
p°ehlednost a lep²í pochopení. Cílem je nau£it se p°emý²let jak matematicky analyticky,
tak ekonomicky, a správným zp·sobem tyto p°ístupy kombinovat a vyuºívat.

Barbora Volná
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Úvodní �ást



KAPITOLA 1

Matematické modelování v ekonomii

Klí£ová slova: matematické modelování v ekonomii, statické modely,
dynamické modely, deterministické modely, stochastické modely, £ty°i
fáze modelování

Matematické modelování v jakémkoliv oboru m·ºe být velmi silný nástroj. Poskytuje
²iroký matematický aparát pro °e²ení sloºitých fyzikálních, ekonomických, biologických
problém· apod. Je t°eba si ov²em dát pozor na samotnou podstatu problému. Odborník
musí vytvo°it model dostate£n¥ odpovídající realit¥, ale zase ne p°íli² sloºitý. Vºdy je t°eba
dbát na zjednodu²ení a zanedbání ned·leºitých skute£ností pro °e²ený problém. Není moºné
nap°íklad vytvo°it takovou soustavu rovnic o tolika neznámých, kterou by nevy°e²il ani ne-
jvýkonn¥j²í po£íta£ na sv¥t¥. Takto vytvo°ený model by moºná obsáhl v²echny skute£nosti
vyskytující se v daném problému, ale byl by zcela nepouºitelný a tudíº k ni£emu. Na druhou
stranu, pokud se unáhlíme p°íli² a n¥které d·leºité informace do modelu nezahrneme, pak
je model rovn¥º ²patný. A proto vºdy m¥jme na pam¥ti, ºe se jedná "pouze"o model,
který je platný a poskytuje sm¥rodatné výsledky pouze za ur£itých p°edem daných (a
tudíº do modelu zahrnutých) podmínek. Kdyº si tyto skute£nosti uv¥domíme a správn¥
matematický model vyuºijeme, m·ºe nám být dobrým pomocníkem.

Matematické modelování v ekonomii je obor na rozhraní matematiky a ekonomie.
P°evedeme-li ekonomický problém, který se zdá být sloºitý, do "matematické °e£i", £asto
zjistíme, ºe takto popsaný problém jiº sloºitý být nemusí. Tedy, jednoduchým problémem
matematickým vy°e²íme sloºitý problém ekonomický. Matematika odd¥luje v samotném
problému formu od obsahu a zabývá se pouze formou. Tudíº jeden matematický postup
dokáºeme aplikovat na mnoho ekonomických problém· a oblastí zájmu. A toto samoz°ejm¥
platí i pro v²echny dal²í obory, ve kterých m·ºeme matematiku pouºít (biologie, ekologie,
fyzika atd.).

Na za£átku je t°eba si uv¥domit, jaké modely m·ºeme mít a dle jakých kritérií je
m·ºeme d¥lit. Prvním kritériem je £asové hledisko. Ekonomická veli£ina se m·ºe v £ase
m¥nit (£ast¥j²í p°ípad), pak £asové hledisko do modelu za°adíme a °ekneme, ºe máme
modely dynamické. Nebo se ekonomická veli£ina v £ase nem¥ní, a tedy £as v modelu v·bec
neuvaºujeme. Pak takové modely ozna£ujeme jako modely statické. Budeme se zabývat
ob¥ma t¥mito typy model·. Dal²ím moºným kritériem d¥lení je charakter veli£in. Pokud
jsou prvky zkoumané veli£iny a vztahy mezi nimi pevn¥ dány, jedná se o modely determin-
istické. V opa£ném p°ípad¥ mají veli£iny charakter náhodný a jedná se o modely stocha-
stické. V této cvi£ebnici se budeme zabývat pouze modely deterministickými.
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1. MATEMATICKÉ MODELOVÁNÍ V EKONOMII 3

Matematické modelování v ekonomii má £ty°i fáze:
(1) tvorba ekonomického modelu,
(2) tvorba matematického modelu,
(3) °e²ení matematického modelu,
(4) ekonomická interpretace.

Uvedeme si dva p°íklady matematického modelování, kde problém rozd¥líme na £ty°i
fáze modelování.

P°íklad 1.1. Budeme se zabývat oblastí teorie spot°ebitele.
(1) Identi�kujeme problém k °e²ení. Dle standardní ekonomické teorie se kaºdý spot°ebi-

tel snaºí maximalizovat sv·j uºitek, ov²em v závislosti na svých �nan£ních moºnos-
tech. Tedy ekonomický model je optimalizace uºitku (maximalizace uºitku omezená
�nan£ními moºnostmi spot°ebitele).

(2) Vytvo°íme matematický model a nalezneme metodu °e²ení. Spot°ebitel se rozho-
duje, jaký mix výrobk· si koupí, aby uspokojil své pot°eby a maximalizoval tak
sv·j uºitek, ale je omezen pen¥zi, které má "v kapse"£i na ú£t¥. Zde pro zjednodu²ení
p°edpokládáme, ºe si vybírá mezi dv¥ma typy výrobk·. Tedy °e²íme extremální
(maximum) úlohu pro (uºitkovou) funkci dvou prom¥nných (mix výrobk·) s vazbou
(mnoºství pen¥z). Matematicky °ekneme, ºe hledáme vázané extrémy funkce.

(3) Úlohu vy°e²íme vhodnou matematickou metodou a nalezneme daný extrém (max-
imum). Ov¥°íme, zda se jedná o maximum.

(4) V této fázi si odpovíme na otázku: "Co znamenají výsledná £ísla?". Výsledné
maximum je bod o dvou sou°adnicích. Kaºdá sou°adnice nám udává po£et kus·
daného výrobku, které si máme koupit, abychom byli "co nejspokojen¥j²í"za nám
dostupné peníze.

P°íklad 1.2. Budeme se zabývat hledáním rovnováhy na trhu statk· a sluºeb a budeme
p°edpokládat, ºe zkoumané veli£iny se v £ase m¥ní.

(1) Jak si pamatujeme ze základního kurzu ekonomie, rovnováha na trhu daného typu
statku £i sluºby je dána rovností nabídky uvaºovaného statku £i sluºby a pop-
távkou po tomto statku a sluºb¥. Uvaºujeme-li statický model, pak se podíváme,
pro jakou hodnotu ceny a mnoºství daného statku £i sluºby se nabídka rovná
poptávce. U dynamického modelu p°edpokládáme, ºe se stav ekonomiky v £ase
m¥ní. Pak m·ºeme navíc zkoumat, zda a kdy se ekonomika do rovnováºného stavu
dostane £i nikoliv.

(2) Vytvo°íme matematický model a nalezneme metodu °e²ení. Tedy nalezneme p°ed-
pis pro funkce nabídky a poptávky, se zahrnutím poloºky £asu. M·ºeme uvaºo-
vat £asovou zm¥nu skokovou nebo spojitou. Zku²ený matematický ekonom ví,
ºe takovýto typ modelu vede k vytvo°ení diferenciální rovnice p°i spojité £asové
zm¥n¥ a diferen£ní rovnice p°i skokové £asové zm¥n¥. Metodu °e²ení uvaºovaných
rovnic zvolíme dle typu rovnice, nap°. metodu variace konstant.

(3) Rovnici vy°e²íme zvolenou metodou. Výsledkem je tedy n¥jaká funkce u diferen-
ciální rovnice £i posloupnost u rovnice diferen£ní.
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(4) V této fázi matematického modelování se zamyslíme nad tím, co nám "ozna-
muje"výsledná funkce £i posloupnost. Podle pr·b¥hu dané funkce nebo posloup-
nosti (zda konverguje nebo diverguje k rovnováºnému bodu) poznáme, zda a také
kdy se ekonomika v £ase do rovnováhy dostane £i nikoliv.

V následující tabulce 1.1 p°ehledn¥ znázorníme oba rozebrané p°íklady.

Oblast Ekonomický Matematický Interpretace
poznání model model výsledk·

P°íklad 1.1 Teorie Optimalizace Vázaný extrém Teorie
spot°ebitele uºitku funkce dvou spot°ebitele

prom¥nných
P°íklad 1.2 Teorie trhu Hledání rovnováhy Diferenciální Teorie trhu

statk· na trhu daného nebo diferen£ní statk·
a sluºeb statku £i sluºby rovnice a sluºeb

Fáze 1. 2. a 3. 4.
Tabulka 1.1. Znázorn¥ní fází matematického modelování v p°íkladech 1.1 a 1.2

P°íklady k procvi£ení 1.0

(1) Rozpracujte jednotlivé fáze matematického modelování v p°ípad¥, kdy chce mít
obuvnická �rma co nejv¥t²í zisk z prodeje nové kolekce obuvi JARO/LÉTO.

(2) Rozpracujte jednotlivé fáze matematického modelování v p°ípad¥, kdy chce mít
kosmetická �rma co nejniº²í výrobní náklady nového produktu.

(3) Vymyslete alespo¬ dal²í dva konkrétní ekonomické problémy k °e²ení a rozepi²te
obsah £ty° fází matematického modelování.

Kontrolní otázky 1.0

(1) Vysv¥tlete, co znamená pojem matematické modelování v ekonomii.
(2) Jaký je rozdíl mezi dynamickým a statickým modelem?
(3) Jaký je rozdíl mezi deterministickým a stochastickým modelem?
(4) Vyjmenujte jednotlivé fáze matematického modelování a popi²te obsah t¥chto fází.

Na jednoduchém p°íkladu tyto fáze matematického modelování demonstrujte.

Problém k zamy²lení 1.0

Zamyslete se nad d·vody moºného neúsp¥chu p°i tvorb¥ a °e²ení matematického modelu
obecn¥ a poté v n¥jakém konkrétním p°ípad¥.



KAPITOLA 2

Základní matematické prost°edky pro zkoumání ekonomických

veli£in

V kaºdé oblasti ekonomie, kde vyuºíváme matematiku, pot°ebujeme ekonomickou veli£inu
a její chování n¥jak matematicky popsat. Poté s ní m·ºeme pracovat a zkoumat ji vyuºívaje
²irokého matematického aparátu. Ú£inný prost°edek je popis pomocí n¥jaké funkce (jedné,
nebo n¥kolika prom¥nných). Pro popis chování této ekonomické funkce, a tudíº i chování
ekonomické veli£iny, pouºíváme tzv. sklon, pomocí kterého m·ºeme ur£itým zp·sobem
charakterizovat pr·b¥h ekonomické funkce.

Dal²ím d·leºitým vodítkem pro zkoumání ekonomické veli£iny, je tázat se, jakým zp·-
sobem se funkce chová celkov¥, jak v pr·m¥rném p°ípad¥ a jak p°i dal²ím dodate£ném
p°idání jednotky závislé prom¥nné. Praxe ukázala, ºe tato t°i hlediska jsou pro bádání
nad chováním n¥jaké ekonomické veli£iny velmi vhodné a vypovídající. Odborn¥ uvedená
hlediska nazýváme veli£inami celkovými, pr·m¥rnými a mezními.

Poslední významný aspekt pohledu na chování dané ekonomické veli£iny je tzv. elas-
ticita funkce. U zkoumání elasticity se ptáme, jak relativn¥ reaguje závislá prom¥nná na
zm¥nu nezávisle prom¥nné, zda v·bec, málo, jednotkov¥, extrémn¥ prudce apod.

2.1. Ekonomická funkce a její sklon

Klí£ová slova: ekonomická funkce, hladká k°ivka, mezní sklon, pr·m¥rný
sklon, degresivní r·st, progresivní r·st

Pojem funkce by kaºdý jiº m¥l znát a my jej zde budeme chápat jako p°edpis, který
prvku z de�ni£ního oboru jednozna£n¥ p°i°adí prvek z oboru hodnot. Ekonomická funkce
pak popisuje závislost ekonomických veli£in. Ekonomické funkce jsou nap°. spot°ební, ús-
porová, investi£ní, uºitková apod. Graf n¥jaké funkce jedné prom¥nné budeme nazývat
k°ivkou. Jedná se o jednorozm¥rný objekt. �ekneme, ºe k°ivka je hladká práv¥ tehdy, kdyº
má spojitou derivaci.

Sklon funkce vyjad°uje míru (rychlost, tempo) zm¥ny závislé prom¥nné v závislosti na
zm¥nách nezávislé prom¥nné. Máme dva typy sklon· funkce:

• pr·m¥rný sklon,
• mezní sklon.
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Definice 2.1. Máme funkci f : R→ R a interval [x1, x2]. Pak
• pr·m¥rný sklon na intervalu [x1, x2] je

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

.
• mezní sklon v bod¥ x1 je

lim
x2→x1

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

.

Pr·m¥rný sklon funkce je tedy £íslo týkající se se£ny grafu funkce a mezní sklon je
sm¥rnicí te£ny grafu funkce. Podrobn¥ si to m·ºeme prohlédnout na obrázcích 2.1 a 2.2.

Obrázek 2.1. Pr·m¥rný sklon funkce f je tgα

Obrázek 2.2. Mezní sklon funkce f je tgβ

Mezní sklon funkce je p°esn¥j²í a tudíº i více pouºívaný. Pr·m¥rný sklon m·ºe dá-
vat nejednozna£né výsledky. Proto i my budeme v dal²ích kapitolách pouºívat zejména
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mezní sklon.

Pravidla pro poznávání mezního sklonu funkce:
• Rostoucí funkce má sklon kladný.
• Klesající funkce má sklon záporný.
• Lineární funkce má konstantní sklon.
• Konvexní funkce má rostoucí sklon.
• Konkávní funkce má klesající sklon.

Poznámka

Jak tedy poznáme rostoucí nebo klesající mezní sklon? Vezm¥te si papír a tuºku a za£n¥te si kreslit te£ny ke grafu
funkce, postupn¥ pro body zleva doprava. Pokud budou te£ny, které postupn¥ kreslíte, £ím dál více strm¥j²í (jako
kdyº "²plháte"do strmého kopce), pak se jedná o rostoucí sklon. Toto se týká samoz°ejm¥ rostoucí funkce, tedy
funkce s kladným mezním sklonem.
Jak je to tedy se sklonem záporným, tedy se sklonem u klesající funkce (nyní se vydáváme z kopce)? Návod platí
stejn¥ (£ím strm¥j²í te£na, tím strm¥j²í kopec dol·) s tím rozdílem, ºe si musíme uv¥domit, ºe se pohybujeme v
záporných £íslech. Tedy £ím strm¥j²í te£na, tím v¥t²í "£íslo za mínusem", a tedy mezní sklon klesá.

P°íklad 2.1. Ukáºeme si p°íklad diferencovatelné funkce, která je rostoucí s klesajícím
sklonem. �íká se, ºe taková funkce má tzv. degresivní r·st . Graf takovéto funkce je zobrazen
na obrázku 2.3.

Obrázek 2.3. Degresivní r·st v p°íklad¥ 2.1

Abychom ov¥°ili, ºe se jedná o rostoucí funkci (tedy kladný sklon funkce) s klesajícím
sklonem, budeme si postupn¥ k bod·m zleva doprava kreslit te£ny. Vidíme, ºe "²plháme do
kopce", jedná se tedy o kladný sklon. Dále vidíme, ºe te£ny jsou £ím dál, tím m¥n¥ strmé.
Z toho m·ºeme usoudit, ºe mezní sklon klesá. Rovn¥º si m·ºeme v²imnou, ºe zobrazená
funkce je konkávní, tudíº dle pravidel pro poznávání mezního sklonu funkce, rozhodneme,
ºe funkce má klesající mezní sklon.

P°íklad 2.2. V tomto p°íklad¥ si naopak ukáºeme diferencovatelnou funkci, která je
rostoucí s rostoucím sklonem. �íká se, ºe taková funkce má tzv. progresivní r·st . Graf
takovéto funkce je zobrazen na obrázku 2.4.
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Obrázek 2.4. Progresivní r·st v p°íklad¥ 2.2

Abychom ov¥°ili, ºe se jedná o rostoucí funkci (tedy kladný sklon funkce) s rostoucím
sklonem, budeme si op¥t postupn¥ k bod·m zleva doprava kreslit te£ny. Vidíme, ºe "²pl-
háme do kopce", jedná se tedy o kladný sklon. Dále vidíme, ºe te£ny jsou £ím dál, tím
více strmé. Z toho m·ºeme usoudit, ºe mezní sklon roste. Nebo si m·ºeme v²imnou, ºe
zobrazená funkce je konvexní, tudíº dle pravidel pro poznávání mezního sklonu funkce,
rozhodneme, ºe funkce má rostoucí mezní sklon.

P°íklady k procvi£ení 2.1

(1) Nakreslete graf diferencovatelné funkce (hladkou k°ivku):
(a) s kladným konstantním sklonem,
(b) se záporným konstantním sklonem,
(c) se záporným klesajícím sklonem,
(d) se záporným rostoucím sklonem,
(e) se stále rostoucím sklonem,
(f) se stále klesajícím sklonem,
(g) s kladným nejd°íve klesajícím a poté rostoucím sklonem.

(2) Jaká funkce má nulový mezní i pr·m¥rný sklon? Situaci znázorn¥te gra�cky.
(3) Máme funkci f : R → [−1, 1], f(x) = sinx. Ur£ete charakter sklonu (rostoucí,

klesající atd.) funkce f .

Kontrolní otázky 2.1

(1) Jak byste vysv¥tlili pojmy ekonomická funkce a hladká k°ivka?
(2) Vysv¥tlete, co je mezní a pr·m¥rný sklon funkce. Jaký je mezi nimi rozdíl?
(3) Pomocí £eho znázor¬ujeme v grafu funkce její pr·m¥rný a její mezní sklon?
(4) Jak byste vlastními slovy popsali progresivní a degresivní r·st?

Problém k zamy²lení 2.1

Zamyslete se nad tím, pro£ je pr·m¥rný sklon funkce nejednozna£ný, nep°esný. Uve¤te
konkrétní p°íklad takové nejednozna£nosti a p°ípad gra�cky znázorn¥te.
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2.2. Veli£iny celkové, pr·m¥rné a mezní

Klí£ová slova: veli£ina celková, veli£ina pr·m¥rná, veli£ina mezní, marginální
analýza, zlaté pravidlo maximalizace zisku

Definice 2.2. Nech´ f : R+ → R, x ∈ R (vºdy budeme uvaºovat, ºe de�ni£ní obor
funkce je R+, protoºe záporné hodnoty z ekonomického hlediska nemají smysl, nem·ºeme
vyráb¥t nap°. "−5"jednotek daného výrobku nebo sluºby). Pak

• funkce celkových veli£in, zna£íme Tf (z angli£tiny total), je

Tf = f(x)

.
• funkce pr·m¥rných veli£in, zna£íme Af (z angli£tiny average), je

Af =
f(x)

x
.
• funkce mezních veli£in, zna£íme Mf (z angli£tiny marginal), je

Mf =
df

dx
= f ′(x)

.

V následujícím tvrzení je popsán vztah mezi veli£inami celkovými, pr·m¥rnými a
mezními. V²echny vlastnosti plynou z de�nic t¥chto veli£in a pravidel diferenciálního po£tu.

Tvrzení 2.1. Uvaºujeme pouze kladné hodnoty nezávislé prom¥nné (x > 0).
(1) Lokálnímu extrému Tf odpovídá nulový bod Mf .
(2) In�exnímu bodu TF odpovídá lokální extrém Mf .
(3) TF je konvexní práv¥ tehdy, kdyº Mf roste.
(4) TF je konkávní práv¥ tehdy, kdyº Mf klesá.
(5) Af má lokální extrém práv¥ v bod¥, kde graf Mf protíná graf Af .
(6) Af roste práv¥ v oblasti, kde graf Mf leºí nad grafem Af .
(7) Af klesá práv¥ v oblasti, kde graf Mf leºí pod grafem Af .
(8) Af je konstantní práv¥ tehdy, kdyº Mf = Af .

Uvedené vlastnosti si demonstrujeme na následujících dvou p°íkladech pro konkrétní
nákladové a p°íjmové funkce n¥jaké spole£nosti. Pro ilustraci posta£í gra�cké znázorn¥ní.
Neuvádíme konkrétní p°edpisy funkcí.

P°íklad 2.3. Jak jist¥ víte ze základního kurzu ekonomie, náklady obvykle ozna£u-
jeme symbolem C (z angli£tiny cost). Celkové náklady tedy zna£íme TC, pr·m¥rné AC a
mezníMC. Uvaºovaná závislost je mezi náklady a mnoºstvím daného výrobku nebo sluºby
(výstupu), zna£íme Q. Tudíº máme funkci celkových náklad· TC = TC(Q), pr·m¥rných
náklad· AC = AC(Q) a mezních náklad· MC = MC(Q).

Na obrázku 2.5 vidíme grafy t¥chto funkcí i jejich vzájemný vztah v konkrétním p°í-
pad¥. Tento p°ípad popisuje tzv. degresivn¥-progresivní r·st celkových náklad·.
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Obrázek 2.5. Funkce celkových, pr·m¥rných a mezních náklad· v p°íklad¥ 2.3

V²imn¥me si minima funkceMC a minima funkce AC. Minimum funkceMC odpovídá
in�exnímu bodu funkce TC, viz bod Q1. Funkce TC je konkávní práv¥ v oblasti, kde je
funkce MC klesající, a konvexní práv¥ v oblasti, kde je funkce MC rostoucí. Graf funkce
MC protíná graf funkce AC v bod¥ minima funkce AC, viz bod Q2. Dále si v²imn¥me, ºe
funkce AC klesá v oblasti, kde je její graf nad grafem funkceMC, a naopak roste v oblasti,
kde je její graf pod grafem funkce MC.

P°íklad 2.4. P°íjmy obvykle ozna£ujeme symbolem R (z angli£tiny revenue). Celkové
p°íjmy tedy zna£íme TR, pr·m¥rné AR a mezní MR. Uvaºovaná závislost je mezi p°íjmy
a mnoºstvím daného výrobku nebo sluºby (výstupu), zna£íme Q. Tudíº máme funkci
celkových p°íjm· TR = TR(Q), pr·m¥rných p°íjm· AR = AR(Q) a mezních p°íjm·
MR = MR(Q).

Na obrázku 2.6 vidíme grafy t¥chto funkcí i jejich vzájemný vztah v konkrétním p°í-
pad¥. Tento p°ípad popisuje tzv. progresivn¥-degresivní r·st celkových p°íjm·.

V²imn¥me si maxima funkceMR, AR i TR. Maximum funkceMR odpovídá in�exnímu
bodu funkce TR, viz bod Q1. Funkce TR je konvexní práv¥ v oblasti, kde je funkce MR
rostoucí, a konkávní práv¥ v oblasti, kde je funkce MR klesající. Vidíme, ºe maximum
funkce TR odpovídá nulovému bodu funkce MR, viz bod Q3. Graf funkce MR protíná
graf funkce AR v bod¥ maxima funkce AR, viz bod Q2. Dále si v²imn¥me, ºe funkce AR
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Obrázek 2.6. Funkce celkových, pr·m¥rných a mezních p°íjm· v p°íklad¥ 2.4

roste v oblasti, kde je její graf pod grafem funkce MR, a naopak klesá v oblasti, kde je její
graf nad grafem funkce MR.

Kaºdý podnik se snaºí maximalizovat sv·j zisk, zna£íme π (angli£tiny pro�t). Celkový
zisk �rmy je rozdíl mezi celkovými p°íjmy a celkovými náklady, tedy Tπ = TR − TC.
Hledáním optimálního rozsahu výroby, který poskytuje maximální zisk se zabývá tzv.
marginální analýza. Pokud jste pozorn¥ studovali základní kurz ekonomie, jist¥ jste se
setkali s tzv. zlatým pravidlem maximalizace zisku. Toto pravidlo nám °íká, ºe podnik
maximalizuje sv·j zisk v rozsahu výroby, kdy mezní p°íjmy se rovnají mezním náklad·m,
tedy

MR(Q) = MC(Q).

Mezní p°íjem nám udává p°íjem z prodeje dodate£né jednotky výstupu. Obdobn¥ mezní
náklad je náklad vzniklý p°i výrob¥ dodate£né jednotky výstupu.

Zlaté pravidlo maximalizace zisku vyplývá z procesu hledání extrému (maxima) funkce
Tπ, proto je t°eba vºdy ov¥°it, ºe se skute£n¥ jedná o maximum.

P°íklad 2.5. Ekonomický útvar podniku stanovil funkci celkových p°íjm· a celkových
náklad·.

TR(Q) = 1400Q− 7, 5Q2

TC(Q) = Q3 − 6Q2 + 140Q+ 750
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Pouºitím zlatého pravidla maximalizace zisku nalezn¥te optimální mnoºství výstupu Q,
p°i kterém podnik maximalizuje sv·j zisk. (Nezapome¬te ov¥°it, ºe se jedná o maximum!)
�e²ení.
Nejd°íve vypo£ítáme MR(Q) a MC(Q).

MR(Q) =
dTR

dQ
= TR′ = 1400− 15Q

MC(Q) =
dTC

dQ
= TC ′ = 3Q2 − 12Q+ 140

Dále pouºijeme zlaté pravidlo maximalizace zisku.

MR(Q) = MC(Q)

1400− 15Q = 3Q2 − 12Q+ 140

Vy°e²íme kvadratickou rovnici.

3Q2 + 3Q− 1260 = 0

Q2 +Q− 420 = 0

Q1,2 =
−1±

√
1− 4 · (−420)

2

Q1,2 =
−1± 41

2
Q1 = 20

Q2 = −21

�e²ení Q2 je záporné a tudíº z ekonomického hlediska pro nás nezajímavé. Nem·ºeme
vyráb¥t "−21"jednotek výrobk· nebo sluºeb, proto toto °e²ení zanedbáváme. Máme tedy
jediné °e²ení Q1 = 20. Dále vypo£ítáme celkový zisk pro mnoºství Q1.

TR(20) = 1400 · 20− 7, 5 · 202 = 25000

TC(20) = 203 − 6 · 202 + 140 · 20 + 750 = 9150

Tπ(20) = 25000− 9150 = 15850

Pro mnoºství 20 jednotek daného statku nebo sluºby dosáhne podnik maximálního zisku
15850 pen¥ºních jednotek. Nyní ov¥°íme, ºe se jedná o maximum (dle pravidel diferenciál-
ního po£tu, p°esn¥ji pr·b¥hu funkce).

Tπ(Q) = TR(Q)− TC(Q) = 1400Q− 7, 5Q2 −Q3 + 6Q2 − 140Q− 750

dTπ(Q)

dQ
= Tπ′(Q) = 1400− 15Q− 3Q2 + 12Q− 140

d2Tπ(Q)

dQ2
= Tπ′′(Q) = −15− 6Q+ 12 = −6Q− 3

Tπ′′(20) = −6 · 20− 3 = −123 < 0

Potvrdili jsme, ºe bod Q1 = 20 je maximem (protoºe Tπ′′(20) < 0).
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P°íklady k procvi£ení 2.2

(1) Je dána funkce celkových veli£in Tf . Ur£ete funkci pr·m¥rných a mezních veli£in
(Af a Mf). Situaci rovn¥º znázorn¥te gra�cky.
(a) Tf(x) = 2x+ 5
(b) Tf(x) = x2

(2) Je dána funkce celkových veli£in:

Tf(x) =

{
x pro x < 3
6− x pro x ≥ 3

(a) Ur£ete funkci pr·m¥rných a mezních veli£in (Af a Mf). Situaci rovn¥º zná-
zorn¥te gra�cky.

(b) Jaká je funkce mezních veli£inMf (spojitá nebo nespojitá)? Co z této skute£nosti
m·ºeme vyvodit pro vlastnosti funkce celkových veli£in Tf?

(3) Ekonomický útvar podniku stanovil funkci celkových p°íjm· a celkových náklad·.

TR(Q) = 2500Q− 9Q2

TC(Q) = 2Q3 − 5Q2 + 260Q+ 1000

Pouºitím zlatého pravidla maximalizace zisku nalezn¥te optimální mnoºství výs-
tupu Q, p°i kterém podnik maximalizuje sv·j zisk. (Nezapome¬te ov¥°it, ºe se
jedná o maximum!)

(4) Ekonomický útvar podniku stanovil funkci celkových p°íjm· a celkových náklad·.

TR(Q) = 113000Q− 220Q2

TC(Q) = 40Q3 − 160Q2 + 1400Q+ 17800

(a) Stanovte p°edpis pro ziskovou funkci Tπ(Q).
(b) V jakém intervalu je zisková funkce rostoucí?
(c) V jakém intervalu je zisková funkce klesající?
(d) Ur£ete, kdy je zisková funkce maximální. (Pouºijte pravidel pro vy²et°ování

pr·b¥hu funkce, nikoliv zlatého pravidla maximalizace zisku.)
(e) Ov¥°te typ extrému.
(f) Ur£ete, jaká je výnosnost (tj. pom¥r zisku na jednu vyrobenou jednotku) pro

maximální zisk.

Kontrolní otázky 2.2

(1) Uve¤te de�nici funkce celkových, pr·m¥rných a mezních veli£in.
(2) Uve¤te alespo¬ t°i tvrzení popisující vztah mezi veli£inami celkovými, pr·m¥rnými

a mezními. Z £eho tato tvrzení vyplývají?
(3) �ím se zabývá marginální analýza?
(4) Co ekonomové ozna£ují jako zlaté pravidlo maximalizace zisku.

Problém k zamy²lení 2.2

Zamyslete se nad tím a zkuste vysv¥tlit, pro£ platí zlaté pravidlo maximalizace zisku.
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2.3. Elasticita funkce

Klí£ová slova: elasticita funkce, funkce elastická, funkce neelastická,
funkce jednotkov¥ elastická, cenová elasticita poptávky

Elasticita funkce vyjad°uje míru (rychlost, tempo) relativní zm¥ny závislé prom¥nné
v závislosti na relativních zm¥nách nezávislé prom¥nné. Takto poloºená de�nice se zdá být
stejná, jako de�nice sklonu. Veliký zásadní rozdíl je ve sl·vku "relativní", coº uvidíme dále.

Definice 2.3. Nech´ f : R→ R, x ∈ R, y = f(x). Elasticita funkce f je

Ef = Eyx =
Mf(x)

Af(x)
=
f ′(x)
f(x)
x

=
f ′(x)

f(x)
· x

Jak si m·ºeme v²imnout, z de�nice plyne, ºe elasticita je bezrozm¥rné £íslo (nemá
ºádnou jednotku, proto i ono slovo "relativní"). Také je z°ejmé, ºe elasticitu vºdy ur£ujeme
v bod¥.

Pokud je
• |Ef | > 1, pak °ekneme, ºe je funkce elastická.
• |Ef | = 1, pak °ekneme, ºe je funkce jednotkov¥ elastická.
• |Ef | < 1, pak °ekneme, ºe je funkce neelastická.

Jestliºe budeme ur£ovat elasticitu v n¥jakém bod¥ gra�cky, pak budeme porovnávat
dva úhly. První zna£íme αM a svírá jej te£na ke grafu funkce v daném bod¥ a osa x. Druhý
pak zna£íme αA a svírá ho spojnice daného bodu s po£átkem a osa x. P°i ur£ování druhu
elasticity se pak °ídíme následujícími pravidly.

• αM > αA, pak je funkce elastická v daném bod¥.
• αM < αA, pak je funkce neelastická v daném bod¥.
• αM = αA, pak je funkce jednotkov¥ elastická v daném bod¥.

V následujících dvou p°íkladech si ukáºeme, jak takové gra�cké vyjád°ení elasticity
funkce vypadá.

P°íklad 2.6. Máme p°íklad kladn¥ sklon¥né konkávní k°ivky, viz obrázek 2.7. Ur£u-
jeme elasticitu v bod¥ x0.

Uvaºujeme pouze ostré úhly mezi osou x a te£nou, nebo spojnicí s po£átkem. Úhel αM
je pro bod x0 men²í neº αA, tudíº funkce y = f(x) je dle p°edchozích pravidel v tomto
bod¥ neelastická.

P°íklad 2.7. Máme p°íklad záporn¥ sklon¥né konvexní k°ivky, viz obrázek 2.8. Ur£u-
jeme elasticitu v bod¥ x0.

Uvaºujeme pouze ostré úhly mezi osou x a te£nou, nebo spojnicí s po£átkem. Úhel αM
je pro bod x0 v¥t²í neº αA, tudíº funkce y = f(x) je dle p°edchozích pravidel v tomto bod¥
elastická.
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Obrázek 2.7. Gra�cké ur£ení elasticity pro kladn¥ sklon¥nou k°ivku v p°. 2.6

Obrázek 2.8. Gra�cké ur£ení elasticity pro záporn¥ sklon¥nou k°ivku v p°. 2.7

Hojn¥ v ekonomii vyuºívaným p°ípadem uºití vlastnosti elasticity funkce je tzv. cenová
elasticita poptávky . Cenovou elasticitu poptávky zna£íme EDP , kde D = Q(P ) zna£í pop-
távku po daném statku nebo sluºb¥ a P jako obvykle zna£í cenu daného statku £i sluºby.
Cenová elasticita poptávky je kvantitativní vyjád°ení reakce spot°ebitel· na zm¥nu ceny
zboºí.

Definice 2.4. Cenová elasticita poptávky je
• pro diskrétní (skokové) zm¥ny prom¥nných

EDP =

∣∣∣∣∣∣
Q2−Q1
Q2+Q1

2

P2−P1
P2+P1

2

∣∣∣∣∣∣
• pro spojité zm¥ny prom¥nných

EDP =

∣∣∣∣∣ dQdPQ
P

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣MQ(P )

AQ(P )

∣∣∣∣
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Poznámka

Neformáln¥ m·ºeme psát, ºe

cenová elasticita poptávky =
%-ní zm¥na poptávaného mnoºství

%-ní zm¥na ceny

P°íklad 2.8. Uvaºujeme standardn¥ sklon¥nou a lineární k°ivku poptávky po daném
statku nebo sluºb¥ D = Q(P ), viz obrázek 2.9. Zabýváme se cenovou elasticitou poptávky
a zkoumáme, v jakém bod¥ je jaká elasticita.

Obrázek 2.9. Cenová elasticita poptávky v p°íkladu 2.8

Protoºe se jedná o lineární funkci, úhel αM je stále stejný (te£na k r·zným bod·m
je stejná). V bod¥ x0 se úhly αM a αA rovnají, tudíº v tomto bod¥ je elasticita poptávky
jednotková. Vlevo od tohoto bodu je úhel αM men²í neº úhly αA, tedy poptávka je v t¥chto
bodech neelastická. Vpravo od tohoto bodu je úhel αM v¥t²í neº úhly αA, tedy poptávka
je v t¥chto bodech elastická.

P°íklad 2.9. Ur£ete intervaly, ve kterých je funkce f : R→ R, f(x) = 4−x elastická,
neelastická a jednotkov¥ elastická. Situaci znázorn¥te rovn¥º gra�cky.
�e²ení.
Stanovíme si p°edpis pro elasticitu této funkce Ef .

Mf = −1

Af =
4− x
x

Ef =
Mf(x)

Af(x)
=
−1
4−x
x

=
−x

4− x
=

x

x− 4

Dále budeme zkoumat, kdy je funkce elastická, neelastická a jednotkov¥ elastická, tzn. kdy
je |Ef | > 1, |Ef | < 1 a kdy |Ef | = 1. �e²íme tedy dv¥ nerovnice a jednu rovnici.∣∣∣∣ x

x− 4

∣∣∣∣ > 1,

∣∣∣∣ x

x− 4

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣ x

x− 4

∣∣∣∣ = 1
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Pro °e²ení t¥chto rovnice/nerovnic s absolutní hodnotou vyuºijeme metodu nulových bod·,
viz tabulka 2.1. Nulové body jsou 0 a 4.

(−∞, 0) (0, 4) (4,∞)
x − + +

x− 4 − − +
+ − +

Tabulka 2.1. Metoda nulových bod· v p°íklad¥ 2.9

Protoºe z ekonomického hlediska mají význam jenom kladné hodnoty, zajímá nás jen in-
terval (0, 4), kdy se funkce f nachází v prvním kvadrantu. Vy°e²íme p°íslu²né ne/rovnice.

− x
x−4

> 1 − x
x−4

< 1 − x
x−4

= 1
x > 4− x x < 4− x x = 4− x

2x > 4 2x < 4 2x = 4
x > 2 x < 2 x = 2
x ∈ (2, 4) x ∈ (0, 2)

Funkce je elastická v intervalu (2, 4), neelastická (0, 2) a jednotkov¥ elastická pro x = 2,
viz obrázek 2.10.

Obrázek 2.10. Znázorn¥ní elasticity funkce f(x) = 4− x v p°íkladu 2.9

V intervalu (0, 2) je αA1 > αM , v intervalu (2, 4) je αA3 < αM a v bod¥ x = 2 je αA2 = αM .

P°íklady k procvi£ení 2.3

(1) Nacházíme se v otev°ené ekonomice. Máme dovozy (import), které zna£íme M ,
vývozy (export), které zna£íme X a agregátní d·chod (HDP, HNP), který zna£íme
Y . Platí vztahyM = f(Y ) a X = g(Y ), tedy dovozy i vývozy jsou funkcí agregát-
ního d·chodu. Vyjád°ete vzorec pro (d·chodovou) elasticitu importu EMY a (d·-
chodovou) elasticitu exportu EXY .
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(2) P°i cen¥ daného výrobku 10 K£ je poptáváno 200 ks tohoto výrobku. Pokud
zvý²íme cenu o 5 K£ za daný výrobek, dojde k poklesu poptávky po tomto výrobku
o 50 ks.
(a) Vypo£ítejte cenovou elasticitu poptávky po tomto výrobku v této situaci.
(b) Rozhodn¥te, co se stane s trºbami podniku p°i tomto zvý²ení ceny.

(3) Ur£ete intervaly, ve kterých je funkce f : R → R, f(x) = 3 − 1
2
x elastická,

neelastická a jednotkov¥ elastická. Situaci znázorn¥te rovn¥º gra�cky.
(4) Je dána funkce poptávky po daném statku nebo sluºb¥

Q(P ) =
20

1 + P
.

(a) Jaká bude cenová elasticita poptávky p°i cen¥ P = 3 za jednotku daného
statku nebo sluºby?

(b) Jak se zm¥ní trºba podniku (TR = P · Q), zvý²í-li se cena daného statku
nebo sluºby o 1.

(5) Cenová elasticita poptávky po ur£itém typu prsten· je 0, 67. Cena prstenu se zvý²í
o 20%.
(a) Ur£ete procentuální zm¥nu v poptávaném mnoºství prsten·.
(b) Jaký bude toto zvý²ení ceny mít vliv na trºby (TR = P ·Q) výrobc· prsten·?

Kontrolní otázky 2.3

(1) Co je to elasticita funkce a jak ji vypo£teme?
(2) Jaký je rozdíl mezi elasticitou funkce a sklonem funkce?
(3) Pomocí £eho vyjad°ujeme gra�cky elasticitu funkce v daném bod¥?
(4) Co je to cenová elasticita poptávky a jak ji m·ºeme vypo£ítat v daném bod¥ pro

diskrétní i pro spojité zm¥ny prom¥nných?

Problém k zamy²lení 2.3

Existuje funkce, která má jednotkovou elasticitu v kaºdém bod¥? Pokud ano, jaká to je a
pro£?
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KAPITOLA 3

Matematické modelování dynamické rovnováhy na díl£ím trhu

zboºí

Klí£ová slova: pavu£inový model, dynamický pavu£inový model, diskrétní
dynamický pavu£inový model, spojitý dynamický pavu£inový model, �pavu£ina�

V této kapitole se budeme zabývat matematickým modelováním hledání rovnováhy na
díl£ím trhu zboºí. Hledání rovnováhy na díl£ím trhu zboºí je základní otázka mikroekonomie
a znamená to v podstat¥ hledání rovnováhy mezi nabídkou a poptávkou na jednom trhu
konkrétního zboºí. Modely zabývajícími se tímto problémem nazýváme pavu£inovými mod-
ely .

Zajímavé je zabývat se hledáním rovnováhy mezi nabídkou a poptávkou na díl£ím trhu
zboºí m¥nící se v £ase. Takový model nazýváme dynamickým pavu£inovým modelem a
budeme se jím dále zabývat. Kdybychom vzali v úvahu zm¥ny ekonomiky, m¥nila by se i
nabídka a poptávka. Ty v²ak v tomto modelu z·stávají stejné. Pokud bychom se zam¥°ili
pouze na takovýto model bez poloºky £asu, pak bychom na²li "pouze"bod rovnosti nabídky
a poptávky a dokázali bychom zjistit, zda se nacházíme nebo nenacházíme v rovnováze.
My v²ak krom¥ bodu rovnováhy a informace, zda v rovnováze jsme £i nejsme, dokáºeme
ur£it, zda vývojem v £ase se do rovnováºného bodu dostaneme £i nikoliv.

Pokud budeme p°edpokládat, ºe se £as m¥ní skokov¥, pak se jedná o diskrétní dynamický
pavu£inový model . Jestliºe naopak p°edpokládáme spojitou zm¥nu £asu, pak se model
nazývá spojitým dynamickým pavu£inovým modelem.

Poptávku zna£íme písmenem D (z anglického demand) a jedná se o n¥jaký funk£ní
vztah mezi mnoºství Q a cenou P , tedy D : Q = f1(P ). Obdobn¥ nabídku zna£íme
písmenem S (z anglického supply) a jedná se rovn¥º o n¥jaký (jiný) funk£ní vztah mezi
mnoºství Q a cenou P , tedy S : Q = f2(P ). Hledáme-li rovnováhu, pak musí platit
ob¥ rovnice dohromady, tedy °e²íme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých. �e²ením je
potom n¥jaký bod (o dvou sou°adnicích [P,Q]), pr·se£ík k°ivek nabídky a poptávky.

V dynamickém modelu p°idáváme poloºku £asu t, £ili prom¥nné jsou diskrétní funkce,
tedy posloupnosti, p°i nespojitých zm¥nách £asu, nebo spojité funkce p°i spojitých zm¥nách
£asu. Poptávka je potom dána funkcíD : Q = f1(P (t)) a nabídka funkcíD : Q = f2(P (t)).
Hledáme-li rovnováhu, pak porovnáme nabídku s poptávkou a získáme diferen£ní nebo
diferenciální rovnici. �e²ením je pak (ne)spojitá funkce £asu P (nezávislá prom¥nná), tzv.
�pavu£ina� .

20
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Kontrolní otázky 3.0

(1) Co v (mikro)ekonomii modelujeme, kdyº máme pavu£inový model?
(2) Co v²echno dokáºeme zjistit pomocí dynamického pavu£inového modelu?
(3) Jaký je rozdíl mezi diskrétním a spojitým dynamickým pavu£inovým modelem?
(4) Jaký je matematický model statického pavu£inového modelu? A co je jeho °e²ením?
(5) Jaký je matematický model dynamického pavu£inového modelu? A co je jeho

°e²ením?

3.1. Diskrétní dynamický pavu£inový model

Klí£ová slova: diskrétní dynamický pavu£inový model se zpoºd¥ním na
stran¥ nabídky, diskrétní dynamický pavu£inový model se zpoºd¥ním na
stran¥ poptávky

Tak abychom si to zopakovali, v této £ásti se zabýváme modelováním rovnováhy mezi
nabídkou S a poptávkou D na díl£ím trhu zboºí s diskrétními £asovými zm¥nami. Pro
jednoduchost p°edpokládáme lineární závislosti a standardn¥ sklon¥né funkce poptávky
a nabídky. Poptávka je klesající funkcí a nabídka funkcí rostoucí.

Existují dva typy model·:
• diskrétní dynamický pavu£inový model se zpoºd¥ním na stran¥ nabídky

D : QDt = a− bPt
S : QSt = −c+ dPt−1

kde a, b, c, d > 0 a t = 1, 2, 3, ...,
• diskrétní dynamický pavu£inový model se zpoºd¥ním na stran¥ poptávky

D : QDt = a− bPt−1

S : QSt = −c+ dPt
kde a, b, c, d > 0 a t = 1, 2, 3, ....

V²imn¥me si, ºe zpoºd¥ní je dáno "výskytem"Pt−1 v dané rovnici, tzn. zpoºd¥ní ceny
o jedno období na stran¥ nabídky, nebo poptávky.

Nyní si napí²eme algoritmus, jak postupovat p°i °e²ení uvedených model·.
(1) Vy°e²íme statickou rovnováhu, tzn. zanedbáme faktor £asu. �e²íme soustavu dvou

rovnic o dvou neznámých.

D : Q = a− bP
S : Q = −c+ dP

Získáme statické, nebo téº tzv. partikulární °e²ení [P ∗, Q∗].
(2) Vy°e²íme dynamickou rovnováhu, tzn. porovnáme nabídku s poptávkou QDt =

QSt . Získáme diferen£ní nehomogenní rovnici prvního °ádu, kterou vy°e²íme a
dostaneme obecné °e²ení.
(Zcela neformáln¥ je postup následovný. V²echny výrazy s Pt a Pt−1 p°evedeme na levou stranu rovnice,

zbytek na pravou. Dále °e²íme tzv, homogenní £ást, tj. bez pravé strany, a to tak, ºe Pt nahradíme
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λ1 = λ a Pt−1 nahradíme λ0 = 1. Nalezneme "λ". Obecné °e²ení je pak Pt = c · (λ)t + P ∗, kde c ∈ R je

konstanta.)

(3) Zahrneme po£áte£ní podmínku a nalezneme kone£né °e²ení na²í rovnice.
(�e£eno neformáln¥, do obecného °e²ení dosadíme P0 = P (0) a získáme konstantu c, kterou dosadíme

do obecného °e²ení.)

Nezapome¬me a znovu si uv¥domme, ºe °e²ením tohoto modelu je n¥jaká posloupnost
vývoje ceny (jako nezávislé prom¥nné) v £ase.

Jiº jsme se zmínili o tom, ºe dle °e²ení uvedené diferen£ní rovnice poznáme, zda se
ekonomika v pr·b¥hu £asu do rovnováºného bodu dostane, £i nikoliv. Z matematického
pohledu se jedná o otázku konvergence. Ptáme se, zda výsledná posloupnost konverguje k
rovnováºné cen¥ £i se od rovnováºné ceny vzdaluje.

Ukáºeme si pomocí ilustrativního p°íkladu k°ivky nabídky a poptávky tuto konvergenci
a divergenci.

P°íklad 3.1. Nejd°íve budeme uvaºovat p°ípad zpoºd¥ní na stran¥ nabídky v tomto
konkrétním p°ípad¥ sklonu k°ivek nabídky a poptávky, viz následující obrázek 3.1.

Obrázek 3.1. �Pavu£ina� p°i zpoºd¥ní na stran¥ nabídky v p°íklad¥ 3.1

Na po£átku jsme v bodu [P0, Q0], £ili za cenu P0 nabízíme mnoºství Q0. Za£ínáme
na k°ivce nabídky, protoºe nabídka je zpoºd¥na. P°i nabízeném mnoºství Q0 a cen¥ P0

je poptávka vy²²í. Nelze ov²em zvednout výrobu tak rychle (nabídka se zpoº¤uje), proto
se zvý²í cena na P1. P°i cen¥ P1 se ale zvý²í výroba na mnoºství Q1. Ov²em p°i tomto
mnoºství spot°ebitelé nejsou ochotní platit cenu P1 a tudíº cena klesne atd.

V²imn¥me si, ºe �pavu£ina� za£íná na k°ivce nabídky S a pokra£uje zleva doprava
(stejným sm¥rem jak pí²eme), resp. proti sm¥ru hodinových ru£i£ek. Dále m·ºeme vid¥t,
ºe se �pavu£ina� k rovnováºnému bodu [P ∗, Q∗] blíºí, tudíº °e²ení k n¥mu konverguje.

Pokud bychom dále naopak p°edpokládali, ºe v tomto p°íklad¥ k°ivky nabídky a pop-
távky existuje zpoºd¥ní na stran¥ poptávky, pak situace vypadá následovn¥.

Zde si v²imn¥me (obrázek 3.2), ºe �pavu£ina� za£íná na k°ivce poptávky D v bod¥
[P0, Q0], pokra£uje zleva doprava (stejným sm¥rem jak pí²eme), resp. ve sm¥ru hodinových
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Obrázek 3.2. �Pavu£ina� p°i zpoºd¥ní na stran¥ poptávky v p°íklad¥ 3.1

ru£i£ek. Podobným mechanismem, jak bylo popsáno v p°ípad¥ zpoºd¥ní na stran¥ nabídky,
se dále posouváme do bodu [P1, Q0], potom do [P1, Q1] atd. Rovn¥º vidíme, ºe se �pavu£ina�
od rovnováºného bodu [P ∗, Q∗] vzdaluje, tudíº °e²ení diverguje.

Pozorný £tená° si jist¥ v²iml, ºe konvergence/divergence °e²ení závisí na typu zpoºd¥ní
(na stran¥ nabídky £i poptávky) a rovn¥º na sklonech k°ivky nabídky a poptávky. Neb-
udeme zde uvád¥t konkrétní pravidla, dle kterých konvergenci/divergenci poznáme, v²e
plyne z pravidel konvergence posloupností.

Na následujícím p°íklad¥ si ukáºeme, jak se takovýto diskrétní dynamický pavu£inový
model °e²í, a jak poznáme, zda °e²ení konverguje £i diverguje.

P°íklad 3.2. Uvaºujme diskrétní dynamický pavu£inový model s následující nabíd-
kovou a poptávkovou funkcí.

D : QDt = 24− 3Pt
S : QSt = −1 + 2Pt−1

Cena v po£áte£ním stavu P0 je na úrovni 3 pen¥ºní jednotky. Identi�kujte, zda se jedná
o model se zpoºd¥ním na stran¥ nabídky £i poptávky. Nalezn¥te °e²ení a ur£ete zda
ekonomika k rovnováºnému bodu [P ∗, Q∗] konverguje £i nikoliv. Situaci znázorn¥te rovn¥º
gra�cky.
�e²ení.
Protoºe £len Pt−1 (tzn. zpoºd¥ní ceny o jedno období) se nachází v rovnici nabídky S,
jedná se o zpoºd¥ní na stran¥ nabídky.
Nejd°íve hledáme statickou rovnováhu (tzn. porovnáme nabídku s poptávkou se zaned-
báním faktoru £asu).

24− 3P = −1 + 2P
5P = 25
P ∗ = 5
Q∗ = 24− 3 · 5 = 9

= −1 + 2 · 5 = 9
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Dále °e²íme dynamickou rovnováhu (tzn. porovnáme nabídku s poptávkou bez zanedbání
faktoru £asu).

24− 3Pt = −1 + 2Pt−1

3Pt + 2Pt−1 = 25

Nalezli jsme výchozí podobu diferen£ní rovnice prvního °ádu, jedná se o nehomogenní
rovnici. Nás nyní zajímá pouze homogenní £ást této rovnice, tedy "vynulujeme"pravou
stranu a rovnici °e²íme standardní metodou.

3Pt + 2Pt−1 = 0
3λ1 + 2λ0 = 0

3λ+ 2 = 0
λ = −2

3

Obecné °e²ení získáme dle vzorce Pt = c · (λ)t + P ∗, kde c ∈ R.

Pt = c · (−2

3
)t + 5

Nakonec zahrneme do °e²ení po£áte£ní podmínku P0 = 3.

P0 = 3 = c · (−2
3
)0 + 5

3 = c · 1 + 5
c = −2

Dosadíme c = −2 do obecného °e²ení a získáme celkové °e²ení.

Pt = −2 · (−2

3
)t + 5

Obrázek 3.3. Graf posloupnosti Pt pro hodnoty t = 0..10 - °e²ení p°íkladu 3.2

Nyní je £as se zamyslet nad tím, zda posloupnost konverguje, £i diverguje. Pokud t→∞
(t = 1, 2, 3, ...), pak výraz (−2

3
)t → 0 (umoc¬ujeme-li n¥jaký výraz v absolutní hodnot¥ men²í neº 1 stále

na v¥t²í a v¥t²í £íslo, pak se tento výraz stále zmen²uje a zmen²uje), a tedy Pt → P ∗(= 5). Vidíme, ºe
°e²ení k rovnováºné úrovni ceny P ∗ = 5 konverguje. Pro ilustraci si znázorníme pr·b¥h
ceny a mnoºství v £ase v následující tabulce 3.1. Z obrázku 3.3 je rovn¥º z°ejmé, ºe cena v
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£ase sice osciluje, ale konverguje k rovnováºné cen¥ P ∗ = 5. Nakonec si gra�cky znázorníme
výslednou �pavu£inu� a uvidíme, jak konverguje k rovnováºnému bodu [P ∗, Q∗] = [5, 9],
viz obrázek 3.4.

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Pt 3 6,33 4,11 5,59 4,6 5,26 4,82 5,12 4,92 5,05 4,97
Qt 5 11,66 7,22 10,19 8,21 9,53 8,56 9,23 8,84 9,1 8,93

Tabulka 3.1. Pr·b¥h ceny a mnoºství v £ase v p°íklad¥ 3.2

Obrázek 3.4. Znázorn¥ní �pavu£iny� v p°íklad¥ 3.2
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P°íklady k procvi£ení 3.1

(1) Uvaºujme diskrétní dynamický pavu£inový model s následující nabídkovou a pop-
távkovou funkcí.

D : QDt = 15− 4Pt
S : QSt = −6 + 3Pt−1

Cena v po£áte£ním stavu P0 je na úrovni 4 pen¥ºní jednotky. Identi�kujte, zda
se jedná o model se zpoºd¥ním na stran¥ nabídky £i poptávky. Nalezn¥te °e²ení a
ur£ete zda ekonomika k rovnováºnému bodu [P ∗, Q∗] konverguje £i nikoliv. Situaci
znázorn¥te rovn¥º gra�cky.

(2) Uvaºujme diskrétní dynamický pavu£inový model s následující nabídkovou a pop-
távkovou funkcí.

D : QDt = 18− 2Pt
S : QSt = −2 + 3Pt−1

Cena v po£áte£ním stavu P0 je na úrovni 3 pen¥ºní jednotky. Identi�kujte, zda
se jedná o model se zpoºd¥ním na stran¥ nabídky £i poptávky. Nalezn¥te °e²ení a
ur£ete zda ekonomika k rovnováºnému bodu [P ∗, Q∗] konverguje £i nikoliv. Situaci
znázorn¥te rovn¥º gra�cky.

(3) Uvaºujme diskrétní dynamický pavu£inový model s následující nabídkovou a pop-
távkovou funkcí.

D : QDt = 16− 4Pt
S : QSt = −8 + 4Pt−1

Cena v po£áte£ním stavu P0 je na úrovni 1 pen¥ºní jednotky. Identi�kujte, zda
se jedná o model se zpoºd¥ním na stran¥ nabídky £i poptávky. Nalezn¥te °e²ení a
ur£ete zda ekonomika k rovnováºnému bodu [P ∗, Q∗] konverguje £i nikoliv. Situaci
znázorn¥te rovn¥º gra�cky.

(4) Uvaºujme diskrétní dynamický pavu£inový model s následující nabídkovou a pop-
távkovou funkcí.

D : QDt = 15− 4Pt−1

S : QSt = −6 + 3Pt
Cena v po£áte£ním stavu P0 je na úrovni 4 pen¥ºní jednotky. Identi�kujte, zda
se jedná o model se zpoºd¥ním na stran¥ nabídky £i poptávky. Nalezn¥te °e²ení a
ur£ete zda ekonomika k rovnováºnému bodu [P ∗, Q∗] konverguje £i nikoliv. Situaci
znázorn¥te rovn¥º gra�cky.

(5) Uvaºujme diskrétní dynamický pavu£inový model s následující nabídkovou a pop-
távkovou funkcí.

D : QDt = 18− 2Pt−1

S : QSt = −2 + 3Pt
Cena v po£áte£ním stavu P0 je na úrovni 3 pen¥ºní jednotky. Identi�kujte, zda
se jedná o model se zpoºd¥ním na stran¥ nabídky £i poptávky. Nalezn¥te °e²ení a
ur£ete zda ekonomika k rovnováºnému bodu [P ∗, Q∗] konverguje £i nikoliv. Situaci
znázorn¥te rovn¥º gra�cky.
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(6) Uvaºujme diskrétní dynamický pavu£inový model s následující nabídkovou a pop-
távkovou funkcí.

D : QDt = 16− 4Pt−1

S : QSt = −8 + 4Pt

Cena v po£áte£ním stavu P0 je na úrovni 1 pen¥ºní jednotky. Identi�kujte, zda
se jedná o model se zpoºd¥ním na stran¥ nabídky £i poptávky. Nalezn¥te °e²ení a
ur£ete zda ekonomika k rovnováºnému bodu [P ∗, Q∗] konverguje £i nikoliv. Situaci
znázorn¥te rovn¥º gra�cky.

Kontrolní otázky 3.1

(1) Co je to diskrétní dynamický pavu£inový model?
(2) Jaké máme dva typy t¥chto model·? A jak je rozeznáme?
(3) Zkuste vlastními slovy popsat postup °e²ení takovéhoto modelu.
(4) Co je °e²ením diskrétního dynamického pavu£inového modelu?
(5) Jak poznáme z grafu, ºe °e²ení diskrétního dynamického pavu£inového modelu

konverguje (resp. diverguje) k (resp. od) rovnováºnému (resp. rovnováºného) bodu
v modelech s ob¥ma typy zpoºd¥ní?

(6) Jak poznáme z p°edpisu °e²ení, ºe konverguje (resp. diverguje) k (resp. od) rovnováºnému
(resp. rovnováºného) bodu?

Problém k zamy²lení 3.1

Jaký vliv má malá zm¥na nabídky a poptávky na °e²ení modelu? Lze o tom n¥co jednoz-
na£n¥ °íct?

3.2. Spojitý dynamický pavu£inový model

Klí£ová slova: spojitý dynamický pavu£inový model se zpoºd¥ním na
stran¥ nabídky, spojitý dynamický pavu£inový model se zpoºd¥ním na
stran¥ poptávky

Nyní se zabýváme stejným modelem jako v p°edchozí kapitole s tím rozdílem, ºe p°ed-
pokládáme £asové zm¥ny spojité. Tedy modelujeme rovnováhu mezi nabídkou S a pop-
távkou D na díl£ím trhu zboºí se spojitými £asovými zm¥nami. Pro jednoduchost p°edpok-
ládáme lineární závislosti a standardn¥ sklon¥né funkce poptávky a nabídky (tzn. poptávka
klesající, nabídka rostoucí).

Obdobn¥ jako v p°edchozím existují dva typy model·:
• spojitý dynamický pavu£inový model se zpoºd¥ním na stran¥ nabídky

D : QD(t) = m− nP (t)± αdP (t)

dt

S : QS(t) = −r + sP (t)

kde m,n, r, s, α > 0 a t = 1, 2, 3, ...,
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• spojitý dynamický pavu£inový model se zpoºd¥ním na stran¥ poptávky

D : QD(t) = m− nP (t)

S : QS(t) = −r + sP (t)± αdP (t)

dt
kde m,n, r, s, α > 0 a t = 1, 2, 3, ...,

V²imn¥me si, ºe zpoºd¥ní je dáno tím, ºe ta strana (poptávka nebo nabídka), na které
existuje zpoºd¥ní, neobsahuje £len dP (t)

dt
. Strana, která tento £len obsahuje je "nap°ed".

Nyní si napí²eme algoritmus, jak postupovat p°i °e²ení uvedených model·.
(1) Vy°e²íme statickou rovnováhu, tzn. zanedbáme faktor £asu. �e²íme soustavu dvou

rovnic o dvou neznámých.

D : Q = m− nP
S : Q = −r + sP

Získáme statické, nebo téº tzv. partikulární °e²ení [P ∗, Q∗].
(2) Vy°e²íme dynamickou rovnováhu, tzn. porovnáme nabídku s poptávkou QD(t) =

QS(t). Tento typ model· vede k nehomogenní diferenciální rovnici prvního °ádu,
kterou °e²íme metodou separace prom¥nných a dostaneme obecné °e²ení.
(Zcela neformáln¥ je postup následovný. V²echny £leny s výrazy P a dP

dt
p°evedeme na levou stranu

rovnice, zbytek na pravou. Dále °e²íme tzv. homogenní £ást, tj. bez pravé strany, metodou separace

prom¥nných. V²echny výrazy, kde se vyskytuje P , p°evedeme na jednu stranu, a ostatní výrazy s t

p°evedeme na druhou stranu rovnice. Ob¥ strany rovnice zintegrujeme - dle P jednu stranu a dle t

druhou stranu a vyjád°íme P, £ímº získáme obecné °e²ení homogenní £ásti rovnice. Obecné °e²ení rovnice

je potom sou£et obecného °e²ení homogenní £ásti rovnice a partikulárního °e²ení P ∗.)

(3) Zahrneme po£áte£ní podmínku a nalezneme kone£né °e²ení na²í rovnice.
(�e£eno neformáln¥, do obecného °e²ení dosadíme P0 = P (0) a získáme konstantu c, kterou dosadíme

do obecného °e²ení.)

Nezapome¬me a znovu si uv¥domme, ºe °e²ením tohoto modelu je n¥jaká spojitá funkce
vývoje ceny (jako nezávislé prom¥nné) v £ase.

Jiº jsme se zmínili o tom, ºe dle °e²ení uvedené diferenciální rovnice poznáme, zda
se ekonomika v pr·b¥hu £asu do rovnováºného bodu dostane, £i nikoliv. Z matematick-
ého pohledu se jedná o otázku konvergence. Ptáme se, zda výsledná funkce konverguje k
rovnováºné cen¥ £i od rovnováºné ceny diverguje.

To, zda °e²ení konverguje nebo diverguje, vyplývá z obecných pravidel konvergence/
divergence funkce. Pro lep²í orientaci a vhled do situace (rozum¥jme situace se standardn¥
sklon¥nými k°ivkami D (klesající) a S (rostoucí)) vám m·ºeme prozradit, ºe konver-
gence/divergence tohoto °e²ení není závislá na konkrétních sklonech funkce nabídky S
a poptávky D, jak tomu bylo u diskrétního modelu. To nám situaci zna£n¥ zjednodu²uje.
To, co "rozhodne"o konvergenci je "znaménko"u symbolu α v uvedených rovnicích. Pokud
toto "znaménko"je stejné jako u symbolu P (t) (tzn. u modelu se zpoºd¥ním na stran¥
nabídky −α, u modelu se zpoºd¥ním na stran¥ poptávky +α), pak °e²ení konverguje.
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Na následujícím p°íklad¥ si ukáºeme, jak se takovýto spojitý dynamický pavu£inový
model °e²í, a jak poznáme, zda °e²ení konverguje £i diverguje.

P°íklad 3.3. Uvaºujme spojitý dynamický pavu£inový model s následující nabídkovou
a poptávkovou funkcí.

D : QD(t) = 24− 3(P (t) +
dP (t)

dt
)

S : QS(t) = −1 + 2P (t)

Cena v po£áte£ním stavu P0 je na úrovni 3 pen¥ºní jednotky. Identi�kujte, zda se jedná
o model se zpoºd¥ním na stran¥ nabídky £i poptávky. Nalezn¥te °e²ení a ur£ete zda
ekonomika k rovnováºnému bodu [P ∗, Q∗] konverguje £i nikoliv. Situaci znázorn¥te rovn¥º
gra�cky.
�e²ení.
Protoºe £len dP (t)

dt
se nenachází v rovnici nabídky S, jedná se o zpoºd¥ní na stran¥ nabídky.

Nejd°íve hledáme statickou rovnováhu (tzn. porovnáme nabídku s poptávkou se zaned-
báním faktoru £asu).

24− 3P = −1 + 2P
5P = 25
P ∗ = 5
Q = 24− 3 · 5

= −1 + 2 · 5
Q∗ = 9

Dále °e²íme dynamickou rovnováhu (tzn. porovnáme nabídku s poptávkou bez zanedbání
faktoru £asu).

24− 3(P (t) + dP (t)
dt

) = −1 + 2P (t)

24− 3P (t)− 3dP (t)
dt

= −1 + 2P (t)

5P (t) + 3dP (t)
dt

= 25

Nalezli jsme výchozí podobu diferenciální rovnice prvního °ádu, jedná se o nehomogenní
rovnici. Nás nyní zajímá pouze homogenní £ást této rovnice, tedy "vynulujeme"pravou
stranu a rovnici °e²íme metodou separace prom¥nných.

5P (t) + 3dP (t)
dt

= 0

3dP (t)
dt

= −5P (t)
dP (t)
P

= −5
3
dt∫ dP (t)

P
= −

∫
5
3
dt

ln(P (t)) = −5
3
t+ c, c ∈ R

P (t) = e−
5
3
t+c

P (t) = e−
5
3
t · ec

P (t) = k · e− 5
3
t, k = ec, k ∈ R

Obecné °e²ení získáme sou£tem tohoto obecného °e²ení homogenní £ásti rovnice a par-
tikulárního °e²ení P ∗.

P (t) = k · e−
5
3
t + 5, k ∈ R
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Nakonec zahrneme do °e²ení po£áte£ní podmínku P0 = 3.

P (0) = 3 = k · e− 5
3
·0 + 5

3 = k · e0 + 5
3 = k · 1 + 5
c = −2

Dosadíme c = −2 do obecného °e²ení a získáme celkové °e²ení.

P (t) = −2 · e−
5
3
t + 5

Nyní je £as se zamyslet nad tím, zda výsledná spojitá funkce P (t) konverguje k rovnováºné
cen¥ P ∗. Pokud t → ∞, pak výraz e−

5
3
t → 0 (je-li exponent mocniny záporný, znamená to, ºe

odmoc¬ujeme, tudíº se zv¥t²ujícím se t, odmoc¬ujeme e stále v¥t²í a v¥t²í odmocninou), a tedy P (t) →
P ∗(= 5). Vidíme, ºe °e²ení k rovnováºné úrovni ceny P ∗ = 5 konverguje. Konvergenci
poznáme rovn¥º dle znaménka u α = 3. Máme zadanou rovnici poptávky D : QD(t) =

24− 3(P (t) + dP (t)
dt

), po úprav¥ D : QD(t) = 24− 3P (t)− 3dP (t)
dt

vidíme, ºe "znaménko"je
stejné jako u P (t). Jedná se o zpoºd¥ní na stran¥ nabídky a v rovnici se vyskytuje −α = −3,
tudíº °e²ení konverguje. Na následujícím obrázku 3.5 si znázorníme °e²ení tohoto p°íkladu
- výslednou spojitou funkci P (t). I z tohoto obrázku je z°ejmá konvergence °e²ení.

Obrázek 3.5. Graf spojité funkce P (t) - °e²ení p°íkladu 3.3

Jist¥ jste si uv¥domili, ºe pokud by v °e²ení p°edchozího p°íkladu byla mocnina u
Eulerova £ísla kladná, pak by toto °e²ení divergovalo.

Na záv¥r se zmíníme o p°ípadu, kdy by alespo¬ jedna z k°ivek poptávky D a nabídky S
byla netypicky sklon¥ná (rovnice nebudou uvedeného tvaru, budou se li²it alespo¬ v jednom
"znaménku"p°ed £leny nP (t) a sP (t)). Takový model °e²íme úpln¥ stejným zp·sobem
(diferenciální rovnice prvního °ádu, separace prom¥nných atd.). Konvergence °e²ení se pak
odvíjí od konkrétní podoby °e²ení (p°esn¥ji od mocniny Eulerova £ísla).
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P°íklady k procvi£ení 3.2

(1) Uvaºujme spojitý dynamický pavu£inový model s následující typicky sklon¥nou
nabídkovou a poptávkovou funkcí.

D : QD(t) = 20− 5P (t)− 3
dP (t)

dt
S : QS(t) = −7 + 4P (t)

Cena v po£áte£ním stavu P0 je na úrovni 5 pen¥ºní jednotky. Identi�kujte, zda
se jedná o model se zpoºd¥ním na stran¥ nabídky £i poptávky. Nalezn¥te °e²ení a
ur£ete zda ekonomika k rovnováºnému bodu [P ∗, Q∗] konverguje £i nikoliv. �e²ení
znázorn¥te gra�cky.

(2) Uvaºujme spojitý dynamický pavu£inový model s následující typicky sklon¥nou
nabídkovou a poptávkovou funkcí.

D : QD(t) = 6− P (t)

S : QS(t) = −3 +

(
2P (t) + 3

dP (t)

dt

)
Cena v po£áte£ním stavu P0 je na úrovni 2 pen¥ºní jednotky. Identi�kujte, zda
se jedná o model se zpoºd¥ním na stran¥ nabídky £i poptávky. Nalezn¥te °e²ení a
ur£ete zda ekonomika k rovnováºnému bodu [P ∗, Q∗] konverguje £i nikoliv. �e²ení
znázorn¥te gra�cky.

(3) Uvaºujme spojitý dynamický pavu£inový model s následující typicky sklon¥nou
nabídkovou a poptávkovou funkcí.

D : QD(t) = 12− P (t) + 3
dP (t)

dt
S : QS(t) = −6 + 2P (t)

Cena v po£áte£ním stavu P0 je na úrovni 4 pen¥ºní jednotky. Identi�kujte, zda
se jedná o model se zpoºd¥ním na stran¥ nabídky £i poptávky. Nalezn¥te °e²ení a
ur£ete zda ekonomika k rovnováºnému bodu [P ∗, Q∗] konverguje £i nikoliv. �e²ení
znázorn¥te gra�cky.

(4) Uvaºujme spojitý dynamický pavu£inový model s následující netypicky sklon¥-
nou nabídkovou a poptávkovou funkcí.

D : QD(t) = −2 + 3P (t)

S : QS(t) = 5 + 2P (t)− 3
dP (t)

dt
Cena v po£áte£ním stavu P0 je na úrovni 1 pen¥ºní jednotky. Identi�kujte, zda
se jedná o model se zpoºd¥ním na stran¥ nabídky £i poptávky. Nalezn¥te °e²ení a
ur£ete zda ekonomika k rovnováºnému bodu [P ∗, Q∗] konverguje £i nikoliv. �e²ení
znázorn¥te gra�cky.
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Kontrolní otázky 3.2

(1) Co je to spojitý dynamický pavu£inový model?
(2) Jaké máme dva typy t¥chto model·? A jak je rozeznáme?
(3) Zkuste vlastními slovy popsat postup °e²ení takovéhoto modelu.
(4) Co je °e²ením spojitého dynamického pavu£inového modelu?
(5) Jak poznáme z p°edpisu °e²ení, ºe konverguje (resp. diverguje) k (resp. od) rovnováºnému

(resp. rovnováºného) bodu?

Problém k zamy²lení 3.2

Zamyslete se nad tím, pro£ sklon k°ivek poptávky D a nabídky S ve spojitém dynamickém
pavu£inovém modelu pro k°ivku poptávky klesající a k°ivku nabídky rostoucí neovliv¬uje
konvergenci k rovnováºné cen¥ tak, jako je tomu u pavu£inového modelu diskrétního.



KAPITOLA 4

Mikroekonomické funkce a jejich základní úloha

Dal²í kapitola z "mikroekonomické"£ásti této cvi£ebnice je zam¥°ena na základní mikroeko-
nomické funkce. Druhá £ást názvu zní "jejich základní úloha", coº je velmi podstatná
záleºitost. M¥li bychom znát, co pomocí dané funkce vlastn¥ chceme zji²´ovat.

Jednotlivé funkce se odvíjí od na²eho pohledu na v¥c. Pokud se díváme na sv¥t ekonomiky
s pohledu spot°ebitele, °ekn¥me t°eba n¥jakého zákazníka, který si jde koupit ur£itý výrobek,
pak hovo°íme o tzv. uºitkové funkci. P°irozen¥ chceme uºitek mít co nejv¥t²í, tedy snaºíme
se sv·j uºitek maximalizovat . Kaºdá �rma si hlídá své p°íjmy, náklady a zisk. Proto se i my
budeme zabývat funkcí p°íjmovou, nákladovou a ziskovou. Sami byste jist¥ dokázali ur£it,
ºe podnik chce sv·j p°íjem maximalizovat, náklady minimalizovat a obvykle zisk maxi-
malizovat. Posledním pohledem, kterým se budeme na problematiku dívat, je o£ima �rmy
vzhledem ke svým výrobním faktor·m. Kaºdá spole£nost chce znát optimální kombinaci
svých vstup· (výrobních faktor·) tak, aby byly celkové náklady minimální. Budeme se
tedy zabývat produk£ní funkcí a pomocí ní hledat nákladové optimum.

4.1. Uºitková funkce a maximalizace uºitku

Klí£ová slova: uºitková funkce, maximalizace uºitku, rozpo£tové omezení
- linie rozpo£tu, reduk£ní metoda, indiferen£ní k°ivka, mezní míra substi-
tuce ve spot°eb¥, mezní míra substituce ve sm¥n¥, optimum spot°ebitele

Uºitkovou funkci zna£íme U (z anglického utility). Uºitková funkce p°edstavuje závis-
lost mezi uºitkem spot°ebitele a mnoºstvím jednotlivých spot°ebovávaných statk· nebo
sluºeb, ze kterých spot°ebitel má daný uºitek, vázáno na mnoºství pen¥z (d·chod), které
spot°ebitel má ur£eno na nákup on¥ch statk· nebo sluºeb.

Pro jednoduchost budeme p°edpokládat, ºe spot°ebitel spot°ebovává pouze dva druhy
statk· nebo sluºeb a má pouze jeden p°íjem ur£ený ke koupi t¥chto statk· nebo sluºeb
(d·chod).

Problematiku funkce uºitku m·ºeme zkoumat pomocí dvou p°ístup·.

(1) V kardinalistické verzi teorie uºitku je uºitek chápán jako kardinální veli£ina, tzn.
je p°ímo m¥°itelná.

(2) V ordinalistické verzi teorie uºitku je uºitek chápán jako ordinální veli£ina, tzn.
není p°ímo m¥°itelná, lze pouze porovnávat její hodnoty.

33
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Nejd°íve se zam¥°íme na kardinalistickou verzi teorie uºitku. V tomto p°ístupu k uºitku
p°edpokládáme, ºe je moºné uºitek p°ímo m¥°it a vytvo°it konkrétní funkci uºitku. Rovn¥º
m·ºeme sestrojit k°ivku celkového i mezního uºitku.

Máme funkci uºitku U v závislosti na mnoºstvích prvního statku nebo sluºby q1 a druhého q2,
tedy U(q1, q2). Dále p°edpokládáme, ºe spot°ebitel vynaloºí celý sv·j d·chod y na nákup
t¥chto dvou statk· a sluºeb p°i cenách p1 prvního a p2 druhého statku nebo sluºby. Tuto
skute£nost m·ºeme popsat rovnicí

y = p1 · q1 + p2 · q2,

kterou nazýváme rozpo£tovým omezením, nebo téº linií rozpo£tu. Jak jsme si jiº °ekli,
chceme sv·j uºitek maximalizovat, tudíº hledáme maximum funkce U(q1, q2) s vazbou
y = p1 · q1 + p2 · q2. Matematický model tohoto na²eho ekonomického problému tedy je
hledání vázaných extrém· funkce U . Z matematické analýzy víme, ºe takovouto úlohu
m·ºeme °e²it pomocí dvou metod, a to:

(1) metodou Lagrangeových multiplikátor·,
(2) tzv. reduk£ní (dosazovací) metodou.

Jelikoº je linie rozpo£tu lineární, reduk£ní metoda úpln¥ sta£í. Tato metoda °e²í ná² prob-
lém následovn¥. Vyjád°íme si nap°. q1 z rovnice rozpo£tového omezení a dosadíme jej do
U(q1, q2). Získáme tak funkci jedné prom¥nné q2. Zredukovali jsme funkci dvou prom¥nných
U(q1, q2) na funkci prom¥nné jedné U(q2). Pro tuto funkci hledáme maximum standardním
zp·sobem.

P°íklad 4.1. Je dána funkce celkového uºitku U(q1, q2) = q1 · q2. Spot°ebitel chce
maximalizovat sv·j uºitek spot°ebou dvou statk·. Cena prvního statku 25 K£ za kus a cena
druhého 40 K£ za kus. Na nákup t¥chto statk· má spot°ebitel ur£eno 500 K£. Nalezn¥te
optimální mnoºství obou statk· q1 a q2 tak, aby uºitek spot°ebitele byl maximální p°i
daném rozpo£tovém omezení.
�e²ení.
Nejd°íve si zformulujeme rovnici rozpo£tového omezení ze zadaných údaj·.

500 = 25q1 + 40q2

P°íklad °e²íme reduk£ní metodou. Vyjád°íme si prom¥nnou q1 z rovnice rozpo£tového
omezení.

q1 = 20− 8

5
q2 = 20− 1, 6q2

Nyní q1 dosadíme do U(q1, q2).

U(q1, q2) = q1 · q2 = (20− 1, 6q2) · q2 = 20q2 − 1, 6q2
2 = U(q2)

Získali jsme funkci jedné prom¥nné U(q2). Hledáme její maximum. Funkci zderivujeme a
poloºíme rovno nule.

U ′(q2) = 20− 3, 2q2

U ′(q2) = 0



4.1. U�ITKOVÁ FUNKCE A MAXIMALIZACE U�ITKU 35

Hledáme stacionární bod
20− 3, 2q2 = 0

200 = 32q2

q∗2 = 200
32

= 25
4

= 6, 25

Dostali jsme mnoºství q2, pomocí n¥hoº nyní vypo£ítáme q1.

q∗1 = 20− 8

5
· q2 = 20− 8

5
· 25

4
= 10

Ov¥°íme typ extrému.
U ′′(q2) = −3, 2 < 0

Optimální mnoºství q1 prvního statku je 10 kus· a q2 druhého statku je 6,25, resp. 6 kus·,
p°i kterém spot°ebitel maximalizuje sv·j zisk p°i uvedeném rozpo£tovém omezení.

Nyní se zam¥°íme na ordinalistickou teorii uºitku. V této teorii je povaºován uºitek
za nem¥°itelnou veli£inu. Dokáºeme uºitek pouze srovnávat. Porovnávání míry uºitku
provádíme pomocí tzv. indiferen£ních k°ivek . Indiferen£ní k°ivka nám gra�cky znázor¬uje
kombinaci mnoºství q1 a q2, které dávají stejný uºitek. Z kurzu ekonomie víme, ºe p°i
dvou ºádoucích statcích jsou indiferen£ní k°ivky klesající, konvexní v·£i po£átku, nesm¥jí
se navzájem protínat a procházejí kaºdým bodem roviny, viz obrázek 4.1.

Obrázek 4.1. Indiferen£ní k°ivky

V²imn¥me si, ºe kaºdá indiferen£ní k°ivka udává jednu úrove¬ uºitku. P°i vy²²í úrovni
uºitku p°esko£íme na dal²í (vý²e poloºenou) indiferen£ní k°ivku. To, na kterou indiferen£ní
k°ivku "dosáhneme", nám udává linie rozpo£tu.

Jak vidíme na obrázku 4.2, optimum spot°ebitele je dáno bodem, ve kterém je linie
rozpo£tu te£nou k n¥jaké indiferen£ní k°ivce. Optimum spot°ebitele je taková kombinace
dvou statku q∗1 a q∗2, p°i kterém dosahujeme maximálního uºitku p°i daném rozpo£tovém
omezení.
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Obrázek 4.2. Optimum spot°ebitele

R·zné úrovn¥ uºitku budeme zna£it Ui, kde i = 1, 2, 3... a Ui ∈ R. Uºitková funkce
je pak Ui = q1 · q2. Vyjád°íme-li q2, pak dostaneme p°edpis indiferen£ní k°ivky q2 = Ui

q1
.

Sm¥rnice te£ny indiferen£ní k°ivky v absolutní hodnot¥ bývá v ekonomii ozna£ována jako
mezní míra substituce ve spot°eb¥, zna£íme MRSC . Vidíme, ºe

MRSC =

∣∣∣∣−Uiq2
1

∣∣∣∣ =
Ui
q2

1

.

Jak jiº bylo °e£eno, linii rozpo£tu uvádíme dle vzorce y = p1 · q1 + p2 · q2. Po vyjád°ení
prom¥nné q2, pak dostaneme q2 = y

p2
− p1

p2
q1. Sm¥rnici te£ny linie rozpo£tu v absolutní

hodnot¥ nazýváme mezní mírou substituce ve sm¥n¥, ozna£ujeme MRSE. Vidíme, ºe

MRSE =

∣∣∣∣−p1

p2

∣∣∣∣ =
p1

p2

.

�ekli jsme, ºe bod, ve kterém je linie rozpo£tu te£nou k n¥jaké indiferen£ní k°ivce, je
optimem spot°ebitele. Musíme tedy porovnat sm¥rnice rozpo£tového omezení a indiferen£ní
k°ivky. Optimim spot°ebitele je proto dáno rovností

MRSC = MRSE.

Zformulujeme si p°edchozí p°íklad do ordinalistického pojetí uºitku a ukáºeme si, jak
bychom takový p°íklad poté °e²ili

P°íklad 4.2. Je dána funkce indiferen£ní k°ivky Ui = q1 ·q2, kde i = 1, 2, 3... a Ui ∈ R.
Spot°ebitel chce maximalizovat sv·j uºitek spot°ebou dvou statk·. Cena prvního statku
25 K£ za kus a cena druhého 40 K£ za kus. Na nákup t¥chto statk· má spot°ebitel ur£eno
500 K£. Nalezn¥te optimální mnoºství obou statk· q1 a q2 tak, aby uºitek spot°ebitele byl
maximální p°i daném rozpo£tovém omezení.
�e²ení.
Nejd°íve si zformulujeme rovnici rozpo£tového omezení ze zadaných údaj·.

500 = 25q1 + 40q2
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Nalezneme MRSE (z rovnice rozpo£tového omezení vyjád°íme q2 a zderivujeme dle q1).

q2 = 12, 5− 5

8
q1

MRSE = |q′2| =
5

8

Nalezneme MRSC (z rovnice indiferen£ní k°ivky vyjád°íme q2 a zderivujeme dle q1)

q2 =
Ui
q1

MRSC = |q′2| =
Ui
q2

1

Porovnáme MRSC = MRSE.
Ui

q21
= 5

8

Ui = 5
8
q2

1

Dosadíme Ui do rovnice indiferen£ní k°ivky a získáme vztah mezi q1 a q2.

q2 =
5
8
q2

1

q1

q2 =
5

8
q1

Dále dosadíme q2 do rovnice rozpo£tového omezení q2 = 12, 5− 5
8
q1.

5
8
q1 = 12, 5− 5

8
q1

10
8
q1 = 25

2
5q1 = 50
q∗1 = 10

Získali jsme mnoºství q1. Dosazením do rovnice q2 = 5
8
q1 dostaneme mnoºství q2.

q2 = 5
8
· 10

q∗2 = 25
4

= 6, 25

Vidíme, ºe i touto metodou p°i stejném zadání jsme získali stejný výsledek optimálního
mnoºství q∗1 = 10 a q∗2 = 6, 25.

P°íklady k procvi£ení 4.1

(1) Je dána funkce celkového uºitku U(q1, q2) = q1 ·q2. Spot°ebitel chce maximalizovat
sv·j uºitek spot°ebou dvou statk·. Cena prvního statku 30 K£ za kus a cena
druhého 50 K£ za kus. Na nákup t¥chto statk· má spot°ebitel ur£eno 800 K£.
Nalezn¥te optimální mnoºství obou statk· q1 a q2 tak, aby uºitek spot°ebitele byl
maximální p°i daném rozpo£tovém omezení.
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(2) Je dána funkce indiferen£ní k°ivky Ui = q1 ·q2, kde i = 1, 2, 3... a Ui ∈ R. Spot°ebi-
tel chce maximalizovat sv·j uºitek spot°ebou dvou statk·. Cena prvního statku
30 K£ za kus a cena druhého 50 K£ za kus. Na nákup t¥chto statk· má spot°ebitel
ur£eno 800 K£. Nalezn¥te optimální mnoºství obou statk· q1 a q2 tak, aby uºitek
spot°ebitele byl maximální p°i daném rozpo£tovém omezení.

Kontrolní otázky 4.1

(1) Vysv¥tlete, co je to uºitková funkce.
(2) Jaká je základní úloha uºitkové funkce?
(3) Co je to rozpo£tové omezení?
(4) Jaké máme p°ístupy teorie uºitku? V £em se li²í?
(5) Jaký je matematický model maximalizace uºitku p°i kardinalistickém p°ístupu?

Uve¤te ob¥ metody °e²ení.
(6) Co je to indiferen£ní k°ivka?
(7) Vysv¥tlete, co je mezní míra substituce ve sm¥n¥ a mezní míra substituce ve

spot°eb¥. Uve¤te, jak je vypo£ítáme.
(8) Co rozumíme pod pojmem optimum spot°ebitele?
(9) Jak optimum spot°ebitele nalezneme po£etn¥ i gra�cky?

Problém k zamy²lení 4.1

Zalistujte v u£ebnicích ekonomie nebo v pam¥ti a zkuste si kreslit r·zné (gra�cké) °e²ení
optima spot°ebitele p°i r·zných indiferen£ních k°ivkách (r·zné kombinace typ· statk·) a
r·zných sklonech rozpo£tového omezení.

4.2. Nákladová funkce a minimalizace pr·m¥rných náklad·

P°íjmová funkce a maximalizace celkových p°íjm·

Zisková funkce a maximalizace celkového zisku

Klí£ová slova: nákladová funkce, celkové, pr·m¥rné a mezní náklady,
�xní a variabilní náklady, minimalizace pr·m¥rných náklad·, p°íjmová
funkce, maximalizace celkových p°íjm·, zisková funkce, maximalizace celkového
zisku, bod zvratu, bod ukon£ení výroby - bod uzav°ení �rmy

V²echny úlohy spojené se základními mikroekonomickými funkcemi jsou v zásad¥ ste-
jného charakteru. Vºdy hledáme extrém (maximum nebo minimum) t¥chto funkcí v závis-
losti na dal²ích aspektech. Náklady, p°íjmy a zisk jsou spolu velmi úzce spjaty, kaºdá �rma
tyto veli£iny ve svém procesu °e²í, zkoumá a analyzuje. Proto ani my nebudeme tyto t°i
veli£iny odd¥lovat, ale naopak se na n¥ budeme dívat jako na celek.

Jist¥ jste si v²imli, ºe jsou pouºívané termíny výdaje vedle náklad· a výnosy £i trºby
vedle p°íjm·. Rozdíl v t¥chto pojmech je v dimenzích ú£etnictví (kdy je faktura vystavena
a kdy dojde ke skute£né platb¥ apod.). My to p°íli² rozli²ovat nebudeme, protoºe pro na²e
ú£ely to není podstatné. Ov²em budeme mít tuto skute£nost na pam¥ti.

Za£neme nákladovou funkcí, protoºe ta je pro podnikatele nejo²emetn¥j²í. Musí mít
vºdy dob°e spo£ítáno, jaké jsou jeho celkové náklady, ze kterých zjistí i náklady pr·m¥rné
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nebo mezní. Jak jiº bylo °e£eno, náklady zna£íme písmenem C (z anglického cost). Nák-
ladová funkce vyjad°uje závislost náklad· C na úrovni výstupu (produkce) Q, tedy celkové
náklady m·ºeme vyjád°it TC = TC(Q). Standardním zp·sobem zjistíme funkci pr·m¥rných
náklad· AC(Q), nebo mezních náklad· MC(Q).

P°ipome¬me si, ºe celkové náklady se d¥lí na �xní FC a variabilní sloºku náklad· V C.
Fixní náklady jsou takové náklady, které jsou stále stejné bez ohledu na vý²i produkce
(nap°. nájemné), tedy konstanta FC ≥ 0. Oproti tomu variabilní náklady jsou závislé na
vý²i produkce (£ím vy²²í produkce, tím vy²²í náklady), tedy V C = V C(Q). Shrneme-li
tyto skute£nosti, m·ºeme psát, ºe

TC(Q) = FC + V C(Q).

Základní úlohou nákladové funkce je minimalizovat pr·m¥rné náklady . Zku²eností bylo
zji²t¥no, ºe pr·m¥rné náklady jsou pro podnikatele více vypovídající neº náklady celkové.
Je to dáno �xní sloºkou náklad·, která se v pr·m¥rném mnoºství náklad· více "rozp-
týlí". Pokud hledáme minimum pr·m¥rných náklad·, °íkáme rovn¥º, ºe optimalizujeme
pr·m¥rné náklady. Existují dv¥ metody této optimalizace.

(1) Rovnost AC(Q) = MC(Q) (z kapitoly 2.2 víme, ºe pr·se£ík k°ivek AC a MC je
práv¥ v bod¥ minima funkce AC).

(2) Hledáme extrém (minimum) funkce AC(Q) dle pravidel diferenciálního po£tu.

Oba zp·soby optimalizace si názorn¥ p°edvedeme na následujícím p°íkladu.

P°íklad 4.3. Ekonomický útvar podniku stanovil funkci celkových náklad·

TC(Q) = 100 + 2 · (Q+ 5)2.

Ur£ete optimální mnoºství výstupu Q∗, p°i kterých podnik minimalizuje své pr·m¥rné
náklady. Pouºijte oba zp·soby optimalizace.
�e²ení.

(1) Nejd°íve °e²íme p°íklad prvním zp·sobem (pomocí rovnosti AC(Q) = MC(Q)).
Nalezneme funkci pr·m¥rných a mezních náklad· dle vzorc· AC(Q) = TC(Q)

Q

a MC(Q) = dTC(Q)
dQ

.

TC(Q) = 100 + 2 · (Q2 + 10Q+ 25) = 2Q2 + 20Q+ 150

AC(Q) =
2Q2 + 20Q+ 150

Q
= 2Q+ 20 +

150

Q

MC(Q) =
d(2Q2 + 20Q+ 150)

dQ
= 4Q+ 20
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Porovnáme AC(Q) = MC(Q) a nalezneme optimální Q∗.

2Q+ 20 + 150
Q

= 4Q+ 20

2Q = 150
Q

2Q2 = 150
Q2 = 75

Q∗1,2 = ±
√

75 = ±5
√

3

Q∗ = 5
√

3

Zjistili jsme, ºe optimální mnoºství p°i minimálních pr·m¥rných nákladech jeQ∗ =
5
√

3 (záporná odmocnina z ekonomického pohledu nemá smysl).
(2) Nyní budeme °e²it tento p°íklad pomocí druhé metody. Hledáme minimum funkce

AC(Q). Funkci AC(Q) zderivujeme a nalezneme stacionární bod Q∗.

AC(Q) = 2Q+ 20 +
150

Q

AC ′(Q) = 2− 150

Q2

AC ′(Q) = 0
2− 150

Q2 = 0

2Q2 = 150
Q2 = 75

Q∗1,2 = ±
√

75 = ±5
√

3

Q∗ = 5
√

3

Optimální mnoºství p°i minimálních pr·m¥rných nákladech je Q∗ = 5
√

3. Vidíme,
ºe výsledek je stejný jako v p°i pouºití první metody.
Nyní ov¥°íme, ºe se skute£n¥ jedná o minimum.

AC ′′(Q) = (−2) · (−150

Q3
) =

300

Q3

AC ′′(Q∗) = AC ′′(5
√

3) =
300

(5
√

3)3
> 0

P°íjmová nebo téº výnosová funkce popisuje závislost p°íjm· R (z anglického revenue)
na objemu produkce Q, tedy celkové p°íjmy m·ºeme vyjád°it TR = TR(Q). Standardním
zp·sobem zjistíme funkci pr·m¥rných p°íjm· AR(Q), nebo mezních p°íjm· MR(Q). Z
logiky v¥ci plyne, ºe celkové p°íjmy získáme sou£inem ceny daného statku nebo sluºby P
a daného mnoºství tohoto statku nebo sluºby Q, £ili

TR = P ·Q.
Kaºdý podnik se samoz°ejm¥ snaºí maximalizovat své p°íjmy, tudíº základní úlohou p°íj-
mové funkce je maximalizace celkových p°íjm·.
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S výnosovou funkcí úzce souvisí funkce zisková. Zisk zna£íme písmenem π (za anglického
pro�t). Zisková funkce znázor¬uje vztah mezi ziskem π a objemem produkce podniku Q,
tedy celkový zisk m·ºeme vyjád°it Tπ = Tπ(Q). Standardním zp·sobem zjistíme funkci
pr·m¥rného zisku Aπ(Q), nebo mezního ziskuMπ(Q). Víme, ºe zisk je roven rozdílu p°íjmu
a náklad·. Platí tedy:

Tπ(Q) = TR(Q)− TC(Q).

Optimaliza£ní úloha je maximalizace celkového zisku. Bu¤ p°i °e²ení takovéto úlohy pouºi-
jeme tzv. zlaté pravidlo maximalizace zisku MR(Q) = MC(Q), nebo hledáme extrém
(maximum) funkce Tπ(Q) (také viz kapitola 2.2).

P°i analýze podnikových dat je vhodné znát dva d·leºité okamºiky v pr·b¥hu ºivota
�rmy, a to tzv. bod zvratu a bod ukon£ení výroby. Bodem zvratu rozumíme takové mnoºství
produkce QBZ , p°i kterém nevzniká ºádný zisk, ale ani ztráta, £ili trºby se rovnají nák-
lad·m.

Tπ(Q) = 0

TR(Q) = TC(Q)

Bod ukon£ení výroby, nebo téº bod uzav°ení �rmy je takové mnoºství QBU , p°i kterém
celkové p°íjmy kryjí alespo¬ variabilní náklady. Platí:

TR(Q) = V C(Q)

P ·Q = V C(Q)

AR(Q) = P = AV C(Q)

P°íklad 4.4. Ekonomický útvar podniku stanovil funkci celkových náklad· a celkových
p°íjm·.

TC(Q) =
3

2
Q2 − 9Q+ 14

TR(Q) = −1

2
Q2 + 6Q+ 7

(a) Zapi²te p°edpis následujících funkcí:
FC(Q), V C(Q), AFC(Q), MFC(Q), AV C(Q), MV C(Q), AC(Q), MC(Q),
AR(Q), MR(Q), Tπ(Q), Aπ(Q), Mπ(Q).

(b) Vypo£ítejte rozsahy výroby (Q), které zaji²´ují:
• bod zvratu (QBZ),
• maximum celkového zisku (QmaxTπ),
• maximum pr·m¥rného zisku (QmaxAπ),
• bod ukon£ení výroby (QBU).
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�e²ení.
(a) Nalezneme v²echny poºadované funkce.

FC(Q) = 14

V C(Q) =
3

2
Q2 − 9Q

AFC(Q) =
14

Q

MFC(Q) = 0

AV C(Q) =
3

2
Q− 9

MVC(Q) = 3Q− 9

AC(Q) =
3

2
Q− 9 +

14

Q

MC(Q) = 3Q− 9

AR(Q) = −1

2
Q+ 6 +

7

Q

MR(Q) = −Q+ 6

Tπ(Q) = TR(Q)− TC(Q)
= −1

2
Q2 + 6Q+ 7− 3

2
Q2 + 9Q− 14

= −2Q2 + 15Q− 7

Aπ(Q) = −2Q+ 15− 7

Q

Mπ(Q) = −4Q+ 15

(b) Nejd°íve nalezneme bod zvratu (Tπ(QBZ) = 0).

Tπ(QBZ) = −2Q2 + 15Q− 7 = 0

QBZ1,2 =
−15±
√

225−4·(−2)·(−7)

2·(−2)

QBZ1,2 = −15±
√

169
−4

QBZ1,2 = −15±13
−4

QBZ1 = 1
2

QBZ2 = 7

Body zvratu jsou tedy dva QBZ1 = 1
2
a QBZ2 = 7.

Dále vypo£ítáme bod maximalizace celkového zisku QmaxTπ. Budeme hledat max-
imum funkce Tπ(Q). Funkci zderivujeme a najdeme její stacionární bod.

Tπ′(Q) = −4Q+ 15

Tπ′(Q) = 0
−4Q+ 15 = 0

4Q = 15
QmaxTπ = 15

4
= 3, 75
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Nalezli jsme bod, p°i kterém je celkový zisk maximální. Nyní ov¥°íme, ºe se
skute£n¥ jedná o maximum.

Tπ′′(Q) = −4 < 0

Dal²ím krokem je výpo£et bodu QmaxAπ, p°i kterém je pr·m¥rný zisk podniku
maximální. Postup bude obdobný jako v p°edchozím kroku, s tím rozdílem, ºe
výchozí funkce bude Aπ(Q).

Aπ′(Q) = −2 +
7

Q2

Aπ′(Q) = 0
−2 + 7

Q2 = 0

2Q2 = 7
Q2 = 7

2

QmaxAπ1,2 = ±
√

7
2

QmaxAπ = 1, 87

Nalezli jsme bod maxima pr·m¥rného zisku QmaxAπ = 1, 87 (záporná odmocnina
nemá z ekonomického pohledu smysl). Ov¥°íme typ extrému.

Aπ′′(Q) = −2
7

Q3
= − 14

Q3

Aπ′′(QmaxAπ) = Aπ′′(1, 87) = − 14

1, 873
< 0

Nakonec budeme hledat body ukon£ení výroby QBU . Vyuºijeme uvedeného vzorce
AR(QBU) = P = AV C(QBU). Pr·m¥rné p°íjmy a pr·m¥rné variabilní náklady
jsou:

AR(Q) = −1

2
Q+ 6 +

7

Q

AV C(Q) =
3

2
Q− 9

Nyní je porovnáme.

−1
2
Q+ 6 + 7

Q
= 3

2
Q− 9

2Q2 − 15Q− 7 = 0

QBU1,2 = 15±
√

281
2·2

QBU1,2 = 15±16,76
4

QBU1 = 7, 94
QBU2 = −0, 44
QBU = 7, 94

Nalezli jsme jeden bod ukon£ení výroby QBU = 7, 94 (záporná hodnota QBU2 nemá
z ekonomického pohledu smysl).
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P°íklady k procvi£ení 4.2

(1) Ekonomický útvar podniku stanovil funkci celkových náklad·

TC(Q) = 3Q2 + 40Q+ 243.

Ur£ete optimální mnoºství výstupuQ∗, p°i kterých podnik minimalizuje své pr·m¥rné
náklady. Pouºijte oba zp·soby optimalizace.

(2) Ekonomický útvar podniku stanovil funkci celkových náklad· a celkových p°íjm·.

TC(Q) = 0, 2Q3 − 3Q2 + 50Q+ 500

TR(Q) = −0, 1Q3 + 10Q2 + 2Q

(a) Zapi²te p°edpis následujících funkcí:
FC(Q), V C(Q), AFC(Q), MFC(Q), AV C(Q), MV C(Q), AC(Q), MC(Q),
AR(Q), MR(Q), Tπ(Q), Aπ(Q), Mπ(Q).

(b) Vypo£ítejte rozsahy výroby (Q), které zaji²´ují:
• bod zvratu (QBZ),
• maximum celkového zisku (QmaxTπ),
• maximum pr·m¥rného zisku (QmaxAπ),
• bod ukon£ení výroby (QBU).

Kontrolní otázky 4.2

(1) Vysv¥tlete, co je to nákladová funkce a jaká je její základní úloha.
(2) Jaký je rozdíl mezi �xními a variabilními náklady?
(3) Jaké jsou dv¥ základní metody optimalizace pr·m¥rných náklad·?
(4) Vysv¥tlete, co je to p°íjmová funkce a jaká je její základní úloha.
(5) Jak získáme celkové p°íjmy, známe-li mnoºství a cenu daného statku nebo sluºby?
(6) Vysv¥tlete, co je to zisková funkce a jaká je její základní úloha.
(7) Jak vypo£ítáme celkový zisk?
(8) Jakou metodou °e²íme úlohu maximalizace zisku?
(9) Co je to bod zvratu a bod ukon£ení výroby (bod zav°ení �rmy)?

Problém k zamy²lení 4.2

Zamyslete se nad tím, pro£ jsou body zvratu a ukon£ení výroby (zav°ení �rmy) pro podnik
d·leºité.
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4.3. Produk£ní funkce a nákladové optimum

Klí£ová slova: produk£ní funkce, výrobní faktory, práce, kapitál, Cobb-
Douglasova produk£ní funkce, pr·m¥rný produkt práce, pr·m¥rný pro-
dukt kapitálu, mezní produkt práce, mezní produkt kapitálu, izokvanta,
izokosta, mezní míra technické substituce, nákladové optimum, výnosy z
rozsahu, zákon klesajících výnos· z rozsahu

Produk£ní funkce popisuje závislost výstupu (produkce) Q na vstupech (výrobních fak-
torech). V²imn¥me si, ºe v produk£ní funkci výstup Q p·sobí jako závislá prom¥nná oproti
p°edchozím p°ípad·m. Pro jednoduchost budeme p°edpokládat, ºe výrobní faktory jsou
dva, a to práce L a kapitál K. Produk£ní funkci tedy pí²eme ve tvaru

Q = f(K,L).

Produk£ní funkci m·ºeme rozli²ovat dle £asového hlediska na
• krátkodobou, kde je kapitál povaºován za konstantní a práce za variabilní veli£inu;
• dlouhodobou, kde jsou oba uvaºované výrobní faktory variabilní.

Dále si uvedeme dva významné typy (dlouhodobé) produk£ní funkce:
• lineární produk£ní funkce

Q = a ·K + b · L,

kde a, b ≥ 0.
• tzv. Cobb-Douglasova produk£ní funkce

Q = A ·Ka · Lb,

kde a, b, A ≥ 0.

D·leºitými veli£inami z této oblasti jsou pr·m¥rný/mezní produkt práce nebo kapitálu.
Pr·m¥rný produkt práce APL p°edstavuje pom¥r výstupu Q na jednotku práce L. Obdobn¥
pr·m¥rný produkt kapitálu APK p°edstavuje pom¥r výstupu Q na jednotku kapitálu K.

APL =
Q

L
, APK =

Q

K

Mezní produkt práce MPL je zm¥na celkového produktu Q v d·sledku zm¥ny práce L o jed-
notku za p°edpokladu konstantního mnoºství ostatních vstup· (kapitál). Rovn¥º mezní
produkt kapitálu MPK je zm¥na celkového produktu Q v d·sledku zm¥ny kapitálu K
o jednotku za p°edpokladu konstantního mnoºství ostatních vstup· (práce).

MPL =
∂Q

∂L
, MPK =

∂Q

∂K

Analogií indiferen£ních k°ivek z teorie uºitku jsou tzv. izokvanty . Izokvanta nám gra�cky
znázor¬uje kombinaci mnoºství K a L, které dávají stejnou velikost výstupu Q, viz obrázek
4.3. Izokvanty mají stejné vlastnosti jako indiferen£ní k°ivky.
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Obrázek 4.3. Izokvanty

Tzv. mezní mírou technické substituce (ozna£ujeme MRTS) nazýváme sm¥rnici te£ny
izokvanty v absolutní hodnot¥ a vypo£teme ji dle vzorc·

MRTS =

∣∣∣∣dKdL
∣∣∣∣

MRTS =
MPL
MPK

Obdobn¥ jako v teorii spot°ebitele, kde jsme omezeni mnoºstvím d·chodu, zde jsme lim-
itováni �nan£ními prost°edky, které m·ºeme na nákup výrobních faktor· (práce a kapitálu)
vynaloºit, jinými slovy celkovými náklady TC. Tyto náklady získáme dle vzorce

TC = w · L+ r ·K,
kde w ≥ 0 je cena jednotky práce (mzda, plat apod.) a r ≥ 0 je cena jednotka kapitálu
(nájemné apod.). Tato p°ímka stejných náklad· se nazývá izokosta a p°edstavuje v²echny
kombinace práce a kapitálu, které mohou být po°ízeny za dané celkové náklady. Vyjád°íme-
li z této rovnic K, získáme

K = −w
r
L+ TC.

Nákladové optimum, £ili bod [K∗, L∗] (optimální kombinace kapitálu a práce), který
nám p°i daných celkových nákladech poskytne maximální výstup Q, nebo téº p°i daném
výstupu Q minimální náklady, je znázorn¥no na obrázku 4.4.

Vidíme, ºe nákladové optimum odpovídá bodu, kde je izokosta te£nou izokvant¥. Jinými
slovy mezní míra technické substituce MRTS se rovná sm¥rnici izokosty v absolutní hod-
not¥ w

r
. Zformulujeme nákladové optimum

MRTS =
w

r
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Obrázek 4.4. Nákladové optimum

P°íklad 4.5. Je dána dlouhodobá produk£ní funkce podniku Q = 4KL. Mzdová sazba
w je na úrovni 100 K£ za hodinu a nájemné r z pouºitého kapitálu je 50 K£ za hodinu.
Zjist¥te

(a) minimální náklady na výrobu 800 jednotek výstupu za hodinu,
(b) maximální výstup za hodinu, je-li podnik omezen celkovými náklady 1000 K£ za

hodinu.
�e²ení.

(a) Zformulujeme si rovnici stejných náklad·.

TC = w · L+ r ·K = 100L+ 50K

Sm¥rnice izokosty v absolutní hodnot¥ je
w

r
=

100

50
Dále hledáme MRTS. Víme, ºe výstup má být 800 jednotek. Tudíº ho dosadíme
do produk£ní funkce a vyjád°íme K.

Q = 4KL
800 = 4KL
K = 200

L

MRTS nalezneme podle vzorce MRTS =
∣∣dK
dL

∣∣.
MRTS =

∣∣∣∣−200

L2

∣∣∣∣ =
200

L2

Pouºijeme nákladové optimum MRTS = w
r
a nalezneme L∗.

MRTS = w
r

200
L2 = 100

50
2L2 = 200
L∗1,2 = ±10
L∗ = 10
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Nalezené L∗ (záporné hodnoty nemají ekonomický význam) dosadíme do vztahu
K = 200

L
a získáme K∗.

K =
200

10
K∗ = 20

Zbývá nám vypo£ítat, jaké jsou minimální náklady. Vyuºijeme vzorce TC = w ·
L+ r ·K.

TCmin(K∗, L∗) = w · L∗ + r ·K∗ = 100 · 10 + 50 · 20 = 1000 + 1000 = 2000

Zjistili jsme, ºe p°i objemu výstupu 800 jednotek budeme vyráb¥t p°i minimálních
nákladech 2000 K£ za hodinu z optimálního mnoºství kapitálu 20 jednotek a práce
10 jednotek.

(b) Nejd°íve si vyjád°íme MRTS dle vzorce MRTS = MPL

MPK
.

MPL =
∂Q

∂L
=
∂(4KL)

∂L
= 4K

MPK =
∂Q

∂K
=
∂(4KL)

∂K
= 4L

MRTS =
4K

4L
=
K

L
Pouºijeme nákladové optimum MRTS = w

r
a vyjád°íme K.

K
L

= w
r

K
L

= 100
50

K
L

= 2
K = 2L

Získané informace dosadíme do rovnice stejných náklad· a dostaneme L∗.

TC = w · L+ r ·K
1000 = 100 · L+ 50 · 2L
1000 = 100L+ 100L
200L = 1000
L∗ = 5

Výslednou hodnotu L∗ = 5 dosadíme do vztahu K = 2L a získáme K∗.

K∗ = 2 · 5 = 10

Nakonec nám zbývá vypo£ítat maximální výstup za hodinu. Vyuºijeme vzorce
Q = 4KL.

Qmax(K
∗, L∗) = 4 ·K∗ · L∗ = 4 · 10 · 5 = 200

Zjistili jsme, ºe p°i minimálních nákladech 1000 K£ za hodinu budeme p°i opti-
málním mnoºství kapitálu 10 jednotek a práce 5 jednotek vyráb¥t 200 jednotek
za hodinu.
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Poslední £ást této kapitoly se zabývá tzv. výnosy z rozsahu. Výnosy z rozsahu p°ed-
stavují vztah mezi proporcionální zm¥nou vstup· a jí vyvolanou zm¥nou výstupu.
Máme t°i typy výnos· z rozsahu.

• Konstantní výnosy z rozsahu m·ºeme popsat tím, ºe r·st objemu vstup·
o "x"procent zp·sobí r·st výstupu o "x"procent.
• Rostoucí výnosy z rozsahu popí²eme tak, ºe r·st objemu vstup· o "x"procent
zp·sobí r·st výstupu o více neº "x"procent.
• Klesající výnosy z rozsahu m·ºeme popsat tak, ºe r·st objemu vstup· o "x"procent
zp·sobí r·st výstupu o mén¥ neº "x"procent.

Uvedli jsme si dva typy produk£ní funkce, a to lineární a tzv. Cobb-Douglasovu pro-
duk£ní funkci. Výnosy z rozsahu u lineární produk£ní funkce jsou vºdy konstantní. Pro
Cobb-Douglasovu produk£ní funkci platí následující pravidla:

• pokud a+ b = 1, potom jsou výnosy z rozsahu konstantní;
• pokud a+ b > 1, potom jsou výnosy z rozsahu rostoucí;
• pokud a+ b < 1, potom jsou výnosy z rozsahu klesající.

V krátkém období platí tzv. zákon klesajících mezních výnos·. Ve výrobním procesu
jsou p°idávány stále stejné p°ír·stky variabilního vstupu (ostatní vstupy nem¥nné), pak od
ur£itého bodu p°ír·stky celkového produktu klesají, tedy mezní produkt práce MPL klesá.

P°íklady k procvi£ení 4.3

(1) Je dána krátkodobá produk£ní funkce Q = 288L+ 60L2 − 4L3.
(a) Zapi²te p°edpis funkce mezního produktu práceMPL a pr·m¥rného produktu

práce APL.
(b) Vypo£ítejte úrove¬ mezního produktu práce a pr·m¥rného produktu práce,

zapojíme-li 2 jednotky práce.
(c) P°i jakém objemu variabilního vstupu se za£nou projevovat klesající výnosy

z rozsahu?
(2) Je dána dlouhodobá produk£ní funkce Q = 6K2L. Ur£ete hodnotu mezní míry

technické substituce, pokud podnik pouºívá 5 jednotek kapitálu a 3 jednotky práce.
(3) Je dána dlouhodobá produk£ní funkce podniku Q = 5KL2. Mzdová sazba w je na

úrovni 150 K£ za hodinu a nájemné r z pouºitého kapitálu je 30 K£ za hodinu.
Zjist¥te
(a) minimální náklady na výrobu 600 jednotek výstupu za hodinu,
(b) maximální výstup za hodinu, je-li podnik omezen celkovými náklady 700 K£

za hodinu.
(4) Jsou dány následující produk£ní funkce.

(a) Q = 3L0,3K0,6

(b) Q = 3K + 5L
(c) Q = 0, 5K3L2

Ur£ete typ produk£ní funkce a jejich charakter výnos· z rozsahu.
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Kontrolní otázky 4.3

(1) Vysv¥tlete, co je to produk£ní funkce.
(2) V £em se li²í krátkodobá a dlouhodobá produk£ní funkce?
(3) Vyjmenujte dva typy dlouhodobé produk£ní funkce.
(4) Co je to mezní/pr·m¥rný produkt práce/kapitálu?
(5) Vysv¥tlete, co jsou to izokvanty a izokosta. Nakreslete obrázek.
(6) Jak byste vysv¥tlili pojem mezní míra technické substituce? Uve¤te vzorce pro

její výpo£et?
(7) Vysv¥tlete, co je to nákladové optimum.
(8) Co rozumíme pod pojmem výnosy z rozsahu a jaké máme typy výnos· z rozsahu?
(9) Jak poznáme výnosy z rozsahu u lineární a také u Cobb-Douglasovy produk£ní

funkce?
(10) Vysv¥tlete zákon klesajících mezních výnos·.

Problém k zamy²lení 4.3

Promyslete, zda m·ºeme pouºít v n¥kterých p°ípadech pro hledání nákladového optima
metodu Lagrangeových multiplikátor·, pop°. reduk£ní metodu, a ve kterých. Pokud ano,
zkuste si tímto výpo£tem ov¥°it n¥který p°íklad hledání nákladového optima v teorii výrob-
ních faktor·.



Matematika v Makroekonomii



KAPITOLA 5

Makroekonomické funkce

Kapitola zam¥°ena na makroekonomické funkce je odli²ná od p°edchozího zkoumání
funkcí mikroekonomických. P°edn¥ jsou zde makroekonomické funkce chápany "pouze"jako
prost°edek popisu n¥jaké makroekonomické veli£iny. Funkce zde nemají ºádnou základní
úlohu sami o sob¥, ale jsou spí²e ur£eny pro dal²í pouºití nap°. p°i zkoumání agregátní
makroekonomické rovnováhy. Rovn¥º je t°eba chápat tyto funkce z hlediska "makro"úrovn¥,
tzn. z hlediska zkoumáním ekonomického systému jako celku. Nezabýváme se nap°íklad
jednotlivými díl£ími trhy statk· a sluºeb, kde p·sobí jedna konkrétní �rma, ale zkoumáme
celý (agregátní) trh (v²ech) statk· a sluºeb napojený na dal²í trhy, nap°. trh pen¥z apod.
Z t¥chto d·vod· a také proto, ºe v¥t²ina t¥chto funkcí má monotónní charakter, ani není
vhodné a nemá velký smysl hledat nap°. maximum n¥jaké takové makroekonomické funkce.

Nejd°íve se budeme zabývat funkci spot°ební a úsporovou, dále funkcí investi£ní a s ním
spojenou akumulací kapitálu. Tyto funkce jsou sou£ástí (celkového) trhu statk· a sluºeb.
Na záv¥r kapitoly se zam¥°íme na (celkový) trh pen¥z, respektive �nan£ních aktiv, a tedy
na funkci poptávky po pen¥zích a nabídky pen¥z. Jak jist¥ víte, v ekonomii existují i dal²í
trhy, nap°. trh práce, nebo trh výrobních faktor·. Nicmén¥ t¥mito dal²ími oblastmi se v
této cvi£ebnici zabývat nebudeme.

5.1. Funkce spot°ební a úsporová

Klí£ová slova: spot°ební funkce, úsporová funkce, d·chod, mezní sklon
ke spot°eb¥, autonomní spot°eba, mezní sklon k úsporám, autonomní ús-
pory, bod zvratu

Spot°ebu a úspory nebudeme v na²em zkoumání odd¥lovat. Jsou to "spojené nádoby".
Známe-li spot°ebu, dokáºeme ur£it úspory a naopak. Proto je i spot°ební a úsporové funkci
vyhrazena jedna spole£ná kapitola.

Spot°ební funkce popisuje závislost spot°eby na d·chodu (mnoºství pen¥z, které mají
v²ichni spot°ebitelé ur£eny na spot°ebu). Spot°ebu zna£íme písmenem C (z anglického
consumption) a d·chod zna£íme Y (z anglického income). Budeme p°edpokládat lineární
charakter spot°ební funkce, tedy

C(Y ) = c · Y + Ca,

kde Ca ≥ 0 je tzv. autonomní spot°eba, coº je minimální spot°eba (vºdy, i kdyº nemáme
ºádný d·chod musíme n¥co jíst), a c je tzv. mezní sklon ke spot°eb¥, pro n¥jº platí c ∈ (0, 1)

52
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a

c =
dC(Y )

dY
.

Úsporová funkce p°edstavuje závislost mezi úspory S (z anglického saving) a d·chodem
Y , tedy S = S(Y ). Zmínili jsme, ºe spot°eba a úspory spolu úzce souvisí. Máme n¥jaký
d·chod Y a platí, ºe co nespot°ebujeme na nákup n¥jakých statk· nebo sluºeb, to uspo°íme.
Popsáno matematicky

S(Y ) = Y − C(Y ).

Pouºijeme-li lineární vztah pro spot°ební funkci, pak dostaneme

S(Y ) = Y − (c · Y + Ca) = Y − c · Y − Ca = (1− c) · Y − Ca = s · Y + Sa,

kde Sa = −Ca ≤ 0 jsou tzv. autonomní úspory (nemáme-li nic, nem·ºeme nic spo°it,
naopak si musíme p·j£it na autonomní spot°ebu, tudíº autonomní úspory jsou de facto
dluh) a s je tzv. mezní sklon k úsporám, pro který platí s ∈ (0, 1) a

s =
dS(Y )

dY
.

Pozorný £tená° si jist¥ v²iml, ºe spot°ební a úsporová funkce jsou rostoucími funkcemi
d·chodu, coº plyne z ekonomického významu. �ím více máme d·chodu, tím více m·ºeme
spot°ebovávat nebo spo°it.

Na obrázku 5.1 vidíme lineární spot°ební a úsporovou funkci a jejich vzájemný vztah.

Obrázek 5.1. Lineární spot°ební a úsporová funkce

Bod B je tzv. bod zvratu (z angli£tiny break point). Do bodu B spot°ebováváme více neº
máme d·chod, musíme si na základní spot°ebu p·j£it. Od bodu B spot°ebováváme mén¥
neº máme d·chod, p°ebytek d·chodu dáváme na úspory. Vidíme, ºe bod zvratu je pr·se£ík
k°ivky Y a k°ivky spot°ební funkce C(Y ). Je tedy realizován tehdy, kdyº se spot°eba p°esn¥
rovná d·chodu, tedy Y = C(Y ).
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P°íklad 5.1. V ekonomice byly zm¥°eny následující hodnoty d·chodu a spot°eby, viz
tabulka 5.1. Za p°edpokladu linearity t¥chto funkcí a na základ¥ uvedených údaj· ur£ete
p°edpis spot°ební a úsporové funkce. Výpo£ty ov¥°te pro v²echny moºnosti výpo£tu.

D·chod Spot°eba
2000 1980
2500 2380
2700 2540
2800 2620

Tabulka 5.1. Nam¥°ené hodnoty d·chodu a spot°eby v p°íklad¥ 5.1

�e²ení.
Nejprve ze zadaných údaj· zjistíme mezní sklon ke spot°eb¥. Víme, ºe c = dC

DY
. Pro nespo-

jité hodnoty platí analogický vzorec

c =
4C
4Y

=
C(Y2)− C(Y1)

Y2 − Y1

Pouºijeme vzorec pro první dv¥ hodnoty d·chodu a spot°eby z tabulky.

c =
2380− 1980

2500− 2000
=

400

500
= 0, 8

Ov¥°íme hodnotu c pro dal²í hodnoty z tabulky.

c =
2540− 2380

2700− 2500
=

160

200
= 0, 8

c =
2620− 2540

2800− 2700
=

80

100
= 0, 8

Zformulujeme si úsporovou funkci.

C(Y ) = 0, 8Y + Ca

Hledáme Ca. Dosadíme do p°edpisu pro úsporovou funkci první hodnotu d·chodu a spot°eby
z tabulky.

1980 = Ca + 0, 8 · 2000
1980 = Ca + 1600
Ca = 380

Ov¥°íme hodnotu Ca pro ostatní hodnoty z tabulky.

2380 = Ca + 0, 8 · 2500 2540 = Ca + 0, 8 · 2700 2620 = Ca + 0, 8 · 2800
2380 = Ca + 2000 2540 = Ca + 2160 2600 = Ca + 2240
Ca = 380 Ca = 380 Ca = 380
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Spot°ební funkce tedy je
C(Y ) = 0, 8Y + 380

Nyní nalezneme pomocí spot°ební funkce funkci úsporovou dle vzorce S(Y ) = Y − C(Y ).

S(Y ) = Y − (0, 8Y + 380) = Y − 0, 8Y − 380 = 0, 2Y − 380

Na²li p°edpis pro spot°ební funkci C(Y ) = 0, 8Y + 380 a úsporovou funkci
S(Y ) = 0, 2Y − 380.

P°íklady k procvi£ení 5.1

(1) Je dána lineární spot°ební funkce C = 300 + 0, 7Y .
(a) Ur£ete objem autonomní spot°eby a mezní sklon ke spot°eb¥. Spo£ítejte

úrove¬ d·chodu, který realizuje bod zvratu. Situaci znázorn¥te rovn¥º gra�cky.
(b) Ze spot°ební funkce odvo¤te funkci úsporovou. Ur£ete objem autonomních

úspor a mezní sklon k úsporám. Situaci znázorn¥te rovn¥º gra�cky.
(2) V ekonomice byly zm¥°eny následující hodnoty d·chodu a spot°eby, viz tab-

ulka 5.2. Za p°edpokladu linearity t¥chto funkcí a na základ¥ uvedených údaj·
ur£ete p°edpis spot°ební a úsporové funkce. Výpo£ty ov¥°te pro v²echny moºnosti
výpo£tu. Situaci znázorn¥te gra�cky.

D·chod Spot°eba
3055 2700
3555 3000
3755 3120
5255 4020

Tabulka 5.2. Nam¥°ené hodnoty Y a C v p°íkladu k procvi£ení 5.1 (2)

Kontrolní otázky 5.1

(1) Vysv¥tlete, co je to spot°ební a úsporová funkce. Popi²te jejich vzájemný vztah.
(2) Co je to autonomní spot°eba a autonomní úspory? Jaký je mezi nimi vztah?
(3) Co je to mezní sklon ke spot°eb¥ a mezní sklon k úsporám? Jaký je mezi nimi

vztah?
(4) Co rozumíme v makroekonomii pod pojmem d·chod?
(5) Jak byste vysv¥tlili pojem bod zvratu v kontextu spot°ební a úsporové funkce?

Problém k zamy²lení 5.1

Promyslete si r·zné (i hypotetické) tvary (ne lineární) spot°ební funkce a z toho vyplývající
tvary funkce úsporové. Analýzu t¥chto funkcí prove¤te po£etn¥ i gra�cky.
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5.2. Investi£ní funkce a akumulace kapitálu

Klí£ová slova: investi£ní funkce, úroková míra, autonomní investice,
citlivost investic na úrokovou míru, toková a stavová veli£ina, akumulace
kapitálu, investi£ní tok, kapitálový tok

Investice a s nimi související pojem kapitálu jsou velmi významnou a studovanou veli£i-
nou. Budeme je zkoumat ze dvou úhl· pohled·. Nejd°íve jako investi£ní funkci, která je
závislá na jiných ekonomických veli£inách (nap°. na úrokové mí°e). Druhým p°ístupem
bude sledování vývoje investic a rovn¥º kapitálu v £ase. Jak si ukáºeme, investice a kapitál
jsou dv¥ma stranami téºe mince.

Investi£ní funkce popisuje závislost investic na dal²ích veli£inách jako jsou úroková míra,
agregátní d·chod nebo kapitál. Investice zna£íme písmenem I (z anglického investment),
kapitál písmenem K (z anglického capital) a úrokovou míru písmenem i (z anglického
interest rate). Matematický zápis investi£ní funkce tedy je I = I(i, Y,K). My budeme
pro jednoduchost p°edpokládat lineární charakter této funkce a závislost pouze na úrokové
mí°e, tudíº investi£ní funkce má tvar

I(i) = Ia − b · i,
kde Ia > 0 jsou tzv. autonomní investice (investice nezávislé na mnoºství d·chodu) a b > 0
je tzv. citlivost investic na úrokovou míru, pro níº platí

b =
dI

di
.

Vidíme, ºe investi£ní funkce je klesající funkcí úrokové míry, viz obrázek 5.2. �ím vy²²í
úroková míra, tím mén¥ investujeme.

Obrázek 5.2. Investi£ní funkce

Veli£iny m·ºeme chápat dv¥ma zp·soby - jako veli£iny tokové nebo stavové.
• Velikost tokové veli£iny je m¥°ena za n¥jaké £asové období. Toková veli£ina je
popisována funkcí £asu t.
• Pokud chápeme veli£inu jako stavovou, pak m¥°íme její ur£ité fyzické mnoºství
existující v daném £asovém okamºiku, tedy funk£ní hodnotu.
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P°íkladem tokové veli£iny je tzv. kapitálový tok K(t) (tok kapitálu v £ase) nebo in-
vesti£ní tok I(t) (tok investic v £ase). Konkrétní hodnota kapitálu K(t0) v ur£itém £asovém
okamºiku t0 je p°íkladem stavové veli£iny.

Dále se budeme zabývat pojmem akumulace kapitálu. Velikost akumulovaného kapitálu
je dán rozdílem dvou funk£ních hodnot kapitálového toku. Musí být ur£eno za jaké období
chceme velikost akumulovaného kapitálu m¥°it. Pokud budeme m¥°it akumulovaný kapitál
v £asovém období od £asu t1 do £asu t2 (logicky t1 < t2, protoºe se jedná o £as), pak
m·ºeme velikost akumulovaného kapitálu vypo£ítat dle vzorce

4K = K(t2)−K(t1).

V praxi ov²em neznáme kapitálový tok, ale spí²e tok investi£ní. Investi£ní tok I(t)
m·ºeme chápat jako zm¥nu kapitálového toku v £ase. Jinými slovy je kapitálový tok K(t)
primitivní funkcí toku investi£ního I(t), tedy

I(t) =
dK

dt
,

z £ehoº nám vyplývá vztah

K(t) =

∫
I(t)dt.

Pak velikost akumulovaného kapitálu m¥°eného v £asovém období od £asového okamºiku
t1 do okamºiku t2 je dán ur£itým integrálem∫ t2

t1

I(t)dt = [K(t)]t2t1 = K(t2)−K(t1) = 4K.

P°íklad 5.2. Je dána funkce investi£ního toku I(t) = 6t
1
5 .

(a) Ur£ete funkci kapitálového toku za p°edpokladu po£áte£ní hodnoty kapitálového
toku K(0) = 2.

(b) Ur£ete velikost akumulovaného kapitálu za £asové období od t1 = 0 do t2 = 1.
(c) Ov¥°te správnost ur£ení funkce kapitálového toku zp¥tným p°evodem na tok in-

vesti£ní.
(d) Gra�cky znázorn¥te velikost akumulovaného kapitálu pomocí grafu investi£ního

toku a rovn¥º kapitálového toku.

�e²ení.

(a) Pouºijeme vzorec K(t) =
∫
I(t)dt pro nalezení funkce kapitálového toku.

K(t) =

∫
I(t)dt =

∫
6t

1
5dt = 6

∫
t
1
5dt = 6

t
6
5

6
5

+ c = 6
5

6
t
6
5 + c = 5t

6
5 + c

Konkrétní hodnotu integra£ní konstanty c ∈ R dostaneme dosazením K(0) = 2 do
získaného p°edpisu. Tedy 5 · 0 6

5 + c = 2, z £ehoº plyne c = 2. Funkce kapitálového
toku je K(t) = 5t

6
5 + 2.
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(b) Ur£íme velikost akumulovaného kapitálu dle vzorce 4K =
∫ t2
t1
I(t)dt.

4K =

∫ 1

0

6t
1
5dt = [5t

6
5 ]10 = 5− 0 = 5

M·ºeme velikost akumulovaného kapitálu vypo£ítat také dle vzorce4K = K(t2)−
K(t1).

4K = K(1)−K(0) = (5 · 1
6
5 + 2)− (5 · 0

6
5 + 2) = 5 + 2− 2 = 5

(c) Nyní ov¥°íme správnost ur£ení funkce kapitálového toku zp¥tným p°evodem na
tok investi£ní dle I(t) = dK(t)

dt
.

I(t) ==
d(5t

6
5 + 2)

dt
= 5 · 6

5
· t

1
5 = 6t

1
5

(d) Znázorníme velikost akumulovaného kapitálu pomocí grafu investi£ního toku na
obrázku 5.3.

Obrázek 5.3. Graf funkce invest. toku a velikost akum. kapitálu v p°. 5.2

Pomocí grafu investi£ního toku zobrazujeme velikost akumulovaného kapitálu jako
obsah plochy pod grafem mezi t = 0 a t = 1 (ur£itý integrál).
Znázorníme velikost akumulovaného kapitálu pomocí grafu kapitálového toku na
obrázku 5.4.
Pomocí grafu kapitálového toku zobrazujeme velikost akumulovaného kapitálu jako
rozdíl funk£ních hodnot K(1)−K(0).
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Obrázek 5.4. Graf funkce kapit. toku a velikost akum. kapitálu v p°. 5.2

P°íklady k procvi£ení 5.2

(1) Je dána lineární investi£ní funkce I(i) = 375− 25i.
(a) Ur£ete objem autonomních investic a citlivost investic na úrokovou míru.

Nakreslete graf investi£ní funkce.
(b) Gra�cky znázorn¥te, jak se zm¥ní graf investi£ní funkce, kdyº se citlivost

investic na úrokovou míru sníºí na 15.
(c) Gra�cky znázorn¥te, jak se zm¥ní graf investi£ní funkce (oproti p·vodnímu),

kdyº se autonomní investice sníºí na 300.
(2) Je dána funkce kapitálového toku K(t) = 3t5 + t3 + 2. Ur£ete velikost akumulo-

vaného kapitálu za £asové období od t1 = 1 do t2 = 2. Situaci znázorn¥te gra�cky.
(3) Je dána funkce investi£ního toku I(t) = 7t3 + 3t2.

(a) Ur£ete funkci kapitálového toku za p°edpokladu po£áte£ní hodnoty kapitálového
toku K(0) = 31.

(b) Ur£ete velikost akumulovaného kapitálu za £asové období od t1 = 0 do t2 = 1.
(c) Ov¥°te správnost ur£ení funkce kapitálového toku zp¥tným p°evodem na tok

investi£ní.
(d) Gra�cky znázorn¥te velikost akumulovaného kapitálu pomocí grafu investi£ního

toku a rovn¥º kapitálového toku.

Kontrolní otázky 5.2

(1) Vysv¥tlete pojmy investi£ní funkce, autonomní investice a citlivost investic na
úrokovou míru.

(2) Jak se li²í tokové a stavové veli£iny? Uve¤te p°íklad.
(3) Co je to investi£ní a kapitálový tok?
(4) Co znamená pojem akumulace kapitálu a jak ji m·ºeme spo£ítat?
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Problém k zamy²lení 5.2

Promyslete si ekonomickou interpretaci pr·b¥hu investi£ní funkce - je klesající v závislosti
na úrokové mí°e. Jinými slovy se zkuste zamyslet nad tím, pro£ je pr·b¥h této funkce práv¥
takový (z ekonomického pohledu)?

5.3. Funkce poptávky po pen¥zích a nabídky pen¥z

Klí£ová slova: funkce poptávky po pen¥zích, citlivost poptávky po
pen¥zích na d·chod, citlivost poptávky po pen¥zích na úrokovou míru,
exogenní nabídka pen¥z, endogenní nabídka pen¥z

V této krátké kapitole se p°eneseme na trh pen¥z. Zam¥°íme se na dv¥ základní veli£iny
na tomto trhu a to na funkci poptávky po pen¥zích a nabídky pen¥z.

Funkce poptávky po pen¥zích popisuje závislost poptávky po pen¥zích na dvou prom¥n-
ných, a to na d·chodu Y a úrokové mí°e i. Poptávku po pen¥zích zna£íme písmenem L.
Funkci poptávky po pen¥zích m·ºeme tudíº zapsat L = L(Y, i). Budeme dále p°edpokládat
linearitu této funkce, tedy

L(Y, i) = kY − hi,
kde k > 0 p°edstavuje citlivost poptávky po pen¥zích na d·chod , pro níº platí

k =
∂L(Y, i)

∂Y

a h > 0 potom citlivost poptávky po pen¥zích na úrokovou míru, pro níº platí

h =
∂L(Y, i)

∂i
.

Existují dva p°ístupy k nabídce pen¥z - endogenní a exogenní.
• Exogenní nabídka pen¥z je reprezentována ur£itým mnoºstvím pen¥z v ob¥hu
°ízeným centrální bankou.
• V endogenním p°ístupu k nabídce pen¥z se °íká, ºe peníze jsou v ekonomice gen-
erovány tzv. úv¥rovou kreací.

My se ve svém zkoumání p°ikloníme k exogennímu p°ístupu. Nabídka pen¥z je potom
ur£ena n¥jakou konstantou M > 0 p°edstavující mnoºství pen¥z v ekonomice.

P°íklad 5.3. Je dána lineární funkce poptávky po pen¥zích L(Y, i) = 2Y − 30i.
Mnoºství pen¥z v ekonomice je 350 miliard K£.

(a) Ur£ete citlivost poptávky po pen¥zích na d·chod a citlivost poptávky po pen¥zích
na úrokovou míru.

(b) Za p°edpokladu rovnováhy na trhu pen¥z a úrokové míry na úrovni 5% ur£ete
úrove¬ d·chodu.

�e²ení.
(a) Citlivost poptávky po pen¥zích na d·chod je k = 2 a citlivost poptávky po

pen¥zích úrokovou míru je h = 30.
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(b) P°edpokládáme rovnováhu na trhu pen¥z, tudíº musíme porovnat nabídku po
pen¥zích s poptávkou po pen¥zích L(Y, i) = M .

2Y − 30i = 350

Dále dosadíme do tohoto vztahu hodnotu úrokové míry i = 5%.

2Y − 30 · 5 = 350
2Y − 150 = 350

2Y = 500
Y = 250

Úrove¬ agregátního d·chodu je 250 miliard K£.

P°íklady k procvi£ení 5.3

(1) Je dána lineární funkce poptávky po pen¥zích L(Y, i) = 4Y − 37i. Mnoºství pen¥z
v ekonomice je 444 k miliard K£.
(a) Ur£ete citlivost poptávky po pen¥zích na d·chod a citlivost poptávky po

pen¥zích na úrokovou míru.
(b) Za p°edpokladu rovnováhy na trhu pen¥z a d·chodu na úrovni 222 miliard

K£ ur£ete úrove¬ úrokové míry.
(2) Je dána lineární funkce poptávky po pen¥zích L(Y, i) = 5Y − 21i. Mnoºství pen¥z

v ekonomice je 321 miliard K£.
(a) Ur£ete citlivost poptávky po pen¥zích na d·chod a citlivost poptávky po

pen¥zích na úrokovou míru.
(b) Za p°edpokladu rovnováhy na trhu pen¥z a úrokové míry na úrovni 9% ur£ete

úrove¬ d·chodu.

Kontrolní otázky 5.3

(1) Vysv¥tlete pojmy funkce poptávky po pen¥zích, citlivost poptávky po pen¥zích na
d·chod, citlivost poptávky po pen¥zích na úrokovou míru.

(2) Jaký je rozdíl mezi exogenní a endogenní nabídkou pen¥z?
(3) �ím je v ekonomice reprezentována exogenní nabídka pen¥z?

Problém k zamy²lení 5.3

Promyslete si, jak v ekonomice funguje endogenní nabídka pen¥z, jakým zp·sobem peníze v
ekonomice p°i endogenní nabídce mohou vznikat apod. M·ºete se inspirovat literaturou [17].



KAPITOLA 6

Multiplikátor a d·chodová analýza

Multiplikátor a d·chodová analýza, na první pohled dv¥ odli²ná témata, která jsou
v²ak pouze jiným pohledem na tutéº problematiku. Zkusíme si vysv¥tlit, o co tedy jde.
Mohlo by se zdát, ºe o kolik výdaj· (investice) více do ekonomiky "nasypeme", o tolik
se nám zvý²í produkt (d·chod), resp. HDP (HNP). Ov²em není tomu p°esn¥ tak. Pravda
je, ºe výsledný produkt bude o n¥co vy²²í. D·vodem je tzv. multiplika£ní efekt (ú£inek).
Multiplikátor je tudíº £íslo, zpravidla v¥t²í neº jedna, kterým musíme vynásobit výdaje,
abychom dostali výslednou úrove¬ produktu. Tento princip platí i obrácen¥, p°i sniºování
výdaj·. Zam¥°íme-li se hlavn¥ na toto "£íslo", pak se zabýváme multiplikátorem. Bude-
li nás více zajímat rovnováºná úrove¬ d·chodu a jeho zm¥na zp·sobená zm¥nou t¥chto
výdaj·, pak provádíme d·chodovou analýzu.

Kapitola je rozd¥lena do dvou £ástí. První se zabývá statickým multiplikátorem, tedy
multiplikátorem, kdy se d·chod v £ase nem¥ní. Dal²í £ást je zam¥°ena na dynamický model
multiplikátoru, kde se p°edpokládá zm¥na d·chodu v £ase a p°edpokládají se r·zné typy
zpoºd¥ní.

Pro lep²í orientaci a pochopení dvou podkapitol si zde v této úvodní £ásti je²t¥ vysv¥tlíme,
jak d·chod v ekonomice "proudí", £ili tzv. kolob¥h d·chodu v ekonomice. Dále si uvedeme
a popí²eme r·zné typy zpoºd¥ní vznikající v ekonomice. Rovn¥º si osv¥tlíme, pro£ m·ºeme
n¥kdy ztotoº¬ovat pojmy produktu, d·chodu a HDP (resp. HNP).

Klí£ová slova: kolob¥h d·chodu v ekonomice, Robertsonovské zpoºd¥ní,
Lundbergovské zpoºd¥ní, národní d·chod, národní produkt, nezamý²lené
úspory, nezamý²lené investice

Princip kolob¥hu d·chodu v ekonomice z hlediska "mikro"úrovn¥ je následující.

(1) D·chod Y dává vzniknout poptávce D (máme-li za co, m·ºeme n¥co poptávat,
resp. nakupovat), vyplývá to z o£ekávání výdaj· z d·chodu domácnostmi, státem,
�rmami.

(2) Poptávka D dává vznik produkci Q (nabízející cht¥jí uspokojit poptávku, tudíº
vyrábí), její velikost je dána sumou statk· a sluºeb vyprodukovaných �rmami k
uspokojení poptávky.

(3) Z výnosu produkce Q dostávají podíl výrobní faktory (pracovní síla, kapitál atd.),
který tvo°í d·chod Y .

62
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Obrázek 6.1. Kolob¥h d·chodu a zpoºd¥ní v ekonomice z "mikro"pohledu

Na obrázku 6.1 vidíme, jak d·chod Y v ekonomice "proudí"a "p°etvá°í se"na poptávku
D, pak na produkci Q a zp¥t na d·chod Y . Sm¥r toku je znázorn¥n ²ipkami. Rovn¥º jsou
na obrázku znázorn¥ny moºná zpoºd¥ní vyskytující se v ekonomice.

(1) Tzv. Robertsonovské zpoºd¥ní je zpoºd¥ní mezi d·chodem a jeho vydáním, tedy
poptávkou, tzn. poptávkaD se zpoº¤uje za d·chodem Y . Jedná se o £asové období
mezi p°íjmem d·chodu p°es o£ekávání výdaj· po skute£né nákupy. Vzniká na
základ¥ o£ekávání domácností a jiných vydavatel· d·chodu.

(2) Tzv. Lundbergovské zpoºd¥ní je zpoºd¥ní mezi poptávkou D a produkcí Q, tedy
mezi vydáním d·chodu a výrobou, tzn. produkce Q se zpoº¤uje za poptávkou D.
Jedná se o £asové období pot°ebné k p°em¥n¥ poptávky v novou produkci. Vzniká
na základ¥ o£ekávání podnikatel·.

(3) Posledním zpoºd¥ním m·ºe být zpoºd¥ní mezi p°íjmy podnikatel· z produkce Q
a platbou výrobním faktor·m (práce, kapitál atd.) ve form¥ d·chodu Y . Toto
zpoºd¥ní není d·leºité a £asto se p°edpokládá, ºe neexistuje, proto n¥kdy v na²ích
modelech podle pot°eby zam¥¬ujeme nebo ztotoº¬ujeme pojmy d·chodu a pro-
dukce.

Prakticky tedy máme dv¥ veli£iny - poptávku D a d·chod Y . P°i existenci jakéhokoliv
zpoºd¥ní, mají v kaºdém okamºiku tyto veli£iny rozdílné hodnoty.

Kolob¥h d·chodu z pohledu národohospodá°ské, resp. "makro"úrovn¥ je zobrazen na
obrázku 6.2. Místo poptávky D je zde agregátní (celková) poptávka AD, místo d·chodu
Y pak tzv. národní d·chod NI a místo produkce Q pak národní produkt, neboli hrubý
domácí (národní) produkt HDP (HNP). Agregátní (celková) poptávka p°edstavuje národní
výdaje, tedy sumu v²ech nákup· statk· a sluºeb. Národní d·chod je úhrn v²ech d·chod·
a národní produkt pak úhrnná produkce v²ech druh· statk· a sluºeb.
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Obrázek 6.2. Kolob¥h d·chodu a zpoºd¥ní v ekonomice z "makro"pohledu

Protoºe v²echny tyto t°i veli£iny jsou m¥°eny za n¥jaké £asové období (nej£ast¥ji za
rok), jsou si v kaºdém takovém období rovny (plyne z jejich de�nice). Robertsonovské
a Lundbergovské zpoºd¥ní se pak projevuje jiným zp·sobem. Robertsonovské zpoºd¥ní se
projevuje tzv. nezamý²lenými úsporami , tedy úsporami, které nebyly plánovány, a Lund-
begovské zpoºd¥ní se pak projevuje jako tzv. nezamý²lené investice, tedy investice, které
nebyly plánovány. Nezamý²lené úspory a investice mohou být i negativního charakteru.

Vidíme, ºe m·ºeme pojmy d·chodu, produkce i HDP (HNP) ztotoº¬ovat, resp. za-
m¥¬ovat dle pot°eby a situace dané nap°. konkrétní ekonomickou interpretací. Vºdy ale
musíme znát ekonomickou podstatu, abychom tyto pojmy nezam¥nili i v p°ípad¥, kdy to
moºné není.

Kontrolní otázky 6.0

(1) Popi²te vlastními slovy kolob¥h d·chodu v ekonomice z pohledu "mikro"úrovn¥.
(2) Popi²te vlastními slovy kolob¥h d·chodu v ekonomice z pohledu "makro"úrovn¥.
(3) Popi²te r·zná zpoºd¥ní v ekonomice a vysv¥tlete, jak vznikají. �ím se projevují

tyto zpoºd¥ní z pohledu "mikro"a £ím z pohledu "makro"úrovn¥?
(4) Pro£ m·ºeme v n¥kterých modelech ztotoº¬ovat, resp. zam¥¬ovat pojmy produkce,

d·chodu a HDP (HNP)?
Jak se spo£ítá rovnováºná úrove¬ d·chodu, jak vypadají modely d·chodové analýzy,

resp. multiplikátoru v p°ípad¥ existence i neexistence n¥jakého zpoºd¥ní je sou£ástí dal²ích
dvou díl£ích podkapitol.
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6.1. Statický multiplikátor a d·chodová analýza

Klí£ová slova: multiplikátor, autonomní výdaje, indukované výdaje,
dvousektorová, t°ísektorová a £ty°sektorová ekonomika, uzav°ená a otev°ená
ekonomika, spot°eba, investice, jednoduchý výdajový multiplikátor, disponi-
bilní d·chod, dan¥, transfery, da¬ová sazba, vládní výdaje, jednoduchý
výdajový multiplikátor s da¬ovou sazbou, vývozy, dovozy, mezní sklon k
dovozu, £isté vývozy, jednoduchý multiplikátor otev°ené ekonomiky

Problematika multiplikátoru se týká celkového trhu statk· a sluºeb.Multiplikátor chápeme
jako £íslo, kterým musíme vynásobit zm¥nu celkových výdaj·, abychom dostali výslednou
zm¥nu celkového produktu (d·chodu). Celkové výdaje d¥líme na dva typy - autonomní
a indukované.

• Autonomní výdaje jsou výdaje nezávislé na d·chodu.
• Indukované výdaje jsou výdaje odvozené, vyvolané d·chodem.

Existuje dvou-, t°í- a £ty°sektorový model multiplikátoru, jejichº cílem je rovnováha na
celkovém trhu statk· a sluºeb a zvy²ování ºivotní úrovn¥.

• V dvousektorové ekonomice existují pouze dva druhy subjekt· - domácnosti a
�rmy (podniky).
• V t°ísektorové ekonomice p·sobí t°i druhy subjekt· - domácnosti, �rmy a vláda.
�ili t°ísektorová ekonomika je ekonomika dvousektorová navíc s vládní aktivitou.
• Ve £ty°sektorové ekonomice jsou £ty°i typy ekonomické aktivity - aktivity domác-
ností, �rem, vlády a zahrani£ní obchod. �ili £ty°sektorová ekonomika je ekonomika
t°ísektorová navíc se zahrani£ním obchodem.

První dv¥ ekonomiky (bez zahrani£ního obchodu) nazýváme téº uzav°enými ekonomikami .
�ty°sektorová ekonomika bývá rovn¥º nazývána otev°enou ekonomikou (kv·li zahrani£nímu
obchodu).

Rovnováha na trhu statk· a sluºeb je dána rovností agregátní (celkové) poptávky AD
a agregátní (celkové) nabídky AS. V t¥chto modelech multiplikátoru se standardn¥ p°ed-
pokládá (a i my budeme toto p°edpokládat) poptávková orientace, tzn. ºe nabídka se pln¥
p°izp·sobuje poptávce. Z tohoto p°edpokladu vyplývá, ºe agregátní nabídka musí pokrýt
celou poptávanou produkci, tj. ºe celý agregátní d·chod Y poptávajících jde na tuto pro-
dukci. M·ºeme tedy psát

AS = Y.

Agregátní poptávka je dána r·znými výdaji (domácností, �rem, vlády, obchodník· v zahrani£ním
obchodu) a li²í se dle typu ekonomiky (dvou-, t°í- £ty°sektor).

Ve dvousektorové ekonomice je tato agregátní poptávka dána spot°ebou C, která reprezen-
tuje sektor domácností, a investicemi I, které reprezentují sektor �rem (podnik·), tudíº

AD = C + I.

Dosadíme-li do tohoto vztahu lineární vztah pro spot°ební funkci C(Y ) = cY + Ca (kde
c ∈ (0, 1) je mezní sklon ke spot°eb¥ a Ca je autonomní spot°eba) a p°edpokládáme-li
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investice "pouze"autonomní Ia (zatím neuvaºujeme investice indukované úrokovou mírou,
jak tomu bylo v kapitole 5.2, protoºe se zatím zabýváme pouze trhem statk· a sluºeb,
nikoliv nap°. trhem pen¥ºním), pak je agregátní poptávka dána rovnicí

AD = cY + Ca + Ia.

Porovnáme agregátní nabídku s agregátní poptávkou a vyjád°íme Y , £ímº získáme rovnováº-
nou úrove¬ d·chodu Y ∗.

Y = cY + Ca + Ia
Y − cY = Ca + Ia

Y ∗ = 1
1−c(Ca + Ia)

Provedeme ozna£ení

α =
1

1− c
a tento výraz nazveme jednoduchým výdajovým multiplikátorem a dále ozna£íme

A = Ca + Ia

a tento výraz souhrnn¥ nazýváme autonomními výdaji. P°edchozí vztah pak vypadá násle-
dovn¥

Y ∗ = α · A.
Z toho, ºe c ∈ (0, 1), vyplývá

α > 1.

Nyní si matematicky znázorníme multiplika£ní ú£inek. Zm¥níme-li autonomní výdaje 4A,
pak se nám agregátní d·chod zm¥ní α · 4A (vyplývá ze vzorce Y = α · A), tedy platí

4Y = α · 4A.

P°íklad 6.1. Ve dvousektorové ekonomice byly zji²t¥ny údaje o celkové spot°eb¥, in-
vesticích a úrovni d·chodu (HDP, HNP) uvedené v následující tabulce 6.1 (v mld. pen¥ºních
jednotek).

Úrove¬ d·chodu Úrove¬ spot°eby Úrove¬ investic
3200 2800 200
2900 2600 200
2600 2400 200
2300 2200 200
2000 2000 200

Tabulka 6.1. Zadané úrovn¥ spot°eby, investic a d·chodu v p°íklad¥ 6.1

(a) Dopl¬te tabulku o sloupec, kde budou uvedené úrovn¥ celkových výdaj·, a vyz-
na£te v tabulce tendenci trhu statk· a sluºeb k dosahování rovnováºné úrovn¥.

(b) Po zm¥n¥ úrovn¥ investic na 400 mld. pen¥ºních jednotek ur£ete, o kolik se zm¥ní
agregátní d·chod Y . Je rozdíl v d·chodu v¥t²í £i men²í neº zm¥na investic?
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(c) O kolik klesne agregátní d·chod, kdyº klesnou investice z 200 na 100 mld. pen¥ºních
jednotek?

�e²ení.
(a) Doplníme tabulku o sloupec celkových výdaj·, coº je sou£et úrovn¥ investic a

spot°eby, viz následující tabulka 6.2.

Úrove¬ d·chodu Úrove¬ spot°eby Úrove¬ investic Celkové výdaje
3200 2800 200 3000
2900 2600 200 2800
2600 2400 200 2600

2300 2200 200 2400
2000 2000 200 2200

Tabulka 6.2. Dopln¥na tabulka o sloupec celkových výdaj· v p°íklad¥ 6.1

Trh je v rovnováze p°i údajích uvedených v t°etím °ádku tabulky, úrove¬ d·chodu
se rovná celkovým výdaj·m.

(b) Abychom dokázali ur£it zm¥nu d·chodu v závislosti na uvedené zm¥n¥ investic,
musíme nejd°ív spo£ítat multiplikátor. Pouºijeme vzorec α = 1

1−c pro dvousek-
torovou ekonomiku, proto pot°ebujeme nejd°íve najít hodnotu mezního sklonu ke
spot°eb¥ c.

c =
4C
4Y

=
200

300
=

2

3
Nyní vypo£ítáme multiplikátor.

α =
1

1− 2
3

= 3

Zm¥na investic je 4I = 400−200 = 200 a spot°eba z·stala na stejné úrovni, tedy
zm¥na autonomních výdaj· je 4A = 4I = 200. Spo£ítáme zm¥nu d·chodu.

4Y = α4 A = 3 · 200 = 600

D·chod se v d·sledku zvý²ení investic o 200 mld. pen¥ºních jednotek zvý²il o 600
mld. pen¥ºních jednotek. Zvý²ení d·chodu je v¥t²í neº zvý²ení investic.

(c) Jestliºe se investice sníºí z 200 na 100 v mld. pen¥ºních jednotek, pak je zm¥na
investic 4I = −100. Spot°eba se nezm¥nila, a tedy zm¥na celkových výdaj· je
4A = 4I = −100. Spo£ítáme zm¥nu d·chodu.

4Y = α4 A = 3 · (−100) = −300

D·chod se v d·sledku sníºení investic o 100 mld. pen¥ºních jednotek sníºil o 300
mld. pen¥ºních jednotek.

Situace v t°ísektorové ekonomice je trochu sloºit¥j²í. Krom¥ t°etího sektoru (vládní
aktivity), které v modelu navíc uvaºujeme, nesmíme zapomenout na tzv. disponibilní d·-
chod YD, který mají k dispozici poptávající. Ten se od agregátního d·chodu Y li²í o
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poplatky, které musí poptávající zaplatit státu (dan¥), nebo které od státu získají (trans-
fery). Disponibilní d·chod YD je agregátní d·chod Y sníºen o dan¥ TA (z anglického taxes)
a zvý²en o transfery TR (z anglického transfer), coº jsou nap°. sociální dávky, starobní
d·chod, podpora v nezam¥stnanosti atd., vyjád°eno matematicky

YD = Y − TA+ TR.

P°edpokládáme, ºe dan¥ jsou lineární rostoucí funkcí d·chodu (£ím vy²²í d·chod, tím
vy²²í dan¥) TA = tY +TAa, kde t p°edstavuje da¬ovou sazbu a TAa autonomní dan¥. Dále
p°edpokládáme "pouze"autonomní transfery TRa, tedy nezávislé na d·chodu. Disponibilní
d·chod je pak

YD = Y − tY − TAa + TRa.

Agregátní poptávka je dána stejn¥ jako v dvousektorovém modelu spot°ebou C, autonom-
ními investicemi Ia a navíc (autonomními) vládními výdaji Ga (z anglického government).
Poptávající, resp. spot°ebitelé, mají k dispozici uvád¥ný disponibilní d·chod YD, tedy máme
lineární spot°ební funkci C(YD) = cYD + Ca. Potom agregátní poptávka je

AD = C(YD) + Ia +Ga

AD = cYD + Ca + Ia +Ga

AD = c(Y − tY − TAa + TRa) + Ca + Ia +Ga

AD = c(1− t)Y + c(TRa − TAa) + Ca + Ia +Ga

Dále porovnáme agregátní nabídku AS = Y s agregátní poptávkou AD = c(1 − t)Y +
c(TRa − TAa) + Ca + Ia +Ga a vyjád°íme Y , £ímº získáme rovnováºnou úrove¬ d·chodu
Y ∗.

Y = c(1− t)Y + c(TRa − TAa) + Ca + Ia +Ga

Y − c(1− t)Y = c(TRa − TAa) + Ca + Ia +Ga

Y ∗ = 1
1−c(1−t)(c(TRa − TAa) + Ca + Ia +Ga)

Nyní ozna£íme

ᾱ =
1

1− c(1− t)
a tento výraz nazýváme jednoduchým výdajovým multiplikátorem s da¬ovou sazbou. Zbytek z rovnice
jsou autonomní výdaje a zna£íme je

Ā = c(TRa − TAa) + Ca + Ia +Ga.

P°edchozí vztah pak vypadá následovn¥

Y ∗ = ᾱ · Ā.

Ze vzorce tohoto multiplikátoru vyplývá, ºe

ᾱ < α.

Multiplika£ní ú£inek zapí²eme obdobn¥ jako pro model multiplikátoru v dvousektorové
ekonomice,

4Y = ᾱ · 4Ā.
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P°íklad 6.2. V uzav°ené t°ísektorové ekonomice je sektor domácností reprezentován
autonomní spot°ebou, která je na úrovni Ca = 300 mld. K£, a mezním sklonem ke spot°eb¥,
který je c = 0, 8. Sektor �rem je reprezentován autonomními investicemi, které jsou na
úrovni Ia = 400 mld. K£, a vládní sektor vykazuje tyto aktivity - autonomní dan¥ na
úrovni TAa = 100 mld. K£, autonomní transfery na úrovni TRa = 125 mld. K£, da¬ová
sazba na úrovni t = 0, 25 a vládní výdaje na úrovni Ga = 328 mld. K£.

(a) Jaká je úrove¬ rovnováºného d·chodu?
(b) Jaká je úrove¬ celkových daní?
(c) Jaká je úrove¬ disponibilního d·chodu?
(d) Jaká je úrove¬ celkové spot°eby?
(e) Jak se zm¥ní agregátní d·chod (HDP, HNP), kdyº vláda sníºí autonomní dan¥

na 95 mld. K£ (p°i jinak stejných údajích?
�e²ení.

(a) Pro výpo£et rovnováºného d·chodu vyuºijeme vzorce Y = ᾱ·Ā, Nejd°íve spo£ítáme
multiplikátor.

ᾱ =
1

1− c(1− t)
=

1

1− 0, 8(1− 0, 25)
= 2, 5

Dále vypo£ítáme autonomní výdaje.

Ā = c(TRa − TAa) + Ca + Ia +Ga

Ā = 0, 8(125− 100) + 300 + 400 + 328 = 1048

Celkový d·chod pak je

Y = ᾱ · Ā = 2, 5 · 1048 = 2620

Úrove¬ rovnováºného d·chodu je 2620 mld. K£.
(b) Celkové dan¥ vypo£ítáme dle vzorce TA = tY + TAa.

TA = 0, 25 · 2620 + 100 = 755

Úrove¬ celkových daní je 755 mld. K£
(c) Disponibilní d·chod získáme dle vzorce YD = Y −TA+TR. Celkové dan¥ TA jsme

vypo£ítali v p°edchozím bodu a transfery jsou "pouze"autonomní TRa = 125.

YD = Y − TA+ TRa = 2620− 755 + 125 = 1990

Úrove¬ disponibilního d·chodu je 1990 mld. K£.
(d) Celkovou spot°ebu spo£ítáme dle C(YD) = cYD + Ca.

C(1990) = 0, 8 · 1990 + 300 = 1892

Celková spot°eba je 1892 mld. K£.
(e) Zm¥na autonomních daní 4TAa = −5. Zm¥nu agregátního d·chodu vypo£ítáme

dle 4Y = ᾱ 4 Ā. Abychom mohli zjistit zm¥nu autonomních výdaj·, musíme
se podívat, jaké sloºky autonomní výdaje obsahují, a které z nich se zm¥nili.
Autonomní výdaje jsou Ā = c(TRa−TAa) +Ca + Ia +Ga a jejich zm¥nu zjistíme
podle vzorce 4Ā = c(4TRa −4TAa) +4Ca +4Ia +4Ga. Vzhledem k tomu,
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ºe se zm¥nili pouze autonomní dan¥, pak zm¥na celkových autonomních výdaj·
je 4Ā = c(−4 TAa).

4Ā = 0.8 · (−(−5)) = 4

Potom zm¥na celkového d·chodu je

4Y = ᾱ4 Ā = 2, 5 · 4 = 10

P°i sníºení autonomních daní na 95 mld. K£ se agregátní d·chod zvý²í o 10 mld.
K£, £ili na 2630 mld. K£.

Ve £ty°sektorové ekonomice k p°edchozím sektor·m a veli£inám p°ibývá navíc sektor
zahrani£ního obchod, resp. vývozy a dovozy . Vývozy zna£íme písmenem X (z anglického
eXports) a p°edpokládáme je pouze autonomníXa. Dovozy potom zna£ímeM (z anglického
iMports) a p°edpokládáme, ºe jsou lineární rostoucí funkcí d·chodu (£ím vy²²í d·chod,
tím vy²²í dovoz) M(Y ) = mY + Ma, kde m je tzv. mezní sklon k dovozu, pro který platí
m ∈ (0, 1) a Ma autonomní dovozy. Veli£inu, kterou budeme do na²eho £ty°sektorového
modelu za°azovat, jsou tzv. £isté vývozy , zna£íme NX (z anglického net eXports), coº je
rozdíl vývozu a dovozu, tedy

NX = X −M.

Agregátní poptávka je potom dána

AD = C(YD) + Ia +Ga +NX
AD = C(YD) + Ia +Ga +X −M
AD = c(1− t)Y + c(TRa − TAa) + Ca + Ia +Ga +Xa −mY −Ma

AD = c(1− t)Y −mY + c(TRa − TAa) + Ca + Ia +Ga +Xa −Ma

Dále porovnáme agregátní nabídku, pro kterou platí AS = Y , s agregátní poptávkou, pro
kterou platí AD = (c(1− t)−m)Y + c(TRa − TAa) + Ca + Ia +Ga +Xa −Ma.

Y = (c(1− t)−m)Y + c(TRa − TAa) + Ca + Ia +Ga +Xa −Ma

Vyjád°íme Y , £ímº získáme rovnováºnou úrove¬ d·chodu Y ∗.

Y − c(1− t)Y +mY = c(TRa − TAa) + Ca + Ia +Ga +Xa −Ma

Y ∗ =
1

1− c(1− t) +m
· (c(TRa − TAa) + Ca + Ia +Ga +Xa −Ma)

Dále ozna£íme
¯̄α =

1

1− c(1− t) +m

a tento výraz nazýváme jednoduchým multiplikátorem otev°ené ekonomiky . Zbytek ze získaného
vztahu jsou autonomní výdaje a zna£íme je

¯̄A = c(TRa − TAa) + Ca + Ia +Ga +Xa −Ma.

P°edchozí rovnice pak vypadá následovn¥

Y ∗ = ¯̄α · ¯̄A.
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Ze vzorce tohoto multiplikátoru vyplývá, ºe
¯̄α < ᾱ < α.

Multiplika£ní ú£inek zapí²eme obdobn¥ jako pro dvousektorovou nebo t°ísektorvou ekonomiku,

4Y = ¯̄α · 4 ¯̄A.

P°íklad 6.3. �ty°sektorová ekonomika je charakterizována následujícími údaji - mezní
sklon ke spot°eb¥ c = 0, 6; mezní sklon k dovozu m = 0, 1 a da¬ová sazba t = 0, 3. Jak se
zm¥ní £isté vývozy NX v d·sledku zvý²ení vládních výdaj· Ga o 100 mld. K£?
�e²ení.
Protoºe £isté vývozy vypo£ítáme dle vzorce NX = Xa −Ma −mY , zm¥ní se v d·sledku
zm¥ny d·chodu4Y , zm¥ny autonomních vývoz·4Xa a zm¥ny autonomních dovoz·4Ma.
V na²em p°ípad¥ p°i zm¥n¥ vládních výdaj· se zm¥ní pouze d·chod, ostatní z·stanou
nezm¥n¥ny. Tedy zm¥nu £istých vývoz· vypo£ítáme dle vzorce4NX = 4Xa−4Ma−m4
Y , kde4Xa = 0 a4Ma = 0. Pak zm¥na £istého vývozu bude zji²t¥na dle4NX = −m4Y .
Musíme vypo£ítat zm¥nu d·chodu 4Y = ¯̄α · 4 ¯̄A. Nejd°íve spo£ítáme multiplikátor.

¯̄α =
1

1− c(1− t) +m
=

1

1− 0, 6(1− 0, 3) + 0, 1
= 1, 47

Dále najdeme zm¥nu autonomních výdaj·.

4 ¯̄A = c(4TRa −4TAa) +4Ca +4Ia +4Ga +4Xa −4Ma

4 ¯̄A = 0, 6(0− 0) + 0 + 0 + 100 + 0− 0 = 100

Zm¥na d·chodu je potom

4Y = ¯̄α · 4 ¯̄A = 1, 47 · 100 = 147

Nakonec vypo£ítáme zm¥nu £istých vývoz· dle 4NX = −m4 Y

4NX = −0, 1 · 147 = −14, 7

�isté vývozyNX se v d·sledku zvý²ení vládních výdaj·Ga o 100 mld. K£ sníºí o 14,7 mld. K£.

P°íklady k procvi£ení 6.1

(1) Vypo£ítejte jednoduchý výdajový multiplikátor pro hodnoty mezního sklonu ke
spot°eb¥:
(a) c = 0, 75;
(b) c = 0, 9;
(c) c = 0, 679.

(2) Vypo£ítejte jednoduchý výdajový multiplikátor s da¬ovou sazbou pro hodnoty
mezního sklonu ke spot°eb¥ a da¬ové sazby:
(a) c = 0, 75 a t = 0, 2;
(b) c = 0, 9 a t = 0, 15;
(c) c = 0, 679 a t = 0, 32.

(3) Vypo£ítejte jednoduchý multiplikátor otev°ené ekonomiky pro hodnoty mezního
sklonu ke spot°eb¥, da¬ové sazby a mezního sklonu k dovozu:
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(a) c = 0, 75; t = 0, 2 a m = 0, 15;
(b) c = 0, 9; t = 0, 15 a m = 0, 5;
(c) c = 0, 679; t = 0, 32 a m = 0, 17.

(4) Ve dvousektorové ekonomice byly zji²t¥ny údaje o celkové spot°eb¥, investicích a
úrovni d·chodu (HDP, HNP) uvedené v následující tabulce 6.3 (v mld. pen¥ºních
jednotek).

Úrove¬ d·chodu Úrove¬ spot°eby Úrove¬ investic
4200 3800 350
4000 3650 350
3800 3500 350
3600 3350 350
3400 3200 350

Tabulka 6.3. Zadané úrovn¥ Y , C a I v p°íklad¥ k procvi£ení 6.1 (4)

(a) Dopl¬te tabulku o sloupec, kde budou uvedené úrovn¥ celkových výdaj·, a
vyzna£te v tabulce tendenci trhu statk· a sluºeb k dosahování rovnováºné
úrovn¥.

(b) Po zm¥n¥ úrovn¥ investic na 200 mld. pen¥ºních jednotek ur£ete, o kolik se
zm¥ní agregátní d·chod Y . Je rozdíl v d·chodu v¥t²í £i men²í neº zm¥na
investic?

(c) O kolik vzroste agregátní d·chod, vzrostou-li investice z 350 na 400 mld.
pen¥ºních jednotek?

(5) V uzav°ené t°ísektorové ekonomice je sektor domácností reprezentován autonomní
spot°ebou, která je na úrovni Ca = 550 mld. K£, a mezním sklonem ke spot°eb¥,
který je c = 0, 75. Sektor �rem je reprezentován autonomními investicemi, které
jsou na úrovni Ia = 670 mld. K£, a vládní sektor vykazuje tyto aktivity - autonomní
dan¥ na úrovni TAa = 350 mld. K£, autonomní transfery na úrovni TRa = 625
mld. K£, da¬ová sazba na úrovni t = 0, 4 a vládní výdaje na úrovni Ga = 456 mld.
K£.
(a) Jaká je úrove¬ rovnováºného d·chodu, disponibilního d·chodu, celkové spot°eby

a celkových daní?
(b) Jak se zm¥ní rovnováºný d·chod (HDP, HNP), kdyº vláda sníºí autonomní

dan¥ na 275 mld. K£ (p°i jinak stejných údajích)? V d·sledku toho, jak se
zm¥ní celkové dan¥, celková spot°eba a disponibilní d·chod?

(c) Jak se zm¥ní (oproti p·vodnímu) rovnováºný d·chod (HDP, HNP), kdyº
vláda sníºí da¬ovou sazbu na t = 0, 3 (p°i jinak stejných údajích)? V d·sledku
toho, jak se zm¥ní celkové dan¥, celková spot°eba a disponibilní d·chod?

(d) Jak se zm¥ní (oproti p·vodnímu) rovnováºný d·chod (HDP, HNP), kdyº
vláda zvý²í transfery na 650 mld. K£ (p°i jinak stejných údajích)? V d·sledku
toho, jak se zm¥ní celkové dan¥, celková spot°eba a disponibilní d·chod?
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(e) Jak se zm¥ní (oproti p·vodnímu) rovnováºný d·chod (HDP, HNP), kdyº
vláda zvý²í (autonomní) vládní výdaje na 500 mld. K£ (p°i jinak stejných
údajích)? V d·sledku toho, jak se zm¥ní celkové dan¥, celková spot°eba a
disponibilní d·chod?

(f) Jak se zm¥ní (oproti p·vodnímu) rovnováºný d·chod (HDP, HNP), kdyº se
zvý²í investice na 700 mld. K£ (p°i jinak stejných údajích)? V d·sledku toho,
jak se zm¥ní celkové dan¥, celková spot°eba a disponibilní d·chod?

(g) Pokud prob¥hnou v²echny vý²e uvedené zm¥ny najednou, jaký to bude mít
dopad na rovnováºný d·chod (HDP, HNP)?

(6) V otev°ené £ty°sektorové ekonomice je sektor domácností reprezentován autonomní
spot°ebou, která je na úrovni Ca = 550 mld. K£, a mezním sklonem ke spot°eb¥,
který je c = 0, 75. Sektor �rem je reprezentován autonomními investicemi, které
jsou na úrovni Ia = 670 mld. K£, a vládní sektor vykazuje tyto aktivity - au-
tonomní dan¥ na úrovni TAa = 350 mld. K£, autonomní transfery na úrovni
TRa = 625 mld. K£, da¬ová sazba na úrovni t = 0, 4 a vládní výdaje na úrovni
Ga = 456 mld. K£. Nakonec sektor zahrani£ního obchodu reprezentují vývozy na
úrovni Xa = 643 mld. K£, autonomní dovozy na úrovni Ma = 457 a mezní sklon
k dovozu m = 0, 2.
(a) Jaká je úrove¬ rovnováºného d·chodu, disponibilního d·chodu, celkové spot°eby,

celkových daní a £istého vývozu?
(b) Jak se zm¥ní rovnováºný d·chod (HDP, HNP), kdyº vláda sníºí autonomní

dan¥ na 275 mld. K£ (p°i jinak stejných údajích)? V d·sledku toho, jak se
zm¥ní £istý vývoz?

(c) Jak se zm¥ní (oproti p·vodnímu) rovnováºný d·chod (HDP, HNP), kdyº
vláda sníºí da¬ovou sazbu na t = 0, 3 (p°i jinak stejných údajích)? V d·sledku
toho, jak se zm¥ní £istý vývoz?

(d) Jak se zm¥ní (oproti p·vodnímu) rovnováºný d·chod (HDP, HNP), kdyº
vláda zvý²í transfery na 650 mld. K£ (p°i jinak stejných údajích)? V d·sledku
toho, jak se zm¥ní £istý vývoz?

(e) Jak se zm¥ní (oproti p·vodnímu) rovnováºný d·chod (HDP, HNP), kdyº
vláda zvý²í (autonomní) vládní výdaje na 500 mld. K£ (p°i jinak stejných
údajích)? V d·sledku toho, jak se zm¥ní £istý vývoz?

(f) Jak se zm¥ní (oproti p·vodnímu) rovnováºný d·chod (HDP, HNP), kdyº se
zvý²í investice na 700 mld. K£ (p°i jinak stejných údajích)? V d·sledku toho,
jak se zm¥ní £istý vývoz?

(g) Jak se zm¥ní (oproti p·vodnímu) rovnováºný d·chod (HDP, HNP), kdyº v
d·sledku zvý²ení zahrani£ního produktu se zvý²í vývozy o 57 mld. K£ (p°i
jinak stejných údajích)? V d·sledku toho, jak se zm¥ní £istý vývoz?

(h) Jak se zm¥ní (oproti p·vodnímu) rovnováºný d·chod (HDP, HNP), kdyº v
d·sledku zvý²ení m¥nového kurzu koruny se sníºí autonomní dovozy o 57 mld.
K£ (p°i jinak stejných údajích)? V d·sledku toho, jak se zm¥ní £istý vývoz?

(i) Pokud prob¥hnou v²echny vý²e uvedené zm¥ny najednou, jaký to bude mít
dopad na rovnováºný d·chod (HDP, HNP)?
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Kontrolní otázky 6.1

(1) Vlastními slovy vysv¥tlete, co je to multiplikátor.
(2) V £em je rozdíl mezi autonomními a indukovanými výdaji?
(3) Jaké máme typy ekonomik? V £em se li²í? A co znamená pojem otev°ené a uza-

v°ené ekonomiky?
(4) Co modelují tyto modely multiplikátor·?
(5) Odvo¤te vzorec pro výpo£et rovnováºné úrovn¥ d·chodu v dvou-, t°í- i £ty° sek-

torové ekonomice.
(6) Jaký je vzájemný vztah jednoduchého výdajového multiplikátoru, jednoduchého

výdajového multiplikátoru s da¬ovou sazbou a jednoduchého multiplikátoru otev°ené
ekonomiky?

(7) Matematicky popi²te multiplika£ní ú£inek v dvou-, t°í- i £ty°sektorové ekonomice.

Problém k zamy²lení 6.1

Pohybujeme se v t°í- nebo £ty°sektorové ekonomice. Zkuste si odvodit vzorec pro tzv.multi-
plikátor transferových plateb, tedy takové £íslo, kterým musíme vynásobit zm¥nu (autonom-
ních) transfer· (za jinak nezm¥n¥ných podmínek), abychom dostali zm¥nu rovnováºného
agregátního d·chodu. Rovn¥º si zkuste odvodit vzorec pro tzv. da¬ový multiplikátor, tedy
takové £íslo, kterým musíme vynásobit zm¥nu autonomních daní (za jinak nezm¥n¥ných
podmínek), abychom dostali zm¥nu agregátního d·chodu.

6.2. Dynamický multiplikátor a d·chodová analýza

Klí£ová slova: dynamický multiplikátor, Robertsonovské zpoºd¥ní, Lund-
bergovské zpoºd¥ní, nespojitý model dynamického multiplikátoru, spojitý
model dynamického multiplikátoru

Oproti statickému multiplikátoru, kdy nep°edpokládáme, ºe existuje n¥jaké zpoºd¥ní
(v poptávce, v produkci atd.), u modelu dynamického multiplikátoru zpoºd¥ní p°edpok-
ládáme a do modelu zahrnujeme poloºku £asu. My budeme uvaºovat dva druhy zpoºd¥ní
v ekonomice.

K tomu, abychom si zopakovali tyto druhy zpoºd¥ní, musíme si uv¥domit, jak d·chod
v ekonomice "proudí".

• D·chod Y dává vzniknout poptávce AD (mám-li za co, mohu n¥co poptávat, resp.
kupovat).
• Agregátní poptávka AD dává vznik produkci Q (nabízející cht¥jí uspokojit pop-
távku, tudíº vyrábí).
• A nakonec z výnosu produkce Q dostávají podíl výrobní faktory (pracovní síla,
kapitál atd.), který tvo°í d·chod Y .
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Aby situace nebyla tak jednoduchá, tento tok d·chodu v ekonomice m·ºe "proudit"se
zpoºd¥ním. P°edpokládá se, ºe zpoºd¥ní mezi výnosem z produkce Q a vyplacením ho
výrobním faktor·m Y prakticky neexistuje. Pak máme zpoºd¥ní dvojího druhu.

(1) Tzv. Robertsonovské zpoºd¥ní je zpoºd¥ní mezi d·chodem a poptávkou, tzn. pop-
távka AD se zpoº¤uje za d·chodem Y .

(2) Tzv. Lundbergovské zpoºd¥ní je zpoºd¥ní mezi poptávkou AD a produkcí Q, tzn.
produkce Q se zpoº¤uje za poptávkou AD, ale protoºe zpoºd¥ní mezi Q a Y
neexistuje, pak se v podstat¥ d·chod Y zpoº¤uje za poptávkou AD.

Budeme rozli²ovat dva p°ístupy:
• nespojitý model dynamického multiplikátoru,
• spojitý model dynamického multiplikátoru.

Za£neme nespojitým p°ístupem. P°edpokládáme kv·li zjednodu²ení zpoºd¥ní pouze o
jedno období a model dvousektorové ekonomiky. Nespojitý model nás p°ivede k °e²ení
diferen£ní rovnice prvního °ádu. Uvaºujeme uvedené typy zpoºd¥ní.

(1) U Robertsonovského zpoºd¥ní se agregátní poptávka zpoº¤uje za d·chodem o
jedno období, £ili d·chod, který vstupuje do poptávkyADt prost°ednictvím spot°eby
je nap°ed o jedno období, tedy C(Yt−1). Pak agregátní poptávka je dána

ADt = C(Yt−1) + Ia = cYt−1 + Ca + Ia.

Nabídka je dána standardn¥

ASt = Yt.

Porovnáme-li nabídku s poptávkou, dostaneme diferen£ní rovnici prvního °ádu.

Yt = cYt−1 + Ca + Ia.

(2) U Lunbergovského zpoºd¥ní se d·chod zpoº¤uje za agregátní poptávkou o jedno
období, £ili agregátní poptávka je nap°ed o jedno období a je dána

ADt−1 = cYt−1 + Ca + Ia

a agregátní nabídka reprezentována d·chodem je dána

ASt = Yt.

Porovnáme-li nabídku s poptávkou, dostaneme diferen£ní rovnici prvního °ádu.

Yt = cYt−1 + Ca + Ia.

Vidíme, ºe oba typy zpoºd¥ní vedou ke stejné diferen£ní rovnici prvního °ádu, kterou °e²íme
standardním zp·sobem.

• Vy°e²íme statickou rovnováhu, tzn. zanedbáme faktor £asu.

Y = cY + Ca + Ia.

Získáme statické, nebo téº tzv. partikulární °e²ení Y ∗ (jedná se o stejné vzorce
jako u statického multiplikátoru).
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• Vy°e²íme dynamickou rovnováhu, tzn. diferen£ní nehomogenní rovnici prvního
°ádu

Yt = cYt−1 + Ca + Ia.

Získáme obecné °e²ení.
• Zahrneme po£áte£ní podmínku Y (0) = Y0 a nalezneme kone£né °e²ení na²í rovnice.

P°ipome¬me si, ºe °e²ením tohoto modelu je n¥jaká posloupnost vývoje d·chodu v £ase.

P°íklad 6.4. Dvousektorová ekonomika se zpoºd¥ním o jedno období mezi d·chodem
a poptávkou s nespojitými £asovými zm¥nami je charakterizována spot°ební funkcí C(Y ) =
0, 6Y +160 a autonomními investicemi Ia na úrovni 40 mld. K£. Po£áte£ní hodnota d·chodu
Y0 je 700 mld. K£. Ur£ete, o jaký typ zpoºd¥ní se jedná, a nalezn¥te p°edpis posloupnosti
pro vývoj d·chodu v £ase. �e²ení znázorn¥te také gra�cky.
�e²ení.
Vidíme, ºe se jedná o zpoºd¥ní mezi d·chodem a poptávkou o jedno období, tedy jde o
zpoºd¥ní Robertsonova typu.
P°i hledání p°edpisu posloupnosti pro pr·b¥h d·chodu v £ase budeme postupovat dle
uvedeného algoritmu. Nejd°íve nalezneme statickou rovnováhu, resp. partikulární °e²ení.

Y = cY + Ca + Ia
Y = 0, 6Y + 160 + 40

0, 4Y = 200
Y ∗ = 500

Nyní hledáme dynamickou rovnováhu. Porovnáváme tedy nabídku ASt = Yt s poptávkou
ADt = C(Yt−1) + Ia = cYt−1 + Ca + Ia.

Yt = cYt−1 + Ca + Ia
Yt = 0, 6Yt−1 + 160 + 40

Yt − 0, 6Yt−1 = 200

Na²li jsme nehomogenní diferen£ní rovnici prvního °ádu. Dále budeme °e²it pouze její
homogenní £ást.

Yt − 0, 6Yt−1 = 0
λ1 − 0, 6λ0 = 0

λ− 0, 6 = 0
λ = 0, 6

Obecné °e²ení je pak
Yt = k · 0, 6t + 500,

kde k ∈ R je konstanta. Nyní nalezneme hodnotu k pouºitím po£áte£ní podmínky Y0 = 700.

Y0 = 700 = k · 0, 60 + 500
700 = k + 500
k = 200

Kone£né °e²ení je pak
Yt = 200 · 0, 6t + 500.
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Nyní je £as se zamyslet nad tím, zda posloupnost konverguje k rovnováºnému d·chodu
Y ∗. Pokud t → ∞ (t = 1, 2, 3, ...), pak výraz 0, 6t → 0, a tedy Yt → Y ∗(= 500). Vidíme,
ºe °e²ení k rovnováºné úrovni d·chodu Y ∗ = 500 konverguje. Pro ilustraci si znázorníme
pr·b¥h d·chodu v £ase v následující tabulce 6.4.

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Pt 700 620 572 543,2 525,92 515,55 509,33 505,6 503,36 502,02 501,21

Tabulka 6.4. Pr·b¥h d·chodu v £ase v p°íkladu 6.4

Výslednou posloupnost Yt = 200 · 0, 6t + 500 pro t = 0 aº 10 si rovn¥º znázorníme gra�cky.

Obrázek 6.3. Graf posloupnosti Yt pro t = 0..10 - °e²ení p°íkladu 6.4

Na obrázku 6.3 je také patrná konvergence d·chodu v £ase k rovnováºnému d·chodu
Y ∗ = 500.

Vidíme, ºe d·chod v p°edchozím p°íklad¥ konverguje v £ase k rovnováºnému d·chodu.
Pozorný £tená° si jist¥ v²iml, ºe ve výsledné posloupnosti jsme umoc¬ovali mezní sklon
ke spot°eb¥ c = 0, 6 na t. Protoºe c ∈ (0, 1), m·ºeme °íct, ºe vºdy v takovémto p°ípad¥
konverguje d·chod k rovnováze.

Dále se budeme zabývat spojitým modelem dynamického multiplikátoru. Op¥t p°edpok-
ládáme dvousektorovou ekonomiku. Spojitý model nás p°ivede k °e²ení diferenciální rovnice
prvního °ádu se separovanými prom¥nnými. Robertsonovské a Lundbergovské zpoºd¥ní
vede ve spojitém p°ípad¥ také ke stejné diferenciální rovnici. Model vypadá následovn¥

dY

dt
= µ(AD(Y )− AS(Y )),
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kde µ > 0 charakterizuje rychlost reakce a 1
µ
je £asová konstanta vyjad°ující délku zpoºd¥ní.

Pro na²í dvousektorovou ekonomiku s lineárními vztahy pak výsledná diferenciální rovnice
vypadá

dY

dt
= µ(Ia + Ca + cY − Y ).

Diferenciální rovnici °e²íme standardní zp·sobem.
• Vy°e²íme statickou rovnováhu, tzn. zanedbáme faktor £asu.

0 = µ(Ia + Ca + cY − Y )

Získáme statické, nebo téº tzv. partikulární °e²ení Y ∗.
• Vy°e²íme dynamickou rovnováhu, tzn. diferenciální nehomogenní rovnici prvního
°ádu

dY

dt
= µ(Ia + Ca + cY − Y ).

Homogenní £ást rovnice °e²íme metodu separace prom¥nných. Dostaneme obecné
°e²ení.
• Zahrneme po£áte£ní podmínku Y (0) = Y0 a nalezneme kone£né °e²ení na²í rovnice.

P°ipome¬me, ºe °e²ením tohoto modelu je n¥jaká spojitá funkce vývoje d·chodu v £ase.

P°íklad 6.5. Dvousektorová ekonomika se zpoºd¥ním mezi poptávkou a produkcí se
spojitými £asovými zm¥nami je charakterizována spot°ební funkcí C(Y ) = 0, 8Y + 80
a autonomními investicemi Ia na úrovni 20 mld. K£. Po£áte£ní hodnota d·chodu Y0 je
550 mld. K£. Koe�cient rychlosti reakce je µ = 4. Ur£ete, o jaký typ zpoºd¥ní se jedná,
a nalezn¥te p°edpis spojité funkce pro vývoj d·chodu v £ase. �e²ení znázorn¥te také
gra�cky.
�e²ení.
Vidíme, ºe se jedná o zpoºd¥ní mezi poptávkou a produkcí, tedy jde o zpoºd¥ní Lundber-
gova typu.
P°i hledání p°edpisu spojité funkce pro pr·b¥h d·chodu v £ase budeme postupovat dle
uvedeného algoritmu. Nejd°íve nalezneme statickou rovnováhu, resp. partikulární °e²ení.

0 = µ(Ia + Ca + cY − Y )
0 = 4(20 + 80 + 0, 8Y − Y )
0 = 100− 0, 2Y

0, 2 = 100
Y ∗ = 500

Nyní hledáme dynamickou rovnováhu.
dY
dt

= µ(Ia + Ca + cY − Y )
dY
dt

= 4(20 + 80 + 0, 8Y − Y )
dY
dt

= 4(100− 0, 2Y )
dY
dt

= 400− 0, 8Y
dY
dt

+ 0, 8Y = 400
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Na²li jsme nehomogenní diferenciální rovnici prvního °ádu. Dále budeme °e²it pouze její
homogenní £ást metodou separace prom¥nných.

dY
dt

+ 0, 8Y = 0
dY
dt

= −0, 8Y
dY
Y

= −0, 8dt∫
dY
Y

= −
∫

0, 8dt
ln(Y ) = −0, 8t+ k̄, k̄ ∈ R
Y (t) = e−0,8t+k̄

Y (t) = e−0,8t · ek̄
Y (t) = k · e−0,8t, k = ek̄, k ∈ R

Obecné °e²ení je pak
Y (t) = k · e−0,8t + 500,

kde k ∈ R je konstanta. Nyní nalezneme hodnotu k pouºitím po£áte£ní podmínky Y (0) =
550.

Y (0) = 550 = k · e−0,8·0 + 500
550 = k + 500
k = 50

Kone£né °e²ení je pak
Y (t) = 50 · e−0,8t + 500.

Nyní je £as se zamyslet nad tím, zda posloupnost konverguje k rovnováºnému d·chodu
Y ∗. Pokud t → ∞, pak výraz e−0,8t → 0, a tedy Y (t) → Y ∗(= 500). Vidíme, ºe °e²ení k
rovnováºné úrovni d·chodu Y ∗ = 500 konverguje.
Na obrázku 6.4 si znázorníme °e²ení tohoto p°íkladu - výslednou spojitou funkci Y (t). I z
tohoto obrázku je z°ejmá konvergence °e²ení.

Obrázek 6.4. Graf spojité funkce Y (t) - °e²ení p°íkladu 6.5
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Vidíme, ºe pr·b¥h d·chodu v £ase v p°edchozím p°íklad¥ konverguje k rovnováºnému
d·chodu. Pozorný £tená° si jist¥ v²iml, ºe ve výsledné spojité funkci jsme Eulerovo £íslo
umoc¬ovali na výraz (c−1)t. Protoºe c ∈ (0, 1), pak c−1 < 0, a pak m·ºeme °íct, ºe vºdy
v takovémto p°ípad¥ konverguje d·chod k rovnováze.

P°íklady k procvi£ení 6.2

(1) Dvousektorová ekonomika se zpoºd¥ním o jedno období mezi d·chodem a pop-
távkou s nespojitými £asovými zm¥nami je charakterizována spot°ební funkcí C(Y ) =
0, 8Y + 240 a autonomními investicemi Ia na úrovni 400 mld. K£. Po£áte£ní hod-
nota d·chodu Y0 je 900 mld. K£. Ur£ete, o jaký typ zpoºd¥ní se jedná, a nalezn¥te
p°edpis posloupnosti pro vývoj d·chodu v £ase. �e²ení znázorn¥te také gra�cky.

(2) Dvousektorová ekonomika se zpoºd¥ním o jedno období mezi poptávkou a produkcí
s nespojitými £asovými zm¥nami je charakterizována spot°ební funkcí C = 0, 7Y +
270 a autonomními investicemi Ia na úrovni 150 mld. K£. Po£áte£ní hodnota
d·chodu Y0 je 1450 mld. K£. Ur£ete, o jaký typ zpoºd¥ní se jedná, a nalezn¥te
p°edpis posloupnosti pro vývoj d·chodu v £ase. �e²ení znázorn¥te také gra�cky.

(3) Dvousektorová ekonomika se zpoºd¥ním mezi d·chodem a poptávkou se spojitými
£asovými zm¥nami je charakterizována spot°ební funkcí C(Y ) = 0, 65Y + 180
a autonomními investicemi Ia na úrovni 170 mld. K£. Po£áte£ní hodnota d·chodu
Y0 je 670 mld. K£. Koe�cient rychlosti reakce je µ = 3. Ur£ete, o jaký typ zpoºd¥ní
se jedná, a nalezn¥te p°edpis spojité funkce pro vývoj d·chodu v £ase. �e²ení
znázorn¥te také gra�cky.

(4) Dvousektorová ekonomika se zpoºd¥ním mezi poptávkou a produkcí se spojitými
£asovými zm¥nami je charakterizována spot°ební funkcí C(Y ) = 0, 75Y + 450
a autonomními investicemi Ia na úrovni 820 mld. K£. Po£áte£ní hodnota d·chodu
Y0 je 5100 mld. K£. Koe�cient rychlosti reakce je µ = 5. Ur£ete, o jaký typ zpoºd¥ní
se jedná, a nalezn¥te p°edpis spojité funkce pro vývoj d·chodu v £ase. �e²ení
znázorn¥te také gra�cky.

Kontrolní otázky 6.2

(1) Vysv¥tlete, co rozumíte pod pojmem dynamický multiplikátor.
(2) Popi²te vlastními slovy, jak d·chod v ekonomice "proudí"?
(3) Jaké jsou druhy zpoºd¥ní? Jaký je mezi nimi rozdíl?
(4) Jaké jsou dva p°ístupy k modelu dynamického multiplikátoru?
(5) Popi²te agregátní poptávku a agregátní nabídku, které vstupují do nespojitého

modelu dynamického multiplikátoru. Vlastními slovy popi²te zp·sob °e²ení tohoto
modelu. Co je °e²ením tohoto modelu?

(6) Jak je to s konvergencí °e²ení k rovnováºnému d·chodu u nespojitého modelu?
(7) Popi²te agregátní poptávku a agregátní nabídku, které vstupují do spojitého mod-

elu dynamického multiplikátoru. Vlastními slovy popi²te zp·sob °e²ení tohoto
modelu. Co je °e²ením tohoto modelu?

(8) Jak je to s konvergencí °e²ení k rovnováºnému d·chodu u spojitého modelu?
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Problém k zamy²lení 6.2

Zamyslete se nad chováním d·chodu dle modelu dynamického multiplikátoru pro dvousek-
torovou ekonomiku v dlouhém a v krátkém £asovém období. Je nutné tato období rozli²o-
vat? Co si musíme uv¥domit ohledn¥ chování d·chodu v dlouhém období a co v krátkém?



KAPITOLA 7

Matematické modelování statické agregátní makroekonomické

rovnováhy

Podobn¥ jako v kapitole 6.1, kde jsme modelovali statickou rovnováhu na celkovém
trhu zboºí, nyní se vrhneme na modelování statické v²eobecné (agregátní) rovnováhy, tedy
rovnováhy na trhu statk· a sluºeb a �nan£ním trhu sou£asn¥. K tomuto ú£elu nám bude
slouºit jeden z pilí°· soudobé makroekonomie - model IS-LM. Tento model si vysv¥tlíme
a následn¥ si na n¥m ukáºeme principy �skální a monetární politiky státu.

Tento model je jiº (na ekonomii jako relativn¥ mladou v¥du) dosti starý. Model se °adí
mezi neokeynesianské modely, vznikl v roce 1937 a jeho tv·rcem je John R. Hicks, britský
ekonom, který za sv·j p°ínos ekonomické v¥d¥ obdrºel roku 1972 Nobelovu cenu. Model je
v²ak za n¥které své aspekty odborníky kritizován, mnohdy oprávn¥n¥. P°esto je stále dosti
populární a to proto, ºe je dostate£n¥ srozumitelný pro tv·rce hospodá°ských politik a dá
se pomocí n¥ho pom¥rn¥ dob°e porozum¥t logice intervencí vlády provád¥ných na úrovni
národního hospodá°ství, respektive p°í£inám a d·sledk·m vládních zásah·.

7.1. Model IS-LM

Klí£ová slova: v²eobecná makroekonomická rovnováha, Walrasova teorie
v²eobecné rovnováhy, recesní mezera výstupu, model IS, model LM, rovnice
IS, k°ivka IS, rovnice LM, k°ivka LM, model IS-LM

Jak jsme p°edznamenali, model IS-LM je pom·ckou pro pochopení proces·, kterými se
ekonomika dostává do stavu v²eobecné makroekonomické rovnováhy . Rovnováhou rozumíme
to, ºe je nabízeno práv¥ tolik, kolik je poptáváno. Dosaºení rovnováhy je v ekonomice je-
den z hlavních cíl· na²eho snaºení. V²eobecnou, nebo téº agregátní, rovnováhou rozumíme
sou£asnou rovnováhu na trhu statk· a sluºeb a na trhu pen¥z. V trhu pen¥z je "skryt"i trh
�nan£ních aktiv, který se ale v modelu neuvádí a to z d·vodu tzv. Walrasovy teorie
v²eobecné rovnováhy . Ta °íká, ºe pokud existují v ekonomice t°i rozdílné trhy a pokud
jsou dva z nich v rovnováze, pak musí být v rovnováze i t°etí z nich.

Jiº jsme mnohokrát zmi¬ovali, ºe kaºdý model je platný za ur£itých p°edpoklad·. Model
IS-LM má p°edpoklady následující:

(1) uzav°ená ekonomika - v ekonomice neuvaºujeme zahrani£ní obchod, existují tam
pouze t°i sektory (domácnosti, podniky a vláda), je to kv·li zjednodu²ení;

(2) poptávková orientace modelu - tzn. nabídka se pln¥ p°izp·sobuje poptávce;
(3) �xní cenová hladina - nedochází ke zm¥nám ceny, neexistuje in�ace nebo de�ace,

tudíº nerozli²ujeme nominální a reálné veli£iny;

82
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(4) nabídka pen¥z jako exogenní veli£ina - centrální banka kontroluje mnoºství pen¥z
v ekonomice.

Kv·li bod·m 3. a 4. padá na model vlna kritiky z d·vodu velkého odchylování od
reálné ekonomické situace. Problematiku nabídky pen¥z jsme si nastínili v kapitole 5.3.
Platnost p°edpoklad· 2. a 3. vlastn¥ znamená, ºe se nacházíme v tzv. recesní meze°e
výstupu. Nachází-li se ekonomika ve fázi recese, pak je tedy pod hranicí svých produk£ních
moºností, dokáºe pruºn¥ reagovat na poptávku a ceny se nezm¥ní. Tento princip funguje
tak, ºe zvý²í-li se poptávka, �rmy za£nou více vyráb¥t, aby poptávku uspokojili, a za£nou
tedy více spot°ebovávat výrobní faktory (práci a kapitál), a protoºe je recese a tudíº velká
nezam¥stnanost, jsou pracovníci ochotni pracovat za danou mzdu.

Modelování rovnováhy na trhu statk· a sluºeb je reprezentováno stranou IS z modelu
IS-LM a budeme jí °íkat model IS. Pojmenování plyne z ozna£ení dvou veli£in reprezentující
trh statk· a sluºeb, coº jsou investice I a úspory S. Obdobn¥ modelování rovnováhy na
trhu pen¥z je popisováno stranou LM z modelu IS-LM a ozna£ujeme ji jako model LM.
Toto pojmenování plyne z ozna£ení dvou veli£in reprezentující trh pen¥z, a to z poptávky
po pen¥zích L a z nabídky pen¥z M . Se v²emi t¥mito veli£inami a funkcemi je popisující
jsme se jiº setkali v p°edchozích kapitolách, konkrétn¥ v kapitole 5.1, 5.2 a 5.3. Uv¥domme
si na základ¥ t¥chto znalostí, ºe prom¥nnými modelu budou agregátní d·chod Y a úroková
míra i.

Nejd°íve si probereme model IS. Hledáme rovnováhu na trhu statk· a sluºeb. Rovnováha
je dána rovností poptávky po statcích a sluºbách a nabídky statk· a sluºeb. Víme, ºe
agregátní poptávka uzav°ené t°ísektorové ekonomiky je dána sou£tem

AD = C + I +G,

kde C je spot°eba, I investice a G vládní nákupy. Dále známe lineární vztah pro spot°ební
funkci C(YD) = cYD + Ca, kde YD = Y − tY − TAa + TRa, a vztah pro investi£ní funkci
I(i) = Ia − bi a p°edpokládáme vládní nákupy autonomní G = Ga. Pak po dosazení a
úpravách získáme vztah pro agregátní poptávku

AD(Y, i) = c(1− t)Y + c(TRa − TAa) + Ca + Ia +Ga − bi.
Také víme, ºe pro agregátní nabídka platí vztah

AS = Y.

Porovnáme-li agregátní poptávku s nabídkou a vyjád°íme-li agregátní d·chod Y , pak
získáme tzv. rovnici IS

Y =
1

1− c(1− t)
(c(TRa − TAa) + Ca + Ia +Ga − bi).

Provedeme-li ozna£ení stejné jako v kapitole 6.1, pak m·ºeme p°edchozí vztah psát ve tvaru

Y = ᾱ(Ā− bi),
kde ᾱ je multiplikátor a Ā jsou celkové autonomní výdaje, b citlivost investic na úrokovou
míru a i úroková míra.
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Vyjád°íme-li naopak úrokovou míru i, dostaneme vztah

i =
1

b

(
Ā− Y

ᾱ

)
=

1

b
(Ā− (1− c(1− t))Y ).

Vidíme, ºe se jedná o funkci úrokové míry i v závislosti na agregátním d·chodu Y , a protoºe
se jedná o stranu IS, budeme p°ipisovat dolní index "IS", tedy iIS(Y ). Graf této funkce je
pak tzv. k°ivka IS . Víme, ºe b > 0, Ā > 0 i ᾱ > 0, z £ehoº nám vyplývá, ºe k°ivka IS je
klesajícího charakteru.

Dále si odvodíme rovnováhu na trhu pen¥z. Tato rovnováha je dána rovností poptávky
po pen¥zích L s nabídkou pen¥z M . V tomto modelu chápeme poptávku po pen¥zích jako
poptávku po reálných pen¥ºních z·statcích (vyplývá z p°edpoklad· modelu), tedy

L =
nominální poptávka po pen¥zích

cenová úrove¬
.

Pro funkci poptávky po pen¥zích známe z kapitoly 5.3 lineární vztah

L(Y, i) = kY − hi.
Nabídku pen¥z chápeme v tomto modelu jako nabídku reálných pen¥ºních z·statk· (op¥t
vyplývá z p°edpoklad· modelu), tedy

nominální mnoºství pen¥z
cenová úrove¬

=
M

P
.

Z kapitoly 5.3 víme, ºe nabídku pen¥z chápeme jako exogenní veli£inu, tudíº konstantní
konkrétní mnoºství pen¥z v ekonomice °ízené centrální bankou. V na²em modelu pak tedy
máme

M

P
> 0.

Porovnáme-li nabídku pen¥z s poptávkou po pen¥zích a vyjád°íme-li úrokovou míru i, pak
dostaneme tzv. rovnici LM

i =
1

h

(
kY − M

P

)
,

kde k, h > 0 jsou citlivosti poptávky po pen¥zích na agregátní d·chod a úrokovou míru
a M

P
je mnoºství pen¥z v ekonomice.

Vidíme, ºe se jedná o funkci úrokové míry i v závislosti na agregátním d·chodu Y , a
protoºe se jedná o stranu LM, budeme p°ipisovat dolní index "LM", tedy iLM(Y ). Graf
této funkce je pak tzv. k°ivka LM . Víme, ºe k, h > 0 a M

P
> 0, z £ehoº nám vyplývá, ºe

k°ivka LM je rostoucího charakteru.
Kdyº uº známe a víme, jak odvodit rovnováhu na trhu statk· a sluºeb i trhu pen¥z,

m·ºeme si popsat rovnováhu na obou trzích sou£asn¥, tedy celkový model IS-LM . Pokud
za£neme s gra�ckým znázorn¥ním, pak se jedná o pr·se£ík k°ivky IS a LM. Protoºe se
jedná o lineární funkce a tudíº k°ivky IS a LM jsou p°ímky, navíc jedna rostoucí a druhá
klesající, pak tento pr·se£ík je práv¥ jeden. Tento bod p°edstavuje agregátní (v²eobecnou)
makroekonomickou rovnováhu, tedy rovnováhu na trhu statk· a sluºeb a na trhu pen¥z
sou£asn¥. Tento bod budeme zna£it [Y ∗, i∗]. Na obrázku 7.1 vidíme toto gra�cké znázorn¥ní.
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Obrázek 7.1. Model IS-LM

P°íklad 7.1. P°edpokládáme, ºe se ekonomika nachází v rovnováºném stavu. Uºitím
modelu IS-LM s tradi£n¥ sklon¥nými k°ivkami IS (klesající) a LM (rostoucí) odhadn¥te, co
se stane s rovnováºným bodem [Y ∗, i∗] (kam se posune), p°esn¥ji, jak se zm¥ní rovnováºná
úrove¬ agregátního d·chodu Y ∗ a rovnováºná úrove¬ úrokové míry i∗, jestliºe

(a) vzroste da¬ová sazba t,
(b) klesne citlivost poptávky po pen¥zích na úrokovou míru h.

Situaci rovn¥º znázorn¥te gra�cky.
�e²ení.
P°i °e²ení tohoto p°íkladu budeme uºívat následující ozna£ení:

• ²ipka nahoru ↑ p°i r·stu n¥jaké veli£iny nebo výrazu,
• ²ipka dol· ↓ p°i poklesu n¥jaké veli£iny nebo výrazu.

P°i úvahách o zm¥nách Y ∗ a i∗ vycházíme z p°edpis· pro k°ivku IS a LM

k°ivka IS: i =
1

b
(Ā− (1− c(1− t))Y ),

k°ivka LM: i =
1

h

(
kY − M

P

)
.

(a) V tomto p°ípad¥ se m¥ní pouze k°ivka IS, protoºe da¬ová sazba se vyskytuje pouze
v p°edpisu pro k°ivku IS. Takºe uvaºujeme vztah i = 1

b
(Ā − (1 − c(1 − t))Y ).

Jestliºe t ↑, pak (1− t) ↓, pak c(1− t) ↓, pak 1− c(1− t) ↑, pak −(1− c(1− t)) ↓,
tudíº (záporný) sklon k°ivky IS se sníºí a situace bude vypadat následovn¥, viz
obrázek 7.2.
Vidíme, ºe úrove¬ rovnováºného agregátního d·chodu Y ∗ i rovnováºné úrokové
míry i∗ se v d·sledku r·stu da¬ové sazby sníºila. M·ºeme si to ov¥°it tak, ºe
budeme pokra£ovat v odvozování zm¥ny Y dle vzorce Y = ᾱ(Ā − bi). Odvodili
jsme si, ºe 1 − c(1 − t) ↑, pak ᾱ = 1

1−c(1−t) ↓ a tudíº i rovnováºný d·chod Y ∗ se
sníºí. Obdobn¥ dle vzorce i = 1

h

(
kY − M

P

)
vidíme, ºe pokud klesne d·chod Y , pak

klesne i rovováºná úroková míra i∗.
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Obrázek 7.2. Zm¥na k°ivky IS vyvolaná r·stem da¬ové sazby v p°. 7.1

(b) V p°ípad¥ poklesu parametru citlivosti poptávky po pen¥zích na úrokovou míru se
m¥ní pouze k°ivka LM, protoºe citlivost poptávky na úrokovou míru se vyskytuje
pouze v p°edpisu pro k°ivku LM. Takºe uvaºujeme vztah i = 1

h

(
kY − M

P

)
. Jestliºe

h ↓, pak 1
h
↑, pak 1

h
k ↑, tudíº (kladný) sklon k°ivky LM vzroste a situace bude

vypadat následovn¥, viz obrázek 7.3.

Obrázek 7.3. Zm¥na k°ivky LM po poklesu citlivosti poptávky po pen¥zích
na úrokovou míru v p°. 7.1

Vidíme, ºe úrove¬ rovnováºného agregátního d·chodu Y ∗ se v d·sledku poklesu
citlivosti poptávky po pen¥zích na úrokovou míru sníºila a úrove¬ rovnováºné
úrokové míry i∗ zvý²ila. M·ºeme si to ov¥°it tak, ºe budeme pokra£ovat v odvo-
zování zm¥ny i dle vzorce i = 1

h

(
kY − M

P

)
. Odvodili jsme si, ºe 1

h
↑, pak 1

h

(
kY − M

P

)
↑

a tudíº i rovnováºná úroková míra i∗ se zvý²í. Obdobn¥ dle vzorce Y = ᾱ(Ā− bi)
vidíme, ºe pokud vzroste úroková míra i, pak klesne rovnováºný d·chod Y ∗.

Dote¤ jsme se zabývali spí²e gra�ckým odvozováním v²eobecné makroekonomické rovnováhy,
resp. modelu IS-LM. Není si rovnováhu na obou trzích sou£asn¥ odvodíme analyticky.
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Pokud platí tato rovnováha, musí platit následující rovnice sou£asn¥

IS: Y = ᾱ(Ā− bi),

LM: i =
1

h

(
kY − M

P

)
.

Máme tedy dv¥ algebraické rovnice o dvou neznámých, které m·ºeme prakticky v p°ík-
ladech °e²it standardním zp·sobem a získáme Y ∗ rovnováºný agregátní d·chod a i∗ rovnováº-
nou úrokovou míru.

Druhou moºností je si obecn¥ odvodit vzorce pro Y ∗ a i∗. Rovnici LM dosadíme do
rovnice IS

Y = ᾱ(Ā− b ·
kY − M

P

h
),

upravíme a získáme vzorec pro výpo£et rovnováºného agregátního d·chodu

Y ∗ = γ ·
(
Ā+

b

h

M

P

)
,

kde
γ =

ᾱ

1 + ᾱ bk
h

.

Nyní dosadíme vzorec pro Y ∗ do rovnice LM a získáme vzorec pro výpo£et rovnováºné
úrokové míry

i∗ =
k · γ ·

(
Ā+ b

h
M
P

)
− M

P

h
.

P°íklad 7.2. Uzav°ená t°ísektorová ekonomika je charakterizována následujícími údaji:
• mezní sklon ke spot°eb¥ c = 0, 8;
• autonomní spot°eba Ca = 60 mld. K£;
• autonomní investice Ia = 120 mld. K£;
• koe�cient citlivosti investic na úrokovou míru b = 15;
• vládní nákupy Ga = 150 mld. K£;
• autonomní dan¥ TAa = 10 mld. K£;
• da¬ová sazba t = 0, 2;
• koe�cient citlivosti poptávky po pen¥zích na agregátní d·chod k = 0, 5;
• koe�cient citlivosti poptávky po pen¥zích na úrokovou míru h = 22;
• mnoºství pen¥z v ekonomice M

P
= 325 mld. K£.

(a) Podle modelu IS-LM ur£ete úrove¬ rovnováºného agregátního d·chodu Y ∗ a rovnováºné
úrokové míry i∗. Jaký je rozpo£tový p°ebytek (kladný) nebo schodek (záporný),
coº je rozdíl da¬ových p°íjm· vlády a vládních výdaj·, v tomto p°ípad¥?

(b) Jak se zm¥ní rovnováºná úrove¬ agregátního d·chodu a úrokové míry, jestliºe
vládní nákupy vzrostou na 190 mld. K£? Jak se zm¥ní státní p°ebytek, resp.
schodek?
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�e²ení.
(a) Pro výpo£et rovnováºné úrovn¥ d·chodu pouºijeme odvozeného vzorce. Nejd°íve

spo£ítáme γ.

ᾱ =
1

1− c(1− t)
=

1

1− 0, 8(1− 0, 2)
=

1

0, 36
= 2, 78

γ =
ᾱ

1 + ᾱ bk
h

=
2, 78

1 + 2, 7815·0,5
22

= 1.427

Dále vypo£ítáme hodnotu autonomních výdaj· Ā.

Ā = c(TRa − TAa) + Ca + Ia +Ga = 0, 8(0− 10) + 60 + 120 + 150 = 322

Nyní m·ºeme spo£ítat Y ∗.

Y ∗ = γ ·
(
Ā+

b

h

M

P

)
= 1, 427 ·

(
322 +

15

22
· 325

)
= 775, 704

Pro výpo£et rovnováºné úrokové míry pouºijeme vzorce i = 1
h

(
kY − M

P

)
a dosadíme

za Y nalezenou hodnotu Y ∗ = 775, 704.

i =
1

h

(
kY ∗ − M

P

)
=

1

22
(0, 5 · 775, 704− 325) = 2, 87

Rovnováºná úrove¬ d·chodu je 775,704 mld. K£ a rovnováºná úroková míra je na
úrovni 2,87 %.
Vládní nákupy jsou Ga = 150 mld. K£. Dále si vypo£ítáme da¬ové p°íjmy vlády
dle vzorce TA = tY ∗ − TAa.

TA = tY ∗ + TAa = 0, 2 · 775, 704 + 10 = 165, 1408

Rozpo£tový p°ebytek je rozdíl vládních p°íjm· a výdaj·.

rozpo£tový p°ebytek = TA−GA = 165, 1408− 150 = 15, 1408

Tedy jedná se skute£n¥ o p°ebytek 15,1408 mld. K£, protoºe se pohybujeme v
kladných hodnotách.

(b) Pro výpo£et nových úrovní rovnováºného agregátního d·chodu a úrokové míry
pouºijeme první zp·sob - rovnici LM dosadíme do rovnice IS. Pro tento ú£el
pot°ebujeme nejd°íve vypo£ítat novou úrove¬ autonomních výdaj· Ā. Autonomní
výdaje se zm¥ní v závislosti na zm¥n¥ Ga (ostatní z·stalo nezm¥n¥no), tedy4A =
4Ga = 190− 150 = 40. Spo£ítáme novou úrove¬ autonomních výdaj·.

Ā = 322 +4A = 322 + 40 = 362

Nyní m·ºeme vyjád°it rovnici IS a LM.

IS: Y = ᾱ(Ā− bi) = 2, 78 · (362− 15i)

LM: i =
1

22
(0, 5Y − 325)
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Dosadíme rovnici LM do rovnice IS a vypo£ítáme novou hodnotu Y ∗.

Y = 2, 78 ·
(
362− 15 · 1

22
(0, 5Y − 325)

)
Y = 2, 78 · (362− 0, 34Y + 221, 59)
Y = 1006, 36− 0, 9452Y + 616, 02

1, 9452 · Y = 1622, 38
Y ∗ = 834, 04

Pro výpo£et rovnováºné úrokové míry pouºijeme vzorce i = 1
h

(
kY − M

P

)
a dosadíme

za Y nalezenou hodnotu Y ∗ = 834, 04.

i =
1

h

(
kY ∗ − M

P

)
=

1

22
(0, 5 · 834, 04− 325) = 4, 18

Rovnováºná úrove¬ d·chodu se zvý²ila na 834,04 mld. K£ a rovnováºná úroková
míra na 4,18 %.
Nové vládní nákupy jsou Ga = 190 mld. K£. Vypo£ítáme nové da¬ové p°íjmy vlády
dle vzorce TA = tY ∗ − TAa.

TA = tY ∗ + TAa = 0, 2 · 834, 04 + 10 = 176, 808

Rozpo£tový p°ebytek je rozdíl vládních p°íjm· a výdaj·.

rozpo£tový p°ebytek = TA−GA = 176, 808− 190 = −13, 192

Vidíme, ºe se nyní jedná o rozpo£tový schodek 13,192 mld.K£, protoºe se po-
hybujeme v záporných hodnotách. Rovn¥º si m·ºeme v²imnout, ºe by´ zvý²ení
vládních nákup· zp·sobilo r·st rovnováºného agregátního d·chodu (resp. HDP,
HNP), vznikl rozpo£tový schodek 13,192 mld. K£ (z p·vodního rozpo£tového p°e-
bytku 15,1408 mld. K£).

P°íklady k procvi£ení 7.1

(1) P°edpokládáme, ºe se ekonomika nachází v rovnováºném stavu. Uºitím modelu
IS-LM s tradi£n¥ sklon¥nými k°ivkami IS (klesající) a LM (rostoucí) odhadn¥te,
co se stane s rovnováºným bodem [Y ∗, i∗] (kam se posune), p°esn¥ji, jak se zm¥ní
rovnováºná úrove¬ agregátního d·chodu Y ∗ a rovnováºná úrove¬ úrokové míry i∗,
jestliºe
(a) poklesne da¬ová sazba t,
(b) vzroste mezní sklon ke spot°eb¥ c,
(c) poklesnou autonomní investice Ia,
(d) vzroste citlivost investic na úrokovou míru b,
(e) poklesnou autonomní dan¥ TAa,
(f) vzroste citlivost poptávky po pen¥zích na agregátní d·chod k,
(g) vzroste citlivost poptávky po pen¥zích na úrokovou míru h,
(h) poklesnou reálné pen¥ºní z·statky M

P
.

Situaci rovn¥º znázorn¥te gra�cky.
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(2) Uzav°ená t°ísektorová ekonomika je charakterizována následujícími údaji:
• mezní sklon ke spot°eb¥ c = 0, 75;
• autonomní spot°eba Ca = 70 mld. K£;
• autonomní investice Ia = 125 mld. K£;
• koe�cient citlivosti investic na úrokovou míru b = 21;
• vládní nákupy Ga = 190 mld. K£;
• autonomní dan¥ TAa = 20 mld. K£;
• autonomní transfery TRa = 30 mld. K£;
• da¬ová sazba t = 0, 25;
• koe�cient citlivosti poptávky po pen¥zích na agregátní d·chod k = 0, 7;
• koe�cient citlivosti poptávky po pen¥zích na úrokovou míru h = 33;
• mnoºství pen¥z v ekonomice M

P
= 387 mld. K£.

(a) Podle modelu IS-LM ur£ete úrove¬ rovnováºného agregátního d·chodu Y ∗

a rovnováºné úrokové míry i∗. Jaký je rozpo£tový p°ebytek (kladný) nebo
schodek (záporný), coº je rozdíl da¬ových p°íjm· vlády a vládních výdaj·, v
tomto p°ípad¥?

(b) Jak se zm¥ní rovnováºná úrove¬ agregátního d·chodu a úrokové míry, jestliºe
vládní nákupy klesnou na 170 mld. K£? Jak se zm¥ní státní p°ebytek, resp.
schodek?

(c) Jak se zm¥ní rovnováºná úrove¬ agregátního d·chodu a úrokové míry, jestliºe
autonomní dan¥ klesnou na 15 mld. K£? Jak se zm¥ní státní p°ebytek, resp.
schodek?

(d) Jak se zm¥ní rovnováºná úrove¬ agregátního d·chodu a úrokové míry, jestliºe
mnoºství pen¥z ve ekonomice klesne na 380 mld. K£? Jak se zm¥ní státní
p°ebytek, resp. schodek?

(e) Jak se zm¥ní rovnováºná úrove¬ agregátního d·chodu a úrokové míry, jestliºe
citlivost poptávky po pen¥zích na agregátní d·chod klesne na úrove¬ 0,6? Jak
se zm¥ní státní p°ebytek, resp. schodek?

Kontrolní otázky 7.1

(1) Co je to model IS-LM a k £emu slouºí?
(2) Vysv¥tlete, co znamená v²eobecná (agregátní) makroekonomická rovnováha.
(3) Co °íká Walrasova teorie v²eobecné rovnováhy?
(4) Jaké jsou p°edpoklady modelu IS-LM? Co z nich pro stav ekonomiky vyplývá?
(5) Namodelujte rovnováhu na trhu statk· a sluºeb dle modelu IS, Vysv¥tlete pojmy

rovnice IS a k°ivka IS.
(6) Namodelujte rovnováhu na pen¥z dle modelu LM, Vysv¥tlete pojmy rovnice LM

a k°ivka LM.
(7) Gra�cky znázorn¥te model IS-LM. Jaký prvek p°edstavuje agregátní makroeko-

nomickou rovnováhu?
(8) Jak analyticky získáme v²eobecnou makroekonomickou rovnováhu?
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Problém k zamy²lení 7.1

V uzav°ené t°ísektorové ekonomice zvý²ení vládních nákup· zp·sobilo nár·st rovnováºného
agregátního d·chodu i rovnováºné úrokové míry. Co musí ud¥lat centrální banka, aby sníºila
rovnováºnou úrokovou míru na p·vodní úrove¬? K °e²ení tohoto problému vyuºijte modelu
IS-LM a situaci znázorn¥te gra�cky.

7.2. Fiskální a monetární politika dle modelu IS-LM

Klí£ová slova: �skální politika, monetární politika, multiplikátor �skální
politiky, multiplikátor monetární politiky, �skální expanze, �skální re-
strikce, monetární expanze, monetární restrikce

V této kapitole si nastíníme, jakým zp·sobem lze vyuºít model IS-LM k tvorb¥ hospodá°ské
politiky státu. Protoºe je tento model snadno uchopitelný, m·ºe slouºit jako nástroj pro
analýzu p°í£in a dopad· hospodá°sko-politických rozhodnutí a opat°ení vlády a centrální
banky. V¥t²ina centrálních bank je dnes jiº povaºována za nezávislé.

U následujících úvah je t°eba mít ale stále na pam¥ti, ºe se jedná "pouze"model platný
za ur£itých daných p°edpoklad·, ºe modeluje statickou rovnováhu a je vhodný pro analýzu
uzav°ené t°ísektorové ekonomiky nacházející se v recesní meze°e s p°edpokladem exogen-
ních pen¥z. Chceme tímto opakováním upozornit hlavn¥ na to, ºe pro tvorbu hospodá°ské
politiky se dnes pouºívají jiné, více so�stikované nástroje a modely. Model IS-LM slouºí více
pro ilustraci problému ve°ejnosti, pro pochopení principu fungování sloºitých makroeko-
nomických systém·, jako základ, na kterém jsou stav¥ny mnohem sloºit¥j²í modely, nebo
jako výchovn¥-eduka£ní nástroj.

Hospodá°ská politika je tedy dvojího druhu:

• �skální politika, neboli výdajová;
• monetární politika, neboli m¥nová.

Nástroje hospodá°ské politiky pro vládní regulace vývoje ekonomiky jsou

• u �skální politiky zm¥ny vý²e a struktury ve°ejných výdaj·, £ili vládních nákup·
Ga a transfer· TRa, zm¥ny vý²e a struktury daní TA, tedy da¬ové sazby t a
autonomních daní TAa;
• u monetární politiky m¥nové nástroje, v na²em modelu pak tedy zm¥ny mnoºství
pen¥z v ekonomice M

P
.

Z p°edchozí kapitoly víme, ºe rovnováºný d·chod (produkt) Y ∗ získáme dle rovnice

Y ∗ = γ ·
(
Ā+

b

h

M

P

)
.

Tedy rovnováºný produkt Y ∗ m·ºeme ovliv¬ovat dv¥ma s£ítanci

Y ∗ = γ · Ā+ γ · b
h

M

P
.
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První s£ítanec γ · Ā lze m¥nit �skální politikou a druhý γ · b
h
M
P

pak monetární politikou.
Výraz

γ =
ᾱ

1 + ᾱ bk
h

pojmenováváme jako multiplikátor �skální politiky . Ozna£me

β = γ · b
h

a tento výraz nazýváme multiplikátorem monetární politiky . Na základ¥ vlastností jed-
notlivých veli£in a prvk· vyskytujících se ve vzorcích pro tyto multiplikátory platí vztah

β < γ < ᾱ.

Nakonec m·ºeme psát vzorec pro rovnováºný produkt ve tvaru

Y ∗ = γ · Ā+ β · M
P
.

Fiskální politika m·ºe být dvojího druhu.
(1) Tzv. �skální expanze je dosaºeno:

• r·stem vládních nákup· Ga,
• poklesem autonomních daní TAa,
• r·stem transfer· TRa,
• poklesem da¬ové sazby t.

Gra�cké znázorn¥ní �skální expanze vidíme na obrázku 7.4.

Obrázek 7.4. Fiskální expanze

(2) Tzv. �skální restrikce je dosaºeno:
• poklesem vládních nákup· Ga,
• r·stem autonomních daní TAa,
• poklesem transfer· TRa,
• r·stem da¬ové sazby t.

Gra�cké znázorn¥ní �skální restrikce vidíme na obrázku 7.5



7.2. FISKÁLNÍ A MONETÁRNÍ POLITIKA DLE MODELU IS-LM 93

Obrázek 7.5. Fiskální restrikce

Také monetární politika m·ºe být dvojího druhu.
(1) Tzv. monetární expanze je dosaºeno zvy²ováním pen¥ºní zásoby v ekonomice M

P
.

Gra�cké znázorn¥ní monetární expanze vidíme na obrázku 7.6.

Obrázek 7.6. Monetární expanze

(2) Tzv. monetární restrikce je dosaºeno sniºováním pen¥ºní zásoby v ekonomice M
P
.

Gra�cké znázorn¥ní monetární restrikce vidíme na obrázku 7.7.

Obrázek 7.7. Monetární restrikce
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P°íklad 7.3. Stav uzav°ené t°ísektorové ekonomiky je charakterizován následujícími
údaji:

• C = 200 + 0, 7YD;
• I = 800− 30i;
• L = 1, 5Y − 300i;
• Ga = 1500;
• TAa = 1000;
• TRa = 500;
• M

P
= 3000;

• t = 0, 2.
Vláda chce dosáhnout zvý²ení rovnováºné úrovn¥ produktu (HDP, HNP) o 600 jednotek.
Navrhn¥te mix �skální a monetární politiky, jeº tento cíl zajistí. P°i návrhu �skální politiky
pouºijte sou£asn¥ zm¥nu vládních nákup· a zm¥nu da¬ové sazby, p°ípadn¥ podle vlastního
uváºení zm¥nu autonomních daní a transfer·. Fiskální expanzi dopl¬te navý²ením reálné
pen¥ºní zásoby. Spo£ítejte rovnováºné úrovn¥ celkového produktu a úrokové míry ve vý-
chozím a kone£ném stavu po navrºených zm¥nách, i v²echny rovnováºné stavy pr·b¥ºné.
Situaci znázorn¥te rovn¥º gra�cky.
�e²ení.
Máme zadány údaje:

Ca = 200 TAa = 1000 k = 1, 5
c = 0, 7 TRa = 500 h = 300
Ia = 800 Ga = 1500 M

P
= 3000

b = 30 t = 0, 2

Nejd°íve si vypo£ítáme rovnováºné úrovn¥ d·chodu Y ∗0 a úrokové míry i∗0 ve výchozím
stavu. K tomu pot°ebujeme v²echny multiplikátory a hodnotu celkových autonomních vý-
daj·.

ᾱ0 =
1

1− c(1− t)
=

1

1− 0, 7(1− 0, 2)
=

1

1− 0, 56
=

1

0, 44
= 2, 27

γ0 =
ᾱ0

1 + ᾱ0
bk
h

=
2, 27

1 + 2,27·30·15
300

=
2, 27

1, 3405
= 1, 69

β0 = γ0 ·
b

h
=

1, 69 · 30

300
= 0, 169

Ā0 = c(TRa − TAa) + Ca + Ia +Ga = 0, 7(500− 1000) + 200 + 800 + 1500 = 2150

Vypo£ítáme rovnováºnou úrove¬ d·chodu ve výchozím stavu.

Y ∗0 = γ0 · Ā0 + β0
M

P
= 1, 69 · 2150 + 0, 169 · 3000 = 3633, 5 + 507 = 4140, 5

Dále spo£ítáme úrove¬ rovnováºné úrokové míry.

i∗0 =
1

h

(
kY ∗0 −

M

P

)
=

1, 5 · 4140, 5− 3000

300
= 10, 7
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Rovnováºná úrove¬ d·chodu ve výchozím stavu je 4140,5 pen¥ºních jednotek a rovnováºná
úroková míra je 10,7 %.
Na²ím cílem je zvý²ení agregátního d·chodu o 600 jednotek. Musíme navrhnout n¥jaké
�skální zm¥ny, resp. �skální expanzi. Máme p°edn¥ zm¥nit vládní nákupy Ga a da¬ovou
sazbu t. Víme, ºe budeme vládní nákupy zvy²ovat a da¬ovou sazbu sniºovat, aby se jednalo
o �skální expanzi. Navrhujeme tedy následující zm¥ny. Sníºíme da¬ovou sazbu o 0, 02, tedy
nová da¬ová sazba je t1 = 0, 2 − 0, 02 = 0, 18. Dále zvý²íme vládní výdaje na nákupy
statk· a sluºeb o 200, tedy 4Ga = 200. Nyní vypo£ítáme, jak se zm¥ní rovnováºná úrove¬
d·chodu a úrokové míry. Protoºe se zm¥nila da¬ová sazba, musíme p°epo£ítat v²echny
multiplikátory, a musíme p°epo£ítat i autonomní výdaje, protoºe vládní nákupy jsou jejich
sou£ástí.

ᾱ1 =
1

1− c(1− t1)
=

1

1− 0, 7(1− 0, 18)
=

1

1− 0, 574
=

1

0, 426
= 2, 35

γ1 =
ᾱ1

1 + ᾱ1
bk
h

=
2, 35

1 + 2,35·30·15
300

=
2, 35

1, 3525
= 1, 74

β1 = γ1 ·
b

h
=

1, 74 · 30

300
= 0, 174

Ā1 = A0 +4A = A0 +4Ga = 2150 + 200 = 2350

Rovnováºná úrove¬ d·chodu po �skálních zm¥nách bude následující.

Y ∗1 = γ1 · Ā1 + β1
M

P
= 1, 74 · 2350 + 0, 174 · 3000 = 4089 + 522 = 4611

Dále vypo£ítáme rovnováºnou úrove¬ po �skálních zm¥nách.

i∗1 =
1

h

(
kY ∗1 −

M

P

)
=

1, 5 · 4611− 3000

300
= 13, 06

Rovnováºná úrove¬ d·chodu po �skálních zm¥nách je 4611 pen¥ºních jednotek a rovnováºná
úrove¬ úrokové míry po �skálních zm¥nách je 13,06 %.
Te¤ je £as zamyslet se nad tím, zda �skální expanze byla dostate£ná pro dosaºení na²eho
cíle. Chceme zvý²it rovnováºnou úrove¬ d·chodu o 600 jednotek oproti p·vodní hodnot¥.
Rovnováºná úrove¬ d·chodu ve výchozím stavu byla 4140,5 jednotek. P°i£teme-li k této
hodnot¥ 600 jednotek, získáme kone£nou úrove¬ rovnováºného produktu.

Y ∗2 = Y ∗0 + 600 = 4140, 5 + 600 = 4740, 5

A my jsme dosáhli hodnoty pouze 4611 jednotek. Musíme tedy navý²it pen¥ºní nabídku
M
P
. V²e ostatní z·stane nezm¥n¥no.

γ2 = γ1 = 1, 74

β2 = β1 = 0, 174

Ā2 = Ā1 = 2350
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Nyní známe v²echny hodnoty k tomu, abychommohli najít novou úrove¬ reálných pen¥ºních
z·statk·

(
M
P

)
2
.

Y ∗2 = γ2 · Ā2 + β2

(
M
P

)
2

4740, 5 = 1, 74 · 2350 + 0, 174
(
M
P

)
2

4740, 5 = 4089 + 0, 174
(
M
P

)
2

651, 5 = 0, 174
(
M
P

)
2(

M
P

)
2

= 3744

Nabídka pen¥z se musí zvý²it o
(
M
P

)
2
− M

P
= 3744− 3000 = 744.

Nakonec vypo£ítáme kone£nou rovnováºnou úrove¬ úrokové míry.

i∗2 =
1

h

(
kY ∗2 −

(
M

P

)
2

)
=

1, 5 · 4740, 5− 3744

300
= 11, 2

Pro dosaºení zvý²ení agregátního d·chodu o 600 pen¥ºních jednotek na úrove¬ 4740,5 jsme
pouºili zvý²ení vládních nákup· o 200 pen¥ºních jednotek a sníºení da¬ové sazby o 0,02,
�skální expanzi jsme doplnili navý²ením reálné pen¥ºní o 744 pen¥ºních jednotek. Výsledná
rovnováºná úroková míra je na úrovni 11,2 %.
Nakonec si �skální i monetární expanzi znázorníme gra�cky pomocí posun· k°ivky IS a
LM, viz obrázek 7.8.

Obrázek 7.8. Znázorn¥ní �skální a monetární politiky na p°íklad¥ 7.3
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P°íklady k procvi£ení 7.2

(1) Stav uzav°ené t°ísektorové ekonomiky je charakterizován následujícími údaji:
• C = 235 + 0, 65YD;
• I = 845− 33i;
• L = 2Y − 465i;
• Ga = 1678;
• TAa = 1432;
• TRa = 700;
• M

P
= 4567;

• t = 0, 1.
Vláda chce dosáhnout zvý²ení rovnováºné úrovn¥ produktu (HDP, HNP) o 900
jednotek. Navrhn¥te mix �skální a monetární politiky, jeº tento cíl zajistí. P°i
návrhu �skální politiky pouºijte sou£asn¥ zm¥nu transferových plateb a zm¥nu
da¬ové sazby, p°ípadn¥ podle vlastního uváºení zm¥nu autonomních daní a vlád-
ních nákup·. Fiskální expanzi dopl¬te navý²ením reálné pen¥ºní zásoby. Spo£ítejte
rovnováºné úrovn¥ celkového produktu a úrokové míry ve výchozím a kone£ném
stavu po navrºených zm¥nách, i v²echny rovnováºné stavy pr·b¥ºné. Situaci zná-
zorn¥te rovn¥º gra�cky.

(2) Stav uzav°ené t°ísektorové ekonomiky je charakterizován následujícími údaji:
• C = 450 + 0, 8YD;
• I = 900− 50i;
• L = 7Y − 43i;
• Ga = 2000;
• TAa = 3000;
• TRa = 550;
• M

P
= 5000;

• t = 0, 3.
Vláda chce dosáhnout zvý²ení rovnováºné úrovn¥ produktu (HDP, HNP) o 200 jed-
notek. Navrhn¥te mix �skální a monetární politiky, jeº tento cíl zajistí. P°i návrhu
�skální politiky pouºijte sou£asn¥ zm¥nu transferových plateb a autonomních daní,
p°ípadn¥ podle vlastního uváºení zm¥nu da¬ové sazby a vládních nákup·. Fiskální
expanzi dopl¬te navý²ením reálné pen¥ºní zásoby. Spo£ítejte rovnováºné úrovn¥
celkového produktu a úrokové míry ve výchozím a kone£ném stavu po navrºených
zm¥nách, i v²echny rovnováºné stavy pr·b¥ºné. Situaci znázorn¥te rovn¥º gra�cky.
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Kontrolní otázky 7.2

(1) Charakterizujte �skální a monetární politiku. Jaké má �skální i monetární politika
nástroje k regulaci stavu ekonomiky?

(2) Vysv¥tlete, co je multiplikátor �skální a co monetární politiky.
(3) Jaké máme druhy �skální politiky? Popi²te je a uve¤te, £ím jich m·ºeme dosáh-

nout.
(4) Jaké máme druhy monetární politiky? Popi²te je a uve¤te, £ím jich m·ºeme dosáh-

nout.
(5) Znázorn¥te druhy �skální i monetární politiky gra�cky (pomocí posun· a zm¥n

sklon· k°ivek IS a LM).

Problém k zamy²lení 7.2

Uzav°ená t°ísektorová ekonomika se nachází ve stavu rozpo£tového schodku. Promyslete
si, co v²echno byste mohli navrhnout za �skální nebo monetární zm¥ny, abyste rozpo£tový
schodek sníºili. K °e²ení tohoto problému vyuºijte modelu IS-LM.



Záv¥re£ná £ást
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Výsledky p°íklad· k procvi£ení

P°íklady k procvi£ení 2.1
(2) konstantní v kaºdém bod¥ de�ni£ního oboru; funkce, která má extrém, v bod¥

extrému
(3) v intervalech [0 + 2kπ, π + 2kπ], kde k ∈ Z je sklon klesající, v intervalech [π +

2kπ, 2π + 2kπ], kde k ∈ Z je sklon klesající
P°íklady k procvi£ení 2.2

(1) (a) Af = 2 + 5
x
, Mf = 2, (b) Af = x, Mf = 2x

(2) (a) Af = 1 pro x < 3, Af = 6
x
− 1 pro x ≥ 3, Mf = 1 pro x < 3, Mf = −1 pro

x ≥ 3, (b) Mf je nespojitá, Tf tedy nebyla diferencovatelná v bod¥ x = 3
(3) 182

3
jednotek výstupu

(4) (a) Tπ(Q) = −40Q3 − 60Q2 + 111600 − 17800, (b) Q ∈ (0, 30), (c) Q ∈ (30,∞),
(d) Q = 30, (e) π′′(30) < 0, (f) 73202

3
zisk z jedné jednotky výstupu

P°íklady k procvi£ení 2.3

(1) EMY =

M2−M1
M2+M1

2
Y2−Y1
Y2+Y1

2

, EMY = M(M(Y ))
A(M(Y ))

, EXY =

X2−X1
X2+X1

2
Y2−Y1
Y2+Y1

2

, EXY = M(X(Y ))
A(X(Y ))

(2) (a) |EDP | = 0, 71; neelastická, (b) trºby se zvý²í
(3) elastická v intervalu x ∈ (3, 6), neelastická v intervalu x ∈ (0, 3), jednotkov¥

elastická v bod¥ x = 3
(4) (a) |EDP (3)| = 3

4
, neelastická, (b) trºba se zvý²í z 15 jednotek na 16 jednotek

(5) (a) zvý²í se o 13, 4%, (b) zvý²í se o 36%

P°íklady k procvi£ení 3.1

(1) Pt = 1
(
−3

4

)t
+ 3, konverguje

(2) Pt = −1
(
−3

2

)t
+ 4, diverguje

(3) Pt = −2(−1)t + 3, cyklus
(4) Pt = 1

(
−4

3

)t
+ 3, diverguje

(5) Pt = −1
(
−2

3

)t
+ 4, konverguje

(6) Pt = −2(−1)t + 3, cyklus
P°íklady k procvi£ení 3.2

(1) P (t) = 2e−3t + 3, konverguje
(2) P (t) = −1e−t + 3, konverguje
(3) P (t) = −2et + 6, diverguje
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(4) P (t) = −6e−
1
3
t + 7, konverguje

P°íklady k procvi£ení 4.1

(1) q1 = 131
3
ks, q2 = 8 ks

(2) q1 = 131
3
ks, q2 = 8 ks

P°íklady k procvi£ení 4.2

(1) Q∗ = 9 jednotek výstupu
(2) (a) FC(Q) = 500, V C(Q) = 0, 2Q3 − 3Q2 + 50Q, AFC(Q) = 500

Q
, MFC(Q) = 0,

AV C(Q) = 0, 2Q2 − 3Q + 50, MVC(Q) = 0, 6Q2 − 6Q + 50, AC(Q) = 0, 2Q2 −
3Q+50+ 500

Q
,MC(Q) = 0, 6Q2−6Q+50, AR(Q) = −0, 1Q2 +10Q+2,MR(Q) =

−0, 3Q2 + 20Q + 2, Tπ(Q) = −0, 3Q3 + 13Q2 − 48Q − 500, Aπ(Q) = −0, 3Q2 +
13Q−48− 500

Q
,Mπ(Q) = −0, 9Q2 +26Q−48, (b) QBZ1 = 9, 84 jednotek výstupu;

QBZ2 = 37, 96 jednotek výstupu; QmaxTπ = 26, 9 jednotek výstupu; QmaxAπ =
23, 21 jednotek výstupu; QBU1 = 4, 08 jednotek výstupu; QBU2 = 39, 25 jednotek
výstupu

P°íklady k procvi£ení 4.3

(1) (a)MPL = 288 + 120L − 12L2, APL = 288 + 60L − 4L2, (b) MPL(2) = 480,
APL(2) = 392, (c) L = 5 jednotek práce

(2) 5
6

(3) (a) 817, 5 K£/hod; (b) 375, 76 jednotek produkce/hod
(4) (a) Cobb-Douglasova, klesající výnosy z rozsahu, (b) lineární, konstantní výnosy

z rozsahu, (c) Cobb-Douglasova, rostoucí výnosy z rozsahu

P°íklady k procvi£ení 5.1

(1) (a) Ca = 300, c = 0, 7; Y = 1000, (b) S(Y ) = 0, 3Y − 300, Sa = −300, s = 0, 3
(2) C(Y ) = 0, 6Y + 867, S(Y ) = 0, 4Y − 867

P°íklady k procvi£ení 5.2

(1) (a) Ia = 375, b = 25
(2) ∆K = 100
(3) (a) K(t) = 7

4
t4 + t3 + 31, (b) ∆K = 11

4

P°íklady k procvi£ení 5.3

(1) (a) k = 4, h = 37, (b) i = 12%
(2) (a) k = 5, h = 21, (b) Y = 102 mld. K£

P°íklady k procvi£ení 6.1

(1) (a) 4; (b) 10; (c) 3, 12
(2) (a) 2, 5; (b) 4, 26; (c) 1, 86
(3) (a) 1, 82; (b) 1, 36; (c) 1, 41
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(4) (a)

Úrove¬ d·chodu Úrove¬ spot°eby Úrove¬ investic Celkové výdaje
4200 3800 350 4150
4000 3650 350 4000

3800 3500 350 3850
3600 3350 350 3700
3400 3200 350 3550

(b) D·chod klesne o 600 mld. pen¥ºních jednotek, sníºení d·chodu je v¥t²í neº
sníºení investic. (c) o 200 mld. pen¥ºních jednotek

(5) (a) Y ∗ = 3425, 695 mld. K£, TA = 1720, 278 mld. K£, YD = 2330, 417 mld. K£,
C(YD) = 2297, 8128 mld. K£, (b) Y ∗ = 3528, 07 mld. K£, TA = 1686, 228 mld. K£,
YD = 2466, 842 mld. K£, C(YD) = 2400, 1315 mld. K£, (c) Y ∗ = 3971, 5475 mld.
K£, TA = 1541, 4643 mld. K£, YD = 3055, 0832 mld. K£, C(YD) = 2841, 3124 mld.
K£, (d) Y ∗ = 3459, 82 mld. K£, TA = 1733, 928 mld. K£, YD = 2375, 892 mld. K£,
C(YD) = 2331, 919 mld. K£, (e) Y ∗ = 3505, 775 mld. K£, TA = 1752, 31 mld. K£,
YD = 2378, 465 mld. K£, C(YD) = 2333, 8488 mld. K£, (f) Y ∗ = 3480, 295 mld.
K£, TA = 1742, 118 mld. K£, YD = 2363, 177 mld. K£, C(YD) = 2322, 3828 mld.
K£, (g) Y ∗ = 4285, 9375 mld. K£, ∆Y = 860, 2425 mld. K£

(6) (a) Y ∗ = 2750, 7725 mld. K£, TA = 1450, 309 mld. K£, YD = 1925, 4635 mld. K£,
C(YD) = 1994, 0976 mld. K£, NX(Y ) = −364, 1545 mld. K£, (b) Y ∗ = 2825, 585
mld. K£, NX(Y ) = −379, 117 mld. K£, (c) Y ∗ = 3061, 01 mld. K£, NX(Y ) =
−426, 202 mld. K£, (d) Y ∗ = 2775, 71 mld. K£, NX(Y ) = −369, 142 mld. K£, (e)
Y ∗ = 2809, 2925 mld. K£, NX(Y ) = −375, 8585 mld. K£, (f) Y ∗ = 2790, 6725
mld. K£, NX(Y ) = −372, 1345 mld. K£, (g) Y ∗ = 2826, 5825 mld. K£, NX(Y ) =
−322, 3165 mld. K£, (h) Y ∗ = 2826, 5825 mld. K£, NX(Y ) = −322, 3165 mld. K£,
(i) Y ∗ = 3450, 25 mld. K£, ∆Y = 699, 4775 mld. K£

P°íklady k procvi£ení 6.2
(1) Robertsonovské, Yt = −2300 · 0, 8t + 3200
(2) Lundbergovské, Yt = 50 · 0, 7t + 1400
(3) Robertsonovské, Y (t) = −330e−1,05t + 1000
(4) Lundbergovské, Y (t) = 20e−1,25t + 5080

P°íklady k procvi£ení 7.1
(1) (a) Y ∗ vzroste, i∗ vzroste, (b) Y ∗ vzroste, i∗ vzroste, (c) Y ∗ poklesne, i∗ poklesne,

(d) Y ∗ poklesne, i∗ poklesne, (e) Y ∗ vzroste, i∗ vzroste, (f) i∗ vzroste, Y ∗ poklesne,
(g) i∗ poklesne, Y ∗ vzroste, (h) i∗ vzroste, Y ∗ poklesne

(2) (a) Y ∗ = 723, 6 mld. K£, i∗ = 3, 62%, rozpo£tový schodek −19, 1 mld. K£, (b)
Y ∗ = 700, 95 mld. K£, i∗ = 3, 14%, rozpo£tový schodek −4, 8 mld. K£, (c) Y ∗ =
727, 85 mld. K£, i∗ = 3, 71%, rozpo£tový schodek −23, 04 mld., (d) Y ∗ = 718, 558
mld. K£, i∗ = 3, 73%, rozpo£tový schodek −20, 36 mld., (e) Y ∗ = 780, 87 mld. K£,
i∗ = 2, 47%, rozpo£tový schodek −4, 78 mld.
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