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Predmluva

Predlozena studijni opora je urcena predev§im studentim 3. roc¢niku
bakalaiského studia na Matematickém ustavu Slezské univerzity v Opave, ale také
ostatnich studijnich oborti s ekonomicko-matematickym zamétenim. Jeji obsah i
rozsah odpovida ucivu probiranému na seminatich v predmétu Softwarova podpora
matematickych metod v ekonomice a vizeni. Ptedlozeny text pfedstavuje zdkladni
studijni oporu ptfedev§im pro ptipravu ke cvicenim a slouzi také jako podklad pro
vypracovani samostatného semestralniho projektu.

Kurz Softwarova podpora matematickych metod v ekonomice a rizeni je uréen
pro studenty, ktefi jiz absolvovali ptfedchdzejici predméty Matematické metody
v ekonomii I. - III. v bakalarském studiu na Matematickém ustavu Slezské univerzity
v Opavé. Kromé vySe uvedenych prerekvizit jsou pro cCetbu tohoto ucebniho textu
nutné¢ predchozi znalosti zejména matematiky, informatiky, obecné ekonomie,
podnikové ekonomie, ale také ticetnictvi.

Cilem této studijni opory ale neni vysvétlovani teorie, jedna se o jakousi
cvi¢ebnici dané problematiky na piipadovych studiich a dalSich zjednodusenych
prikladech z praxe. Smyslem je naucit studenty premyslet jak matematicky
analyticky, tak ekonomicky, a pak spravnym zplsobem tyto pfistupy kombinovat a
vyuzivat, ale také naucit Ctenare premyslet nad danou problematikou a matematické
metody v ekonomii pouzivat spravnym zpusobem. Kazda kapitola obsahuje zakladni
teoretickou ¢ast. Teorie je vzdy nasledovana feSenymi a vysvétlovanymi piiklady, na
zaver kazdé kapitoly je uvedeno a shrnuti.

PiedloZeny text je clenén do ctyf zékladnich kapitol. Prvni kapitola je
vénovéna tématu input-output modeld. Problematika Leontievovych input-output
modelil slouzi k pfedev§im k pochopeni struktury produkénich jednotek z hlediska
internich, ale také vngjSich vazeb.

Ve druhé kapitole je modifikovano vyuziti strukturnich modeld ve formé
bilan¢nich podnikovych modeld. Studenti se tak nauc¢i analyzovat strukturu
materidlovych, energetickych a hodnotovych vazeb v podniku a logicky uvaZovat o
promitnuti vnitfnich 1 vnéjSich zmén za danych podminek.

Kapitola tfeti je zaméfena do oblasti linedrniho programovani. Linearni
programovani je klasickou disciplinou opera¢niho vyzkumu a tyto zéklady jsou
nezbytnou souéasti znalosti a dovednosti v oblasti matematického modelovani. Ctenaf
se nau¢i formulovat matematické modely a prostfednictvim nastroje Resitel
v prosttedi MS Excel hledat optimalni feSeni a nasledné ziskané vysledky opét
interpretovat. Nechybi zde ani tivod do modelovani tloh dopravniho problému resp.
pfifazovaciho problému.



Posledni kapitola je vénovana zédkladiim teorie her a je zafazena az po tlohach
linearniho programovani. Studenti se uci hledat ryzi i smiSené strategie a pti feSeni
opét vyuzivaji ulohy linearniho programovani i nastroje Resitel v MS Excel. Zavérem

vvvvvv

Skripta jsou obsahové koncipovéna a strukturovdna dle vybranych témat, jez
jsou obsazena v predmétech Matematické metody v ekonomii I. - III, kterd jsou
aplikovéana ve vybranych oblastech z mikroekonomické, a také makroekonomické
analyzy. Ve skriptech nejsou vysvétlovana jednotlivd témata teorie a teoretické
modely, anebo matematické principy diikladné. Diiraz je kladen na spojitosti, soulad a
soucinnost disciplin pii vyuziti softwarové podpory v prostiedi MS Excel a ptedevs§im
na interpretaci vysledki.

Predlozeny text vznikl vramci projektu OPVK CZ.1.07/2.2.00/15.0174
Inovace bakalafskych studijnich oborli se zaméfenim na spoluprici s praxi na
Matematickém ustavu Slezské univerzity v Opavé.



1. Input-output modely

Klicova slova: kone¢né uziti, matice, odvétvi, region, vektor, vyrobni spotieba.

Problematika ekonomického rozvoje stati a regiont se dostdva do popiedi
v souvislosti s probihajici ekonomickou integraci Ceské republiky do Evropské unie. I
kdyz politick4 integrace byla svym zptisobem dovriena oficialnim vstupem CR do EU
dne 1. kvétna 2004, samotny proces ekonomické integrace bude pokraCovat jeste
mnoho let.

Evropska unie je unii regionii. Tomu nasvédCuje 1 nedavno novelizovany
systém klasifikace Uzemnich statistickych jednotek neboli regioni NUTS (La
Nomenclature des Unités Territoriales Statistiques). Hlavnim diivodem pro zavedeni a
prohloubeni této spolecné evropské klasifikace izemnich celki je snaha o ziskavani
ekonomickych informaci o iIzemné srovnatelnych regionech v jednotlivych ¢lenskych
zemich EU.

Potfeba vysvétlit a modelovat regiondlni rozvoj a uroven meziregionalni
spoluprace se v posledni dobé opét dostdva do poptedi. Regionalni ekonomické
modely  jsou paralelami obdobnych modelt makroekonomickych,
narodohospodarskych, jejich zékladni jednotkou a stfedem zajmu vSak neni stat, ale
region — a to na rizné urovni chapani. Nebot vSak region muize byt stejné tak kraj
(NUTS 3) jako cely stat (NUTS 0), stava se pojem regionalni ekonomika v tomto
smyslu obecnéj§im nezli ndrodni ekonomika.

Input-output modely rozvoje regiont se v Ceské republice pouzivaly v 70. a
80. létech 20. stoleti a po ur¢itém utlumu se dostavaji opét do popiedi, nebot’ podle
metodiky EUROSTATu maji byt pravé tyto modely jednim z nastrojii modelovani
regionalnich a meziregionalnich ekonomickych tok.

1.1. Zakladni pojmy

Leontiefsky input-output model klade diikaz na vztahy mezi jednotlivymi
resorty regiondlni ekonomiky. Zakladem tohoto modelu jsou vztahy (toky) mezi
jednotlivymi odvétvimi, vstupy (importy) a vystupy (exporty), viz (Maier, G. a
Todling, F., 1997).

Na Obrazku 1.1 je znazornéna tabulkova struktura Input-output modelu.
Ptredpokladejme, Ze ekonomika regionu je tvofena n resorty, jejichz vzajemné vztahy

(toky) vyjadfuje ctvercova matice meziodvétvovych vztahtt V' fadu n nXxn . Do
regionu pfichdzi / vstupd, které se rozd€luji mezi vSech n odvétvi, coz vyjadiuje

matice primarnich vstupt £ fadu | X n . Obdobné vystupem regionalni ekonomiky


http://apl.czso.cz/pll/rocenka/rocenkaout.dod_uziti
http://www.slu.cz/math/cz/knihovna/docs/algebra1/6.-matice.-algebraicke-vlastnosti
http://ec.europa.eu/small-business/most-of-market/economic-sectors/index_cs.htm
http://www.cepsr.com/clanek.php?ID=192
http://user.mendelu.cz/pospisi2/vektor.pdf
http://www.cojeco.cz/index.php?detail=1&id_desc=105622&title=v%FDrobn%ED%20spot%F8eba&s_lang=2

je m exportnich poptavek, na kterych se podili vSechna odvétvi, jak vyjadiuje matice
konecné poptavky (spotieby) ¥ fd&du n xm . Souctem vSech tadkd, resp. sloupct

matic dostaneme vektor hrubé vyroby X tadu n, ktery predstavuje hodnotu celkové
ro¢ni produkce vSech jednotlivych vektort regionu.

1 n 1 m 1

1
14 Y X

n
1
: E
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Obrazek 1.1: Tabulkova struktura Input-output modelu

Pocet resortl n urcuje podrobnost celého modelu. Podrobné Input-output
modely pracuji az s n€kolika sty odvétvimi a ne€kolika desitkami kategorii vstupl a
vystupt. Zjednodusené modely si vystaci i s n€kolika mélo resorty (napi. zeméedélstvi,
tézky primysl, lehky primysl, ostatni), jednim vstupem a jednim vystupem.

Pro zjednoduseni budeme ptredpokladat, Ze médme pouze jeden typ vystupu a
jeden primarni vstup, takze se ndm matice Y a £ zméni na vektory, viz Obrazek 1.2.

1 . . ) n 1 1

v Y X
n
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1| X' |

Obrazek 1.2: Tabulkova struktura zjednoduseného Input-output modelu

Secteme-li v tomto schématu hodnoty v; vi-tém fadku matice V' a pficteme

hodnotu Y; vektoru Y, dostaneme ptisluSnou hodnotu hrubé vyroby X :



X =Zvij+yi' (1.1)
=i

Takto lze vysledovat, v jakém rozsahu i-ty sektor dodava své produkty
ostatnim sektoriim (hodnoty Vv; ). Hodnota konetné spotieby Y, zahrnuje spotiebu

soukromych spotiebitell, statniho sektoru a export. Chceme-li tyto slozky konecné
poptavky rozlisit, musime piejit na Uplny model s matici konecné spotieby Y, viz
Obrazek 1. 1.

Obdobn¢ lze scitat prvky matice V' v jednotlivych sloupcich, kde po piicteni

primarnich vstupt e; opét dostaneme hodnotu hrubé vyroby X; :

Y, =DV te;. (1.2)
i=1

Timto zpisobem lIze vy¢ist, kolik j-ty sektor pro potieby své produkce odebira
od ostatnich sektortt (hodnoty V; ) a kolik tvofi primarni vstupy e; — vykony

soukromych domdcnosti, statni dotace, import, atd.

Namisto matice absolutnich meziodvétvovych vztahi ¢i tokt V'se casto
pouziva matice relativnich (technologickych) koeficientd pfimé spotieby A4, jejiz
hodnoty dostaneme jako:

a; =—2. (1.3)

Rovnice (1.1) se nam timto zméni na tvar:
n
X = aX +Y. (1.4)
=1

Tuto rovnici mizeme pro vSechny resorty (i = 1 az n) prevést do podoby
maticové rovnice:

X = AX +Y. (1.5)

Vyjadiime-li z této rovnice vektor hrubé vyroby X, dostaneme:

X=1-A"Y, (1.6)

-1
kde 7 je jednotkova ¢tvercova matice fadu n. Matici B = (I - A) nazyvame

Leontieffskou inverzni matici. Pfedstavuje multiplikator tohoto modelu, jeji hodnoty



b, nazyvame koeficienty plné materidlové spotieby. Udévaji, o kolik vice musi

vyprodukovat sektor 7, aby sektor j zvysil vystup o jednotku.

1.2. Typy uloh

Pomoci strukturniho Input-output modelu vyjadieného vyse uvedenou rovnici
(1.5), resp. (1.6) miizeme fesit tii zakladni typy tloh:

a) zname celkovou produkci X a hleddme konecnou spotiebu Y;
b) zname konecnou spotiebu Y a hledame celkovou produkei X;
c) zname nékteré slozky vektoru X, n¢které vektoru Y a hleddme ostatni.

Ze znalosti linearni algebry mizeme odvodit, kdy ma ktera uloha jednozna¢né
teseni. Uloha (a) je trivilni a ddva pro danou matici 4 a vektor X vzdy jednoznaéné
koneéné feseni. Uloha (b) ma jednoznaéné kone&né feseni pouze v ptipadg, ze matice
I— A jeregularni, tj. det (I - A)q 0.

Aby feSeni bylo smysluplné, je tieba také pozadovat, aby hodnoty vektoru X a
Y byly kladné. I tyto podminky lze sice matematicky specifikovat, ale pro jejich
slozitost je v tomto pfispévku nebudeme uvadet.

Reseny priklad 1.1:

V Tabulce 1.1 je zachycena jednoducha hypotetickd input-output tabulka se
ttemi odvétvimi: zemédélstvi Z, prumysl — P, sluzby — S a vzdy pouze jednu
konecnou spotiebu Y a primarni vstup /. VSechny hodnoty jsou uvedeny v penéZnich
jednotkéch.

Z P S Y X
z 400 40 40 400 880
P
40 460 400 50 950
S 300 320 120 50 800
1
140 130 240
X 880 950 800

Tabulka 1.1: Ptiklad vstupni input-output tabulky

Podivejme se na fadek primysl a na sloupec sluzby. Prvek v matici vztahli
nachazejici se na praseciku téchto dvou odvétvi ukazuje, jakou hodnotu zbozi dodal
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tézky pramysl odvétvi lehkého primyslu. V tomto ptipadé se jednd o 400 penéznich
jednotek. Matice vztahti popisuje dodavky pro vSechny kombinace odvétvi vcetné
dodavek kazdého odvétvi sobé samému (lezi na thlopficce).

Priimysl samoziejmé nedodava pouze sektortim ve svém vlastnim regionu, ale
¢ast produkt dodava statnim investorim nebo spotifebitelim v jinych regionech. Tito
odbératelé predstavuji kone¢nou spotiebu (sloupec Y).

Pokud zkoumame cely fadek sluzeb, matice vztahti a vektoru konecné
spotieby Y, mizeme takto zjistit strukturu dodévek tohoto sektoru. Mizeme vidét,
které jiné sektory konecné spotieby jsou jeho hlavnimi odbérateli, komu tento nic
nedodava atd.

Tak jako je neredlné, ze by pramysl dodaval pouze jinym odvétvim, také
nevystaci sluzby s meziprodukty jinych odvétvi. Vyzaduje pracovni vykony také
soukromych spole¢nosti, statni vykony, importované zbozi atd., aby mohl vyrabét
zbozi. VSechny tyto vykony se oznacuji jako primarni inputy a jsou sumarizovany
v matici primérnich vstupii. Pokud zkoumame celkovy sloupec sluzeb, vidime, jaké
vstupy tento sektor vyzaduje, aby mohl produkovat svoje vystupy.

Vztahy podle rovnic (1.1) a (1.2) 1ze v maticové podobé zapsat nasledujicim
zpusobem:

X =VI +VI, (1.7)
X'=1V +I'E. (1.8)

Na zédklad¢ Tabulky 1.1 je mozné vztahy (1.7) a (1.8) vypocitat, vypocty jsou
uvedeny Tabulce 1.1.

Jak jsme jiz ukazali, jednotlivé sloupce input-output tabulky popisuji, jak
jednotlivé sektory nasazuji primarni vstupy a vystupy jinych sektorti. Pokud tvrdime,
ze rizné inputy jsou dosazené vzdy ve stejném poméru, miizeme z jednotlivych
sloupctl jednoduse zjistit, kolik jednotlivych vstupt je potfebnych na produkci jedné
jednotky vystupu daného sektoru. Postupujeme dle vztahii (1.3) a (1.6). Koeficienty
vychazejici znaSeho piikladu jsou wuvedeny v Tabulce 1.2. Koeficienty
meziodvétvovych vztahli sumarizujeme v matici 4 a koeficienty primarniho inputu
v matici B.

Napftiklad hodnota 0,34 ve tfetim fadku a prvém sloupci matice tedy udava, ze
odvétvi zemédé@lstvi potiebuje od odvétvi sluzeb inputy v hodnoté 0,47 penézni
jednotky, aby mohlo vytvofit jednu jednotku hodnotového produktu. Zaroven
zemédé@lstvi pro tento vystup potiebuje primdrni vstupy v hodnoté 0,19 penézni
jednotky. Ostatni koeficienty v tabulce mizeme interpretovat podobnym zptsobem.
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zZ P S

Z 046 | 004 | 005
Pl 905 | 048 | 05
S

034 | 034 | 0,15
El 016 | 014 | 030

Tabulka 1.2: Koeficienty inputu

Logicky vznikda také otazka, kolik musi jednotlivd odvétvi celkové
vyprodukovat, aby se mohlo dodat ur¢it¢ mnozstvi vyrobkli pro kone¢nou spotiebu.
Odpovéd dostaneme vyieSenim rovnice (1.5).

Pro zjednoduseni zapisu v maticovém tvaru povazujeme kone¢nou spotiebu za
vektor. Pokud vztah (1.5) upravime tak, abychom vyjadiili vektor X podle rovnice

(1.6).
Podle pravidel vypoctu inverzni matice ziskame matici, kterd je zndzornéna

-1
v Tabulce 1.3. Vyraz (I - A) se nazyva Leontievova inverzni matice. Jeji hodnoty

udavaji, o kolik vice pfimych a nepiimych efektii musi vyprodukovat sektor v fadku,
aby mohl sektor ve sloupci dodat jednotku vyrobku konecné spotiebé. V tomto
piipadé€ se jedné o hodnoty uvedené v Tabulce 1. 3.

Nas konkrétni piiklad ukazuje, Ze zvySeni poptavky po produktech sluzeb
nezpusobuje silné zvyseni poptavky pouze v odvétvi sluzeb o 2,24 jednotky, ale také
v odvétvi prumyslu, a to o 1,34 jednotky. Naproti tomu zemédé€lstvi zlistava vzhledem
k ptirGstku poptavky nedotknuté. Svou produkci musi zvysit pouze o 0,13 jednotky.

Z P S
Z| 1,26 0,12 0,13
P 1,43 2,38 1,34
S| 1,66 1,25 2,24

Tabulka 1.3: Leontievova inverzni matice

Jestlize nas zajima celkovy rast produkce, ktery vyvola zvySeni poptavky
vjednom odvétvi, musime spocitat hodnoty jednotlivych sloupcii Leontievskeé
inverzni matice. Tabulka 1. 4 ukazuje, Ze zvySeni poptavky v zemédélstvi zpiisobuje
nejveétSi  hospodarsky efekt. Hospodarsky politik, ktery sleduje cil oziveni

12



hospodaistvi pomoci zvySeni statni poptavky, by udé€lal spravné rozhodnuti, kdyby
vydal rozpoctové prostiedky na zemédélské produkty. Tim dosdhne nejvétsiho efektu.

z T L
| 435 | 375 | 371 |

Tabulka 1.4: Celkové efekty

Pokud se vSak hospodatsky politik zaméti na zvySeni zaméstnanosti, jevi se
problém v ponc¢kud jiné formé. Pracovni sily jsou nasazené v riznych odvétvich
v rizném objemu. O jaky objem jde, vyjadiuje pfislusny fadek matice koeficientl
primarniho inputu. Na to, abychom zjistili, jak se méni nasazeni primérnich inputl pfi
zvySeni poptavky jednotlivych odvétvi o jednotku, musime Leontievovu inverzni
matici znova vynasobit matici koeficientu primarniho vstupu:

AE=B I-A " (1.9)

Matice AE popisuje, jak velké jsou pozadavky na jednotlivé primérni inputy,
kdyz se zvysi poptdvka po produkci jednoho odvétvi. V naSem piikladu pfitom
vychazeji pfitom ndhodou pro vSechny tfi odvétvi témet identické hodnoty (1,012;
1,008; 1,011).

Jak je vidét, pomoci input-output analyzy je mozné odpovédét na rozlicné
ekonomické otazky. Vychozim bodem vSech téchto odpovédi je predpoklad
konstantni matice koeficientl. To znamena, Ze predchazejici vyrobky a primarni
vstupy v jednotlivych odvétvich budou nasazené ve stejnych pomérech nezavisle od
vyrobené¢ho mnozstvi.

Co se tyCe matematického apardtu, konkrétné maticového poctu, operace
s maticemi v prostiedi MS Excel jsou popsany v matematickém dodatku.

Shrnuti:

Prvni kapitola byla vénovana problematice Leontievovych input-output
modeli, které slouzi jako vhodny nastroj pro vyjadieni meziodvétvovych vztaht v
ekonomice. Pomoci bilan¢nich rovnic ¢i maticového poctu lze v zésadé tesit tfi
zdkladni typy uloh: jestlize zname celkovou produkci X, hleddme konecnou
spotfebu Y nebo naopak, pfipadné zname nékteré slozky vektoru celkové produkce
a nckteré slozky vektoru konecné spotieby a hledame zbylé z nich. Kapitola je
zakoncena ilustraci feSeni na ptikladu fiktivniho regionu.
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2. Podnikové bilan¢ni modely

Klicova slova: matice, meziodvetvové vztahy, podnik, vektor.

K nejcasteji vyuzivanym a rovnéz historicky nejstar§$im popisnym modelim
pouzivanym v ekonomii patfi input-output modely, jejichz pivodnim smyslem a
cilem bylo zobrazeni vztahli v reprodukénim procesu na narodohospodarské urovni,
viz kapitola 1. Matematicky formulované bilance sestavované pouze pro tyto ucely se
pak postupné zacaly vyuzivat také na podnikové urovni. Nyni je nedilnou soucasti
planovani a praxe podnik, viz (Gros, 1., 2003).

Pomoci podnikovych bilancnich modeli 1ze formalizovat na podnikové, ale
také vnitropodnikové Urovni rizné moznosti ¢i varianty zdkladnich materidlovych,
energetickych nebo hodnotovych vazeb a vztahi mezi prvky pfislusného
modelovaného systému. Jejich realizace je pak nutnou podminkou pro transformaci
vstupll na pozadované vystupy.

Podnikovych bilanéni modely se pak vyuzivaji pfedevSim v procesu
planovani. Umoznuji totiz algoritmizaci bilanénich propocti, které jsou nutné pro
tvorbu napft. planu distribuce, vyroby, zasobovani v podnicich ¢i operativniho rozpisu
vyrobnich tkolii. Bez nich neni mozné v podnicich, které pracuji se slozitymi
materidlovymi toky efektivné zpracovavat pozadované plany variantné a hledat tak
nejlepsi mozny zpiisob splnéni pozadavka trhu.

Potiebné bilance jsou zajistovany pomoci modernich informac¢nich systémi,
ale také jinymi prostiedky, a to napf. s vyuzitim sitové struktury. Matematicky
zapsané vazby mezi prvky modelovaného systému jsou piesto nutnym vychodiskem k
formulaci modelti pfisluSnych rozhodovacich situaci, a to zejména pii fizeni
hmotnych toktl, ale také hledani optimalnich feSeni. Bilan¢ni modely lze rovnéz
vyuzit pro ucely vyhodnoceni vlivu zmén napi. v materidlovych tocich na zplsob
transformace vstupii na vystupni veli¢iny.

Pokud vyjadiime bilanéni model ma ve formalizovaném tvaru, mé tento
podobu soustavy rovnic, a to obvykle linearnich. Cilem feSeni této soustavy je pak
nalezeni hodnot poZzadovanych proménnych za pomoci zadanych parametr. Proces
konstrukce bilan¢nich modelt je analogicky s obecnou metodologii védeckych metod
fizeni.

2.1. Identifikace prvka a vazeb podnikového bilan¢niho
modelu

Prvni faze feSeni podnikového bilan¢niho modelu spociva v identifikaci jeho
prvka. Do podnikovych bilan¢nich modelt vystupuji jako vstupni prvky jednotlivé
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vyrobky, polotovary, zpracované suroviny, paliva ¢i energie atd. V odborné literatute
se Casto pouziva pojem ,vyrobkové definované prvky“. V pifipadé rozsahlych
vyrobnich systémi ovSem u takto definovanych prvkll strm¢é nariista rozmeér
prislusnych modeltd. Napiiklad v piipadé stfedné¢ velké firmy s relativné pestrym
sortimentem muze dosdhnout pocet prvki az hodnoty nékolika tisic. V téchto
ptipadech se obcas vyuzivaji prvky, které vznikaji agregaci jednotlivych prvkia do
skupin, a to dle rozli¢nych kritérii.

V nésledujicim kroku je vhodné grafickou formou znazornit materialové, ale
také naptiklad energetické vazby mezi definovanymi prvky analyzovaného systému.
Moznym zdrojem pro konstrukci grafu jsou napiiklad technologické ptedpisy nebo
kusovniky pro vyrobu jednotlivych vyrobkd.

2.2. Definice proménnych a parametri podnikového
bilan¢niho modelu

V praktické aplikaci bilan¢nich modelti se obvykle pouzivaji pro stanovené
nebo vypocitané mnozstvi polotovari ¢i vyrobkd s ohledem na jejich rizné urceni
celkem tfi veli¢iny. Jedna se o:

a) produkei j-t€ho vyrobku y;, popfipad¢ polotovaru, ktery je urCen ke

spotfebé mimo bilancovany systém, u modelii podnikovych se pak jedna
predevsim o pozadavky zakaznik,

b) spotfebu i-t€ho vyrobku X; na vyrobu X, jednotek j-t¢ho vyrobku, pro i,

Jj=1,2,..., n, kde n je celkovy pocet bilancovanych polotovart a také vyrobki,

c) celkovou produkci j-teho vyrobku X;, a to bez ohledu na jeho dalsi

urceni.

V piipad¢ materidlovych vstupt se pak pouziva symbol S, , ktery piedstavuje
jejich hledané celkové mnozstvi potiebné ke splnéni pozadavkii zakaznik.

Klasicka podoba bilan¢nich modelt vyuziva pro formulaci zévislosti spotieby
i-t¢ého vyrobku na j-tém ptfedpokladu pifimé¢ Umérnosti ¢i zéavislosti na objemu
produkce j-t€ho vyrobku. Podobné Ize predpokladat piimou zavislost mezi spotfebou

i-t¢ho materidlového vstupu a vyrobou j-tého polotovaru ¢i vyrobku. Je mozné tedy
zapsat:

i = S 2.1)
e (2.2)
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kde a; jsou specifick¢ potieby i-t€ho polotovaru a s; specifické spotieby

materidlovych vstupt pro i = 1, 2,..., m, kde m je pocet bilancovanych materialovych
vstupl na jednotkové mnozstvi j-t¢ho polotovaru nebo vyrobku. Tyto potfeby pak
patii k rozhodujicim parametriim podnikového bilan¢niho modelu. Na jejich pfesnosti
pak zavisi také spravna funkce modelu. Obvykle jsou v podnicich jejich hodnoty
normovany pro dané planovaci obdobi.

2.3. Formulace podnikového bilan¢niho modelu a jeho
kvantifikace

Samotna formulace podnikového bilanéniho modelu je po zvladnuti
predchozich krokt relativné velice jednoduché a spoc¢iva ve dvou zakladnich etapéch.

V prvnim kroku je nutné formulovat model meziodvétvovych vztaht, jenz je
zalozen na pozadavku, aby se celkové mnozstvi vyrobenych vyrobkil rovnalo souctu
pozadavkl zakaznikli na jednotlivé vyrobky a jejich vlastni spotieby v modelovaném
podnikovém systému. Pti vyuziti definovanych symbolil v kapitole 2.2 pak bude mit
bilance k-tého vyrobku obecny tvar. Teoreticky lze predpoklddat, Ze by na kazdy
vyrobek mohly byt spotfebovavany vSechny vyrabéné vyrobky:

X = Xg + Xep +oec X, + Yy (2.3)
neboli po dosazeni za X; 1ze upravit na tvar:
X, = X +3,,X, +...+3a, X +VY,. (2.4)

Bilance mezivyrobkovych vztahi pro vSech n produkovanych vyrobki a
polotovarti ma potom tvar:

X =a X +a,X, +...+ a8, X, + Y,
X2 = a21x1 + 3.22X2 + ..+ aZan + y2!

X, =a X +a,X, +...+a,.X, +Y,. (2 5)

Ve druhém kroku je pak nutné sestavit bilancni model pro stanoveni
pozadované velikosti materidlovych vstupl pro p-tou surovinu:

S, =SuX 85X+t S X, (2.6)

Bilance vSech m materidlovych vstup je mozné formulovat jako soustavu
rovnic:
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S, = S X + S, X, + o+ S X

In“*n?

Sy = Sy Xy +SpX, + oot Sy X

2n"*n?

S = Sy Xy + S Xy F et Sy X, - 27

Pro samotnou préci s modelem i jeho pocitacové zpracovani je v§ak mnohem
vyhodnéj$i pouzivat maticovy zapis. Také pro jeho pocitatové zpracovani je
vhodné&jsi maticovy zapis obou ¢asti bilanéniho modelu. Oznac¢me tedy:

a) A ¢tvercovou matici typu (m, n), jenz je tvofena meérnymi spotfebami
polotovard a;. Z v€cné ndpln€ prvki matice je zfejmé, Ze vysoké procento
prvkll matice se mlze rovnat nule. Ne vSechny polotovary se totiz pouZzivaji

pro vyrobu jednotlivych vyrobkl. Pokud v podnikovém systému neexistuji
zpétné vazby, pak se bude jednat o matici trojuhelnikovou.

b) B matici typu (m, n), kterd je tvofena mérnymi spotiebami
materidlovych vstupl na jednotlivé vyrobky a polotovary s; .

c) x vektor celkovych produkei typu X; (n, [). Prvky vektoru mohou byt

v bilan¢nich modelech jen nezdporné.

d) v vektor celkovych produkci ur€enych pro spotiebu mimo modelovany
podnikovy systém typu (n, /), pficemz v nejobecnéj$im piipadé je mozné
prvky vektoru rozdélit na dvé samostatné Casti, a to na: produkci vEtsi nebo
rovnou nule, kterd je urcena pro dodavky mimo modelovany systém podniku
béhem dan¢ho planovaciho obdobi, ozname ji napf. y, a druhd ¢ast pak
pfedstavuje zmé&nu stavu zasob vyrobku, kter¢ ma podnik na sklad€ y,, , ktera
bude kladna v pfipad€ nutnosti vytvofeni kladné zasoby vyrobku pro piisti
obdobi anebo zaporna v piipad¢, kdy podnik v planovacim obdobi planuje
vyCerpat pro kryti potfeb napf. zdkaznikli zdsobu vytvofenou jizZ
v predchazejicim obdobi. V piipad¢, Ze bude ve sledovaném obdobi
spotfebovavana pouze jiz difive vytvofend zasoba, bude piislusnd hodnota
daného y vektoru zapornd. Mnozstvi vyrobku, které je tfeba vyrobit, se tak
sniZuje o jiZ vytvofenou zasobu.

e) s pak ptedstavuje vektor hledanych celkovych pozadavkid na
materidlové vstupy S, .

Model meziodvétvovych vyrobkovych vztahli je potom mozné zapsat pomoci
rovnice v maticovém tvaru:

X =Y+ AX, (2.8)
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kterou je mozné interpretovat tak, Ze celkova produkce vyrobku se rovna
produkci, kterd je uréend ke spotfebé mimo vlastni podnikovy modelovany systém,
ale také k vlastni spotieb¢ uvnitt modelovaného systému podniku. Model spotieby
energetickych a materidlovych vstupli pak mizeme zapsat rovnici:

B =s. 2.9)

Vyznamnou soucdasti pldnovaciho procesu v kazdém podniku je také ovéfeni
realnosti planu z hlediska dostupnych kapacit vyrobnich zafizeni, strojii nebo poctu
pracovni sily. Podnikovy bilan¢ni model je proto dopliiovan modelem kapacitnim.
Protoze ma tento model stejnou podobu, jako ma diive definovany model spotieby
materidlovych vstupt a lisi se pouze naplni proménnych modelu, je mozné jej zapsat
pfimo v maticovém tvaru:

Cx = f. (2.10)

kde C je obdelnikova matice typu (», n), kde r je pocet bilancovanych zatizeni, napf.
strojii atd., jejiz prvky t; i1=12,..,r jsou specifické spotfeby aparaturniho ¢asu
nejcastéji v hodinach na jednotku produkce vyrobki ¢i polotovart, fje vektor typu (7,
[) hledanych pozadavku na doby ¢innosti f; bilancovanych stroju ¢i linek.

2.4. Reseni podnikového bilanéniho modelu pomoci
maticového poctu

Pii feSeni sestavenych bilan¢nich modeli nejsou nutné Zadné specialni
znalosti matematiky. Presto ma feSeni téchto modeli sva specifika. Model
mezivyrobkovych vztahil, viz rovnice (2.8), predstavuje v prvni fazi vypoctu po
dosazeni hodnot @; soustavu n bilan¢nich rovnic o 2n neznamych X;a y;. V pfipadg,
ze lze v podnicich vyrabét na strojich ¢i zatizenich rizné vyrobky, maji jednozna¢nou
prioritu poZadavky zakaznikli. Za vychozi hodnoty jsou povazovany konkrétni
objednavky zékazniki, ptipadné predpovédi o vysi mozné poptavky po jednotlivych
vyrobcich. Ty pak tvofi zéklad pro stanoveni hodnot y,. Poté, co provedeme

zptesnéni poZadavkl stavem zdsob vyrobkl na skladé Y,;, je mozné kvantifikovat
vektor y. Cilem bilance je pak urcit, jaké mnozZstvi vyrobkll vyrdbét, aby byly
uspokojeny pozadavky zakazniki. Reenim rovnice (2.8) dostaneme:

1

x= E-A 'y, @2.11)

nebo také po dosazeni za: E— A .y ,

x=Uy, (2.12)
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kde E je jednotkova matice, U je pak Ctvercova inverzni matice k matice E— A -

Jeji prvky u;; pak predstavuji tzv. souhrnné mérn¢ spotfeby polotovari na jednotlive

vyrobky. Vypocet inverznich matic je popsan v Matematickém dodatku.

Bilanci spotfeby vstupli materiali 1ze upravit dosazenim odvozeného vyrazu
(2.10) do rovnice (2.9). Ziskame pak pozadavky na vstupy, a to ve tvaru funkce
pozadovanych vystupti:

1

s=B E—-A . (2.13)

Prvky matice V=B E-A - , které oznacime Vi » pak predstavuji uplné

meérné spotieby vstupt materidlii €i energie. Ty jsou pfepocteny na jednotlivé vyrobky
a polotovary. Podobné& je mozné upravit bilanci kapacit. Ziskame tak rovnici ve tvaru:

1

f-C E-Aly. (2.14)

Prvky matice W=C E-A ™, které oznadime W; , predstavuji Uplné mémné

spotieby Casu ¢innosti konkrétniho zatizeni na jednotlivé vyrobky a polotovary, které
se na nich vyrabéji.

Matice V'a W neni nutné pocitat, protoze hledané¢ pozadavky na vstupy je
mozné urCit ptimo podle vztahu (1.9) nebo (1.10), a to dosazenim vypoctenych
hodnot vektoru x.

Podnikovy bilan¢ni model je moZzné v souhrnném tvaru zapsat v nasledujici
podobé:

E-A ly=x,

1

BE-A y=s,
C E-A y=f,
Uy=x,
Vy=s,
Wy=f,

(2.15)

V nékterych ptipadech je mozné vyjit z celkové produkce, kterou je podnik
schopen v daném obdobi vyrobit. Vysledkem takovych propocti je potom bilance

mnozstvi vyrobk, které doda podnik zakaznikim z vlastni vyroby. Za hodnoty X; je
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mozné dosadit kapacity obvykle jednoucelovych vyrobnich linek. Hledané prvky
vektoru y potom ziskame upravou vyrazu (2.8) na tvar:

y=E-A X (2.16)

K problémim nedochdzi ani v pfipadech, kdy pii sestavovani bilance
vychdzime u skupiny hromadnych vyrobkl z kapacit a v pfipad¢ sériovych vyrobku
pak z pozadavki externich zédkazniki. Pro takovy piipad potom staci upravit model
meziodvétvovych vztahl nasledujicim zplisobem:

a) V prvnim kroku setfadime jednotlivé vyrobky ve vektorech x a y tak, ze
nejdiive budou fazeny vyrobky hromadné a po nich vyrobky sériové anebo
naopak. Podobnym zptusobem pak budou prvé sloupce a tadky matice 4
obsazeny hromadnymi vyrobky a dalSi sloupce a tadky potom vyrobky
sériovymi.

b) Ve druhém kroku pak matici 4 rozdélime na jednotlivé submatice a
vektory x a y tak, ze vytvoiime délici ¢ary mezi obéma skupinami vyrobku:

— % — Y1 — All Al2
SRR IR NI S

Indexy 1 v maticich a vektorech oznacuji vyrobky, u nichz se pfi bilancich
vychazi z kapacity zafizeni, a index 2 pak vyrobky, u nichz jsou
vychodiskem pozadavky zdkaznikd.

C) V poslednim kroku potom rozdélené vektory a matici z predchoziho
kroku dosadime do rovnice (2.8) a ziskame nasledujici vyraz:

R e
X2 y2 A21 AZZ XZ

Tento vyraz je zapisem dvou maticovych rovnic ve tvaru:

X = y1+A11X1+A12X21

(2.19)
X =Y, + A21X1 + Azzxz-

Jestlize vyfesime soustavu (2.19) podle Y, a X,, ziskdme odpovéd’ na to, kolik

musime celkem vyrobit vyrobkli druhé skupiny, abychom vyhovéli pozadavkim
zakaznikl, a také jaké mnozstvi budeme moci dodat zdkaznikim poZzadujicim
hromadn¢ vyrabéné vyrobky:
-1
X, = E-A, A% +Y,
Yi= E-AL X —AyX,.
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Ptipustime-li si, ze matice 4,; obsahuje mérné spotfeby vyrobki, jez jsou
vyrabény sériové na vyrobky vyrabéné v komunalnich procesech, je ziejmé, ze pfii
praktickych aplikacich je to Casto matice nulova. Diivodem je fakt, ze 1ze jen obtizné
takové ndvaznosti realizovat.

Bilan¢ni model je pak nutné upravit v podminkach, v ptipadé ze ve vyrobni
struktute podniku existuji takové druhy vyrob, kdy v jednom procesu vznika soucasné
vice nez jeden vyrobek.

Problém spociva v tom, ze jednotlivé sdruzené vyrobky jsou vyrdbény ve
vyrobnim procesu v né¢jakém jen obtizn¢ ovlivnitelném pomeéru. Navic neni jisté, ze
ve stejném poméru je vyrobce schopen je déale prodat zdkaznikim nebo nésledné
zpracovavat. Kdybychom vSechny sdruzené vyrobky zatadili do bilanéniho modelu,
vznikly by matematické problémy sjeho feSenim. Soucasti vypoltu a feSeni
bilan¢niho modelu je totiz vypocet inverzni matice. Ten je vSak mozny jen v ptipadé,
ze bilan¢ni rovnice jsou navzajem nezavislé.

Problém popsany v pfedchozim odstavci je pak mozné feSit napiiklad
nasledujicim zplsobem:

a) Zvolime jeden ze sdruzenych vyrobkil a oznacime jej za hlavni a ten
pak zatfadime do bilanéniho modelu mezivyrobkovych vztahil.

b) Pro tzv. vedlejsi vyrobky pak sestavime dvé zdkladni bilance. Prvni
z nich je urcena k vypoctu jejich mnozstvi, které vznikne pfi planované vyrobé
vyrobkd hlavnich. Druhd bilance pak slouzi pro bilanci jejich potfeby na
ostatni vyrobky v modelovaném podnikovém systému nebo pro kryti
pozadavkl zékazniku.

Postup je potom modelovan tak, Ze v matici B se vymezi pro kazdy vedlejsi
vyrobek dva samostatné radky:

a) Prvni tadek obsahuje ve sloupci, jez pfislusi hlavnimu vyrobku,
vytézek vedlejsiho vyrobku na jednotkové mnozstvi vyrobku hlavniho.

b) Druhy znich pak zahrnuje mémé spotfeby vedlejSitho vyrobku
pfepoctené na ostatni vyrobky podniku.

Vektor s po vypoctu bilance obsahuje pro vedlejsi vyrobek dveé hodnoty, prvni
z nich vyjadiuje celkovou produkci a druha pak sumu celkovych pozadavkl. Pokud se
tyto hodnoty nerovnaji, je nutné tento nesoulad fesit mimo bilan¢ni model.
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2.5. Reseni podnikového bilanéniho modelu v prostiedi
MS Excel

Vsechny vypocetni operace, které jsou nutné pro feSeni podnikového
bilanéniho modelu, Ize relativn¢ jednoduse a predevsim efektivné realizovat
v prostiedi tabulkovych procesorid. Pro jejich piehlednost a vybaveni potfebnymi
funkcemi jsou vyuzivany i1 podniky, které se vyznacuji Casto velmi slozitymi
strukturami materialovych tokl.. Nasledujici feSeny piiklad ilustruje vyuziti
tabulkového procesoru MS Excel verze 2010.

Reseny piiklad 2.1:

Cukrarna DIANA v Opavé se zabyva vyrobou zakuskl. Protoze se blizi
obdobi Vanoc, objednavky na zékusky se zvySuji. Podnik potiebuje zjistit, jaké
mnozstvi surovin bude potfebovat na uspokojeni veSkerych pozadavkl zikaznik.
Také se musi ovéfit, zda je mozné vyhovét viem zékaznikiim. Aby mohl byt splnén
tento pozadavek, musi podnik znat pozadavky zédkaznikl, mnoZstvi suroviny a ¢as
potfebny pro vyrobu zdkuskii. Pro ureni mnozstvi surovin vyuZzije cukrarna
podnikové bilancni modely. Konkrétné se jednd o vypocet celkové produkce v
podniku, bilanéniho modelu materidlovych vstupii a bilan¢niho modelu kapacit.

Jak bylo uvedeno v piedchozich podkapitolach, podnikovy bilanéni model
tvoii soustava linedrnich rovnic a jeho cilem je nalézt hodnoty pozadovanych veli¢in
ze zadanych parametrti. Prvky bilan¢niho modelu jsou jednotlivé vyrobky, polotovary
a suroviny. I pfesto, ze firma ma svou stavajici produkci, pfemysli, zda maze piijmout
objednavky od zékaznikli na vadnocni cukrovi. Pfi stavajicim vytiZeni strojii ma firma
k dispozici celkem 40 hodin prace tydné na kazdém stroji.

Cukrarna vyrabi tyto nasledujici produkty:
- §picky, vénecky, vanilkové rohlicky, parizské rohlicky a kokosky.
Slozeni jednotlivych produktl je néasledujici:

a) Na vyrobu 100 kust vénecki je potfeba 1900 ml mléka, 563 g masla,
400 g hladké mouky, 10 ks vajec, 125 ml rumu, 250 g cukru a 1 g vanilkového
cukru.

b) Na vyrobu 100 kust Spicek se spotiebuje 46 g masla, 91 g hladké
mouky, 320 g cukru, 280 g ¢okolady a 50 g vanilkového cukru.

c) Na vyrobu 100 kust vanilkovych rohli¢ku je potieba 250 g masla, 375
g hladké mouky, 88 g cukru a 1250 g ofechl.
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d) Vyroba 100 kust patizskych rohlickt vyzaduje 140 ml mléka, 278 g
masla, 12 g hladké mouky, 5 ks vajec, 395 g cukru, 150 g ¢okolady a 167 g
ofechd.

e) Na 100 kustu kokosek je potteba 10 ks vajec, 500 g cukru a 667 g
kokosu.

Oznaceni surovin, které cukrarna pouziva, je nasledujici:
mléko (v ml) = surovina S1

maslo (v g) = surovina S2

hladkd mouka (v g) = surovina S3
vejce (ks) = surovina S4

rum (v ml) = surovina S5

cukr (v g) = surovina S6

¢okolada (v g) = surovina S7
ofechy (v g) = surovina S8
vanilkovy cukr (v g) = surovina S9
kokos (v g) = surovina S10

MnozZstvi surovin potiebnych na vyrobu 100 kust jednotlivych zakuska
v prostiedi MS Excel je uvedeno na Obrazku 2.1.

, MnoZstvi surovin potfebnych na 100 kust jednotlivych vyrobk(

. mléko (ml) | maslo (g) |hladké mouka (g)| vejce (ks) [rum (dcl)| cukr (g) | okolada (g) |orechy (g)|vanilkovy cukr (g)kokos (g)
. vénecky 1900 563 400 10 1,25 250 0 0 1 0

- $picky 0 46 91 0 0 320 280 0 50 0

. vanilkové rohlicky 0 250 375 0 0 88 0 1250 1 0

e pafizské rohlitky 140 278 12 5 0 385 150 167 0 0

. kokosky 0 0 0 10 0 500 0 0 0 667

Obrazek 2.1: Mnozstvi surovin na 100 ks zakuski

Na Obrézku 2.2 je uvedeno mnozstvi ¢asu v minutach potiebné k vyrobé 100
ks jednotlivych produkti.
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Cas potiebny k vyrobé na jednotlivych zafizeni na 100 ks v minutéch:

Stroj 1 Stroj 2 Stroj 3 Stroj 4 Stroj 5 Celkem
vénecky 0 15 50 20 30 115
Spicky 10 20 45 60 35 170
vanilkové rohlicky 20 0 30 0 25 75
pafizské rohlicky 15 15 30 10 35 105
kokosky 0 20 20 0 20 60
Celkem 45 70 175 90 145 -

Obrazek 2.2: Cas v minutich potitebny k vyrobé 100 ks zakuski

Vyroba 100 kust véneckd trva celkem 115 minut, Spicky 170 minut,
vanilkové rohlicky 75 minut, pafizské rohlicky 105 minut a kokosky 60 minut.
Nejvice je vytizeny stroj €. 3, celkem na 175 minut. Naopak nejméné stroj ¢. 1, a to na
45 minut.

Pozadavky zékazniki v poslednim tydnu pfed Vanoci jsou uvedeny na
Obrazku 2.3.

A B
1
- Plan vyroby
2 Nazev vyrobku Pocet kusu
. vénecky 1000
- Spicky 1500
. vanilkové rohlicky 800
; parizské rohlicky 1000
- kokosky 2000

Obrazek 2.3: Pozadavky zakazniki v poslednim tydnu pied Vanoci

Nyni si definujeme proménné, se kterymi budeme v nasem piikladu pracovat:

y; = produkce j-t€ho vyrobku (polotovaru) ur¢eneho ke spotfebé mimo bilancovany

systém, predevsim tedy jde o pozadavky zakaznik,

X; = celkova produkce j-t¢ho vyrobku bez ohledu na jeho dalsi urceni,
X;; = spotfeba i-t¢ho vyrobku na vyrobu X; jednotek j-tého vyrobku,
S, = hledané mnozstvi potfebné pro splnéni pozadavkl zakaznikd,

a;, = specifické spotieby i-tého polotovaru,
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s; = specifické spotfeby materidlovych vstupi na jednotkové mnozstvi j-t¢ho

vyrobku.

V dalsim kroku provedeme matematickou formulaci podnikového bilan¢niho
modelu cukrarny. Za¢neme modelem mezivyrobkovych vztahii, nésledovat bude
model materidlovych vstupii a nakonec model kapacit, viz rovnice (2.15).

Pro nés konkrétni bilan¢ni model tedy sestavime soustavu rovnic.

Celkova produkce je v ptipadé cukrarny nasledujici:

X =Y,
X, = Yo
X; =Y, (2.21)
Xy =Y
X5 = Ys-

V rovnici (2.21) se vyskytuji pouze pozadavky zakaznikl y, protoze jednotlivé
vyrobky nejsou polotovarem pro dalsi vyrobu. Samotné vyrobky jsou vyrabény pouze
ze surovin, nikoliv z polotovari. Mizeme tedy za pravé strany rovnice pozadavky
zékaznika dle zadani.

x, =1000,
X, =1500,
x, =800, (2.22)
x, =1000,
x; = 2000.

Bilancni model materialovych vstupti mé pak podobu soustavy linedrnich
rovnic:

s, =1900x, +140x,,

S, = 563X, +46X, +250x%, + 278X,

s, =400x, +91x, +75x, +12X,,

s, =10x, +5x, +10x.,

s, =1,25x,

Sg = 250x%, +320x, +88x, + 395X, + 500X,
s, = 280x,150x,,

Sg =1250x%, +1767X,,

Sy = X, +50X, + X;,

S, = 667X..

(2.23)
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Vypocty v bilanénim modelu materidlovych vstupli jsou provedeny v
programu MS Excel 2010 pomoci matematické funkce SOUCIN.MATIC. V prvnim
kroku prepiSeme udaje o potfebé mnozstvi surovin na jednotlivé produkty do matice
B. V dalsim kroku zapiSeme vektor x, jehoz slozkami je pozadované mnozstvi
vyrobki. Jednotlivé slozky jsou vydélené stem, a to z toho divodu, ze potiebné
mnozstvi surovin je uvedeno na 100 kust. Nasledn¢ vypocteme vektor s, jehoz slozky
udavaji potiebné mnozstvi jednotlivych surovin. Vektor s se vypocita jako soucin
matice B s vektorem x. Samotny vypocet je zobrazen na Obrazku 2.4.

A B £ D E F G H [} J

. Matice B vektor x vektors
=SOUCIN.MATIC

3 1900 0 0 140 0 10 20400 (A2:E11;F2:F6)

3 563 46 250 278 0 15 11100

a 400 91 375 12 0 8 8485

s 10 0 0 5 10 10 350

5 1,25 0 0 0 0 20 12,5

5 250 320 88 395 500 21954

z 0 280 0 150 0 5700

: 0 0 1250 167 0 11670

@ 1 50 1 0 0 768

@ 0 0 0 0 667 13340

Obrazek 2.4: Bilan¢ni model materialovych vstupt

Bilan¢ni model kapacit ma opét podobu soustavy linearnich rovnic:

f, =15x, +50x, + 20X, +30x;,

f, =10x, +20x, +45x, + 60X, + 35X,

f, = 20x, +30x, + 25X, (2.24)
f, =15x, +15x, +30x, +10x, +35x,,

f, = 20x, + 20X, + 20x;.

A B C D E F G H 1 1
1
,  MaticeC vektor x vektor f -
=SOUCIN.MATIC
. 0 15 50 20 30 10 1425 (A:ET:E3:F7)
a 10 20 45 60 35 15 2060
: 20 0 30 0 25 8 940
5 15 15 30 10 35 10 1415
7 0 20 20 0 20 20 860

Obrazek 2.5: Bilan¢ni model kapacit

V dalsi fazi feSeni se tedy budeme vénovat vypoctim v bilanénim modelu
kapacit. Udaje o &asu potfebném k vyrob& na jednotlivych zafizenich zapiseme v
podobé matice C. Matici C nasledné vynasobime vektorem x, jehoz slozkami jsou
pozadovana mnozstvi vyrobkl. Vysledny vektor f udava potfebné mnozstvi ¢asu k
vyrobé& produktl na jednotlivych zatizenich v sekundach. Bilancni model kapacit je
zachycen na Obrazku 2.5.
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Po vypoctech vysly nésledujici vysledky:
a) Spotteba surovin:

- mléka 20,4 litra

-masla 11,1 kg

- hladké mouky 8,485 kg

- vajec 350 ks

-rumu 12,5 ml

- cukru 21, 954 kg

- ¢okolady 5,7 kg

- ofechu 11,67 kg

- vanilkového cukru 0,768 kg

- kokosu 13,34 kg

b) Stroje jsou vytiZeny takto:

- stroj 1 je vytizen 23,75 hodiny

- stroj 2 je vytiZzen 34,33 hodiny

- stroj 3 je vytiZzen 15,67 hodiny

- stroj 4 je vytiZzen 23,58 hodiny

- stroj 5 je vytiZzen 14,33 hodiny

Firma ke své obvyklé produkci mlze pfidat i objednavky na dal$i zékusky,

protoze kapacita stroji neni plné vycerpana. Nejvice je vytiZzen stroj 2, ale 1 na ném
jsou dostatecné rezervy.
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Shrnuti:

Druhd kapitola byla vénovéana problematice podnikovych bilan¢nich
modeldi, pomoci nichz formalizujeme na podnikové i1 vnitropodnikové turovni
varianty zakladnich materidlovych, energetickych nebo hodnotovych vazeb mezi
prvky modelovaného systému, jejichz realizace je podminkou pro transformaci
jeho vstupl na pozadované vystupy. Kromé definovani zakladnich pojma byly
popsany vSechny potfebné bilancni rovnice a vysvétlen také postup feSeni.
Kapitola je zakoncCena ilustraci feSeni na konkrétnim ptikladu z podnikatelské
praxe.
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3.Ulohy linearniho programovani

Klicova slova: dualni uloha, linedrni programovani, optiméalni feSeni, pfipustné feSeni,

Simplexové metoda

Linearni programovani (LP) lze povazovat za jednu z nejCastéjSich a také
nejuspésngji  aplikovanou matematickou metodou v ekonomii. Hovofime o
sofistikovanych matematickych metodach, k nimz je zapotiebi vyuzivat pocitace,
nikoliv trividlni matematické postupy, viz (Ivaniovd, Z. a Brezina 1., 1997) nebo

(Jablonsky, J., 2007).

Pti studiu tuloh linedrniho programovani nds budou zajimat pfedevsim
nasledujici otazky:

a) Jaké vlastnosti tloh linedrniho programovani lze vyuzit k vypoctim
feSeni, tj. optimalniho feseni tlohy linearniho programovani?

b) Za jakych podminek existuje piipustné fteSeni ulohy linearniho
programovani, resp. optimalni feSeni?

c) Jaka je struktura mnoziny vSech piipustnych feSeni, resp. vSech
optimalnich feseni ulohy linearniho programovani?

Komer¢ni softwary jsou dnes schopny fesit ulohy linedrniho programovani se
statisici proménnych a omezujicich podminek. Nicméné vypocet relevantnich feSeni
bez znalosti teorie linedrniho programovani je mozné jen stézi dovést k uspéSnému
konci. Totéz plati 1 pro feSeni uloh linearniho programovani v prostiedi MS Excel,
ktery budeme pouzivat. Za nejcastéjsi divody obtizi pii vypoctech lze povazovat:

a) Chyby ve formulaci modelu. Software napt. hlasi, ze tloha nema
pfipustné ani optimalni feSeni, 1 kdyZ modelovany ekonomicky systém realné
existuje. Prislusné feSeni by mélo existovat.

b) Dale se lze setkat s chybami pfi zavadéni dat do pocitate. Castou
chybou je napt. fakt, Zze Cislo je do pocitace v Excelu vlozeno ve formatu
textu. Tato drobnd chyba neni na prvni pohled patrna a zpiisobuje, Ze pocita¢
nic nevypocitd, ale ani nepoda informaci o typu chyby.

Vektorovy tvar tlohy linearniho programovani ve standardni formé Ize napsat
nasledovné:

"X — MAX (MIN), 3.1)

pii omezenich:
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Ax =D,

3.2
x=>0. (3-2)

3.1. Zékladni poymy linearniho programovani

Vtéto podkapitole budou analyzovany vlastnosti tUloh linearniho
programovani. Ozna¢me mnozinu vSech pfipustnych feSeni tulohy linedrniho
programovani symbolem X, tj.

X = Xe X,%X,...X, eR"|Ax=b,x>0 (3.3)

a mnozinu vSech optimalnich feSeni této ulohy, tj. mnozinu vSech
X= X, X, X, € X cR", kde ucelova funkce nabyva svého globalniho maxima

(minima), symbolem X.

Kazd4 uloha linedrniho programovani je z matematického pohledu zéroven
ulohou konvexniho programovéni, a proto plati, ze kazdy bod lokalniho maxima
(minima) je zaroven bodem globalniho maxima (minima). Jednozna¢nost optiméalniho
feSeni vSak podle neni zarucena, nebot’ linearni ucelova funkce (3.1) neni ani ryze
konvexni ani ryze konkavni.

Kazdy vektor X= X,X,,...,X, spliiujici omezujici podminky je pifipustnym

feSenim Ulohy linearniho programovani.

Sloupce matice 4 lze ozna¢it a*,a?,..,a", takZe matici 4 typu mxn lze

zapsat takto:
A=a',a’,..,a",. (3.4)

Podle pravidel maticového poctu je mozné zapsat soustavu rovnosti:
xa' +xa’ +..+xa" =h. (3.5)

Definice 3.1: Necht’ vSechny fadky v matici 4 typu mXn z (3.4) jsou linedrné

nezavislé. Reseni soustavy (3.2) majici nejvyse m kladnych slozek, které jsou
koeficienty u linearné nezavislych vektorti v kombinaci (3.5), se nazyva
zékladni feSeni neboli bazické feSeni soustavy (3.2). Zakladni feSeni, které¢ ma
pravé m kladnych slozek, se nazyva nedegenerované. Je-li kladnych slozek v
(3.5) méné nez m, nazyva se toto feSeni degenerovang.

Pozn. Soustava vektord je linearné nezavisla, jestlize Zadny z vektorli neni
linearni kombinaci ostatnich vektorii. Dale plati, Ze mezi m-Clennymi vektory muize
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byt nejvyse m linedrné nezavislych vektora. Jinak feceno, pokud ma soustava vice nez
m vektort, pak je linearn¢ zavisla.

Pro nalezeni optimalniho feSeni ulohy linedrniho programovani ma zéasadni
vyznam véta 3.1:

Véta 3.1: Ma-li uloha linearniho programovani (3.1) — (3.2) optimalni feSeni, je
mezi optimalnimi feSenimi také zakladni feSeni soustavy omezujicich
podminek (3.2).

Soustava omezujicich podminek (3.2) ma nejvyse C n,m =nl/ n—-m Im!
zakladnich teSeni. Tolika zplsoby je totiz mozné mezi n proménnymi X;,X,,..., X,
vybrat m moznosti na kladné slozky v zakladnim feSeni. V realnych ptipadech je
ovSem zakladnich feSeni podstatné méné, nez udava vyse uvedené kombinacni ¢islo
C n,m ,protoze ne kazdy vybér moznosti na kladné slozky, piedstavuje zakladni

feSeni.

Véta 3.1 umoziluje omezit se pii hledani optimalniho feSeni tlohy line4drniho
programovani pouze na zékladni feSeni, kterych je konecny pocet, zatimco
ptipustnych feSeni je obecné nekoneéné mnoho. Ve specidlnich pfipadech muze byt
mnozina ptipustnych feSeni také prazdnd, nebo v ptipadé kdy m = n mize obsahovat
jediny bod. V geometrickém znazornéni je mnoZzina piipustnych feSeni prinikem
poloprostori vymezenych nadrovinami omezujicich podminek. Jednd se tedy o
konvexni geometricky utvar nazyvany polytop. V pfipadé, Ze jde o omezenou
mnozinu, polytop se nazyva polyedr. Specidlnim piipadem polyedru v roviné R* je
pak konvexni mnohouhelnik. Nésledujici véta 3.2 charakterizuje mnoZinu vSech
piipustnych feSeni v uloze linedrniho programovani.

Véta 3.2: JestliZze je mnoZina ptipustnych feSeni X tlohy linearniho programovani
(3.1) — (3.2) omezend, potom X je mnozina vSech konvexnich kombinaci
utvotfenych ze vSech zakladnich feSeni. Je tedy konvexnim polyedrem.

ReSeny priklad:
Uvazujme nasledujici tlohu linedrniho programovani:
12x, +6x, - MAX,

pii omezenich:

8x, +4x, +2x, =40,
4%, +8x, +  2x, =44,
X, 20,%,>20,%,>0,x, >0.
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Naleznéte vSechna zakladni feSeni této tlohy.

Matice 4 je typu (2 x 4), tlohu linedrniho programovani mizeme zapsat
maticov¢ takto:

X
X
12,6,0,0 | ? |- MAX, (3.6)
X3
X4
pfi existenci omezeni:
X
8,4,2,0 || X, _ 40 | (3.7)
4,6,0,2 || x, | |44
R
x| [0]
BN (3.8)
Xy 0
X, O_

Ze sloupcti matice 4 pak lze sestavit C(4, 2)=6 dvojic sloupcty, proto tedy
existuje 6 potencialnich zakladnich feSeni, z nichz jsou 4 zakladni:

6 10 0 0
8

SO L VR L ISPU EEY PR I
0 0 18 40
0 11 0 44

Odpovidajici hodnoty tcelové funkce jsou:

c'x 1 =120,c'x 2 =120,c'x 3 =66,c"x 4 =0.

3.2. Formulace uloh linearniho programovani

vvvvvv

formulace matematického modelu problému a nasledné také formulace ekonomického
modelu feSeného problému. Predpokladejme, ze je definovan a verbalné popsan
ekonomicky model feSen¢ho problému. Kazdy takovyto ekonomicky model by mél
obsahovat definici procest, které¢ v daném systému probihaji, a také definici Ciniteld,
jez omezuji realizaci jednotlivych procesii a rovnéz definici cile optimalizace, viz
(Pelikan, J., 2001).
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Proces transformace informaci, které jsou souc¢asti ekonomického modelu, do
modelu matematického nemusi byt vzdy snadny. Abychom jej usnadnili, je vhodné
definovat jeho zakladni kroky:

1. Identifikace rozhodovacich proménnych X;.

Prvnim ptfedpokladem pro Gspésné sestaveni matematického modelu je urceni
poctu rozhodovacich proménnych a stanoveni jejich vyznamu. PfislusSné proménné
obvykle odpovidaji jednotlivym procestim, které probihaji v daném zkoumaném
systému. Pokud je procesem néjaka realna aktivita, pak vyjadiuje ptisluSna promeénna
intenzitu jejiho provadéni.

2. Definice optimaliza¢niho kritéria.

Ve druhém kroku je nutné sestavit ucelovou funkci, kterd je funkci
rozhodovacich proménnych.

3. Identifikace ¢initeld modelu.

Posledni krok pfi tvorbé matematického modelu spociva v identifikaci Cinitelt
modelu a jejich vyjadieni ve formé tzv. omezujicich podminek. Musime brat v tivahu
vSechny Cinitele. Protoze vysledky, které by tento model poskytoval, by mohly byt
realné nepouzitelné ¢i nesmyslné. Identifikace Cinitelt modelu zahrnuje také urceni
vztahli mezi jednotlivymi Ciniteli a procesy, a to ve form¢ strukturnich koeficientl
modelu, ale také urceni pravych stran omezujicich podminek.

3.3. Zakladni typy uloh linearniho programovani

V této podkapitole bude uveden ptehled zakladnich ¢i typickych uloh
linedrniho programovani, viz (Hilier, F. S. a Lieberman, G. J., 2004). Resené tlohy
1ze nalézt na nésledujicim odkazu: http://wwwl.osu.cz/studium/xmop1/priklady.htm.
Budou rovnéz uvedeny alternativy, co mohou piedstavovat v téchto twlohach
jednotlivé procesy, Cinitel¢, ale také jaky tvar mize mit optimalizacni kritérium.

1. Ulohy vyrobniho planovani

Ulohy vyrobniho planovani obvykle spo&ivaji v urdeni sortimentu vyroby
s tim, Ze je tfeba respektovat omezujici podminky jak na stran¢ vstupi, tak 1 na strané
vystupll. Cilem optimaliza¢ni tlohy pak mulze byt napf. maximalizace dosaZeného
zisku nebo minimalizace vynalozenych nékladt. Proménné v takovychto tlohach jsou
obvykle predstavovany objemem produkce jednotlivych vyrobkii. Mohou ale také
definovény jinak, napf. jako doba provozu vyrobniho zafizeni ¢i stroje, po které se
bude dany vyrobek vyrabét.

2. Ulohy finanéniho planovéni
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Ulohy finanéniho planovani, nékdy oznadované jako ulohy optimalizace
portfolia patii mezi obvykle vyuzivané typy finan¢nich uloh. Cilem téchto uloh je
urCit objem investic do jednotlivych investi¢nich variant, a to s cilem maximalizovat
ocekdvany vynos nebo minimalizovat riziko portfolia investi¢nich pftilezitosti.
Proménné v tomto modelu pfedstavuji objem investic. Omezujici podminky mohou
pak odpovidat investi¢ni strategii, kterd mize limitovat investice do jednotlivych typt
investi¢nich variant.

3. Nutri¢ni tilloha

Nutri¢ni ulohu lze formulovat naptiklad jako problém navrhu denni davky
vyzivy pro osobu. Do davky vyzivy je mozné zahrnout celou fadu slozek, z nichz
kazdd ma specifické slozeni z hlediska sledovanych vyzivovych latek (energie,
mineraly, bilkoviny, vitaminy atd.). Procesem je v této uloze pak otazka, zda a s jakou
intenzitou se dand komponenta do navrhu vyzivy zahrne. Proménné modelu budou
tedy odpovidat jednotlivym komponentdm. Jejich hodnoty pfedstavuji mnoZzstvi dané
komponenty pouzité v navrhu vyZivy. Omezujici podminky v této tloze zpravidla
vyjadiuji poZzadavky na dosazeni maximdlni ¢i minimalni Grovné danych vyzivovych
komponent. Cilem tlohy pak miiZze byt napf. minimalizace ceny denni davky vyzivy.

4. Planovani reklamy

Relativné cCasto pouzivanymi aplikacemi linedrniho programovéani jsou
aplikace marketingové. Jednou z takovych typickych uloh je rozlozeni rozpoctu na
reklamu do jednotlivych médii. Procesem v ulohach tohoto typu je rozdéleni reklamy
do urcitych médii, anebo v ramci konkrétniho média do konkrétniho ¢asu, dne v tydnu
atd. Proménné tedy jsou piedstavovany napf. poctem opakovani reklamy v daném
médiu. Omezujici podminky pak vychdzeji z omezeného rozpoctu, z definice cilové
skupiny, na kterou ma byt reklama primarné¢ zameétena atd. Cilem pak mize byt napt.
maximalizace vybranych medialnich charakteristik.

5. SmésSovaci tloha

SméSovaci tloha je obecné ulohou vytvofeni smési poZadovanych vlastnosti
s tim, Ze pro vytvofeni je moZné pouZit pfedlozenou nabidku komponent. Proménné
v uloze tohoto typu potom odpovidaji pouzitym komponentam a jejich hodnoty pak
objemu pouzitych komponent. Cilem ulohy mize byt napt. minimalizace nakladd na
vytvofeni poZadované smési. Nutricni Uloha, ktera je popsana v pfedchozim bodu,
muze byt povazovana za specidlni ulohu sméSovaci tlohy.

6. Uloha o dé&leni materialu

w7 w7

Podstata uloh o déleni materialu spociva v d€leni vétSich celkii na mensi ¢asti
takovym zplGsobem, aby byl minimalizovan odpad. Pfitom je nutné respektovat

~vr w7

poZadavky na pomér, ktery maji mit vzniklé menSi casti, kolik téchto Casti ma

w7 ow

maximalné ¢i minimalné vzniknout atd. Kazdy vétsi celek 1ze na mensi Casti roziezat
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celou fadou zpusobtli. Uloha o déleni materidlu mize byt jednorozmérnd, kdy déleni je
charakterizovano pouze jednim rozmérem nebo dvourozmérnd, kdy se z plochy
vyfezéavaji mensi dily. Jednorozmérna uloha vede na ulohu linearniho programovani.

vvvvvv

hodnoty proménnych budou udévat, kolikrat se dany zptsob déleni pouzije.
7. Distribucni tlohy

Vyznamnou skupinu tloh linedrniho programovani tvoifi tzv. distribucni
ulohy. V téchto ulohdch se jedna napiiklad o organizaci distribuce zbozi mezi
dodavateli a odbérateli. Tyto ulohy vSak maji v porovnani s pfedchazejicimi typy tloh
pon¢kud odlisnou strukturu.

3.4. Simplexova metoda

Simplexovou metodu je mozné definovat jako vypocetni postup pro nalezeni
optimalniho feSeni Ulohy linedrniho programovani, pokud ovSem takové feSeni
existuje, viz (Jablonsky, J., 2007). Poc¢ate€nim bodem tohoto vypocetniho postupu je
nalezeni vychoziho zakladniho feSeni ulohy linearniho programovani. V piipadé, ze
jiz je takové feSeni k dispozici, simplexova metoda v jednotlivych krocich vypocita
nové zakladni feSeni. Toto feSeni ma lepSi nebo alesponi stejnou hodnotou ucelové
funkce v pfipadé maximalizacni tlohy. U tloh minimalizac¢nich lze postupovat
analogicky. Po provedeni konecného poctu krokl vede tedy tento vypocetni postup
k nalezeni zakladniho feSeni, které odpovida nejlepsi hodnot¢ ticelové funkce nebo k
zavéru, ze takovéto feSeni neexistuje. Pfi nalezeni zékladniho feSeni se musi podle
zékladni véty linearniho programovani jednat o feSeni optimalni, viz véta 3.1.

Vypocetni postup pomoci simplexové metody je mozné rozdélit na dve faze:
a) nalezeni vychoziho zékladniho feseni,
b) iteracni postup, ktery vede k optimalizaci ucelové funkce.

V nékterych specidlnich pifipadech je nalezeni vychoziho zékladniho feSeni
natolik snadné, Ze 1. fazi vypoctu ani neni nutné provadét. V takovémto piipadé
hovotime o jednofazové simplexové metodé. Obecné nemusi byt vSak nalezeni
vychoziho zakladniho feSeni Glohy linearniho programovani snadné. Pak hovofime o
dvoufazové simplexové metode.

Zakladni myslenka simplexové metody je zndzornéna na obrazku 3.1, v némz
je mnozina piipustnych feSeni D znazornéna konvexnim mnohouhelnikem v roviné

R? . Jedna se o nasledujici ulohu linearniho programovani:

z=0x, +1x, > MAX, (3.8)
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pii existenci omezeni:

X= X,X, €D. (3.9)

Jednotlivé vrcholy x' mnohothelniku D pak piedstavuji zdkladni feseni ulohy
linedrniho programovani.

N
X, X A
X5 Rust
X4 hodnoty
ucelové
X3 funkce
Z=X2
X2
X=X’ X,")
X1

Obrazek 3.1: Grafické znazornéni zakladniho FeSeni tlohy linearniho programovani

Z ptedchoziho textu vyplyva, ze simplexovd metoda nemusi vzdy vést k
nalezeni optimalniho feSeni. Pokud totiz neexistuje ptfipustné feSeni, znamena to, zZe
zadané omezujici podminky jsou ve vzdjemném rozporu. Tento fakt je disledkem
Spatné specifikace modelu.

V piipadé, Ze zakladni piipustné feSeni ulohy existuje, kon¢i 1. faze
simplexové metody jeho nalezenim a dale pokracujeme 2. fazi. Jednd se tedy o
ptechod od zékladniho feSeni k takovému, které odpovidé nejlepsi hodnoté tcelové
funkece, tj. k optimalnimu feSeni. Ani takové optimalni feSeni nemusi existovat. Jedna
se napft. o ptipady, kdy je mnozina vSech pfipustnych feSeni neomezena nebo hodnota
ucelové funkce se zvySuje nade vSechny meze. Z praktického hlediska je tato situace
disledkem Spatné specifikace modelu, nicméné¢ obecné nastat muze. 2. faze
simplexové metody tuto problém indikuje a vypocetni algoritmus se tak zastavi.

Pti pfechodu na nové bazické feSeni ve 2. fazi simplexové metody se nemusi
vzdy zvySovat piipadné snizovat hodnota ucelové funkce. Jeji hodnota muze zlstat
stejnd. K tomu dochézi v situaci, kdy algoritmus narazi na tzv. degenerované zakladni
feSeni. Tato situace by vSak mohla vést k zacykleni vypoctu, kdybychom pfi
nezvySovani u€elové funkce po nckolika krocich dospéli ke stejnému zikladnimu
feSeni. Vlivem zaokrouhlovacich chyb v po¢itaci k tomuto stavu v praxi nedochézi.

ProtoZe je tento text urcen pro studenty obord spiSe ekonomického zaméteni a
jeho ukolem je uvést také praktické piiklady, nepovazujeme za nezbytné vysvétlovat
podrobny postup algoritmu simplexové metody. Studenty odkazujeme na bohatou
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literaturu, nebo internetové zdroje jako je napf.
http://www]1.osu.cz/studium/mopv2/simplex/. Dulezité je porozumét hlavni mysSlence
simplexové metody, a také ukazat jeji aplikace na ekonomické problémy, a to véetné
interpretace dosazenych vysledki. K tomu by mélo slouzit zvladnuti feseni tloh

linearniho programovéani pomoci nastroje Resitel v prostfedi MS Excel, viz posledni
podkapitola této kapitoly.
3.5. Dvoufazova simplexova metoda

V tomto odstavci podrobnéji popiSeme a na piikladu demonstrujeme postup
dvoufazové simplexové metody.

1. Faze:

Resime ulohu:

e'x = MIN, (3.10)
kde €' = 11,...,1,
a to ptfi omezenich:
AX+w=Dh, 3.11)
x=>0,w>0,

kdew= W, W,,...,W, jsou tzv. umélé proménné.

Jestlize pro optimélni feSeni plati e"'w=0, pak ziskdme piipustné zakladni
feseni jinym zptisobem. Jinymi slovy, pokud pro optimalni feSeni plati e"w> 0, pak
piipustné feseni neexistuje a dvoufazova simplexova metoda konci.

2. Faze:

V pfipadé, Ze 1. faze vypoctu skonci nalezenim vychoziho pfipustn¢ho
zékladniho feseni, fesi se v dalsim kroku ptivodni uloha:

e'x > MAX, (3.12)
pii omezenich:
f):) b, (3.13)

Ziskame optimalni bazické teSeni, nebo indikaci, Ze ucelova funkce je na
mnoZziné vSech ptipustnych feSeni shora neomezena. Jinymi slovy optimalni feSeni
ulohy neexistuje.
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Reseny piiklad:
Reste nasledujici ulohu linearniho programovani pomoci dvoufizové
simplexové metody.
3%, +2X, + X, &> MAX, (3.14)

pii omezenich:
2%, +3X, +6X; <6,

4x,+  +2x, <10, (3.15)
X >0, 1=12,3.

Reseni:

1. Faze feSeni:
w, +w, - MIN, (3.16)

pii omezenich:
2%, +3X, +6X;, +W, =6,
4x, +  +2X,+ +w, =10, (3.17)
X,W; 20, 1=123,j=12.
Optimalni zdkladni feSeni je vychozim pfipustnym zdkladnim feSenim pro 2.
fazi feSeni Glohy: X, X,,X;,W,,w, = 2,4;0;0,2;0;0

2. Faze teSeni:
3%, +2X, + X, &> MAX, (3.18)
pfi omezenich:
2%, +3X, +6X; <6,
4x, +  +2x, <10, (3.19)
X >0, i=123.

Optimalni zakladni feseni je nasledujici: X, X,, X, = 2,5;0,3;0 .

3.6. Dualita jako vztah mezi dvéma tlohami linedrniho
programovani

Ke kazdé uloze linedrniho programovani, ozna¢me ji jako ulohu primarni, lze
formulovat také ulohu dudalni. Vypoctené hodnoty téchto proménnych maji pro praxi
velky vyznam. Zaroven na zékladé formulace dudlni tlohy byl vyvinut tzv. dualni
algoritmus, kterého lze pouzit pti feSeni nékterych modelt rozhodovacich situaci, viz
(Wagner, H. M., 1969).

Vektorovy zapis primarni ulohy lze zapsat nasledujicim zptisobem:
c'x = MAX, (3.20)

pii omezenich:
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Ax <Db, x> 0. (3.21)

Ulohu oznacujeme jako primarni tlohu linearniho programovani. Lagrangian
k primarni uloze je podle definice:

F x,y =c'x+y" b—Ax . (3.22)
Kuhn-Tuckerovy podminky jsou pro tento Lagrangian nasledujici:

V,F X,y =b—Ax>20,x>20< Ax<Db,x>0. (3.23)
V,F x,y =c—Aly<0,y>0=A'y>cy>0.

Prvni Kuhn-Tuckerova podminka pfedstavuje omezujici podminky primarni
ulohy. Druhd Kuhn-Tuckerova podminka definuje omezujici podminky jiné tlohy
linedrniho programovéni, kterou nazyvame dudlni uloha linedrniho programovani.

Konkrétné jde o tlohu linearniho programovani s vektorem proménnych y € R™ :
b'y — MIN, (3.24)
pfi omezenich:
A'y>c,y>0. (3.25)

Dualitou se v ulohach linearniho programovani rozumi ptesné¢ definovany
vzajemny vztah mezi dvojici tloh linedrniho programovani.

Dulezita je skuteCnost, Zze dualita tloh (3.20), (3.21) a (3.24), (3.25) je
vzajemné symetrickym vztahem obou uloh linedrniho programovani. Proto se v této
souvislosti ¢asto pouziva pro dvojici uvedenych uloh linedrniho programovani termin
dvojice dualné sdruzenych tloh line4rniho programovani.

Formulace dudlni ulohy k tloze primarni zavisi na podobé primarni ulohy.
ZaleZi na tom, zda je primarni uloha v maticovém tvaru z Tabulky 3.1 nebo tvaru
obyc¢ejném z Tabulky 3.2 ¢i nikoliv Podle toho lze rozliSovat dva piipady, a to
soumérnou a nesoumérnou dualitu.

Soumérna dualita v podobe maticového zapisu:
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Primarni uloha Dualni uloha
Maximalizovat Minimalizovat
z=c"x f=b'y
Ax<b Aly>c
x>0 y=0

Tabulka 3.1: Definice soumérné duality v podobé maticového zapisu

Soumérna dualita v podob¢ maticového zapisu:

Primarni uloha Dualni uloha

Maximalizovat Minimalizovat
n m
Z=) CX f=>hy,
j=1 i=1

dax;<h,i=12...m | Yay >c,j=12..n
=1 i=1

X;20,j=12,..,n. y.>0,i=12,..,m.

Tabulka 3.2: Definice soumérné duality v podobé oby¢ejného zapisu

Z vyse uvedenych tabulek je zfejmé, ze dualni uloha mé jiny vektor
proménnych nez uloha primarni. Oznacili jsme jej y a jedna se o m-slozkovy vektor,
tj. vektor, ktery ma tolik slozek, kolik méla primarni tiloha vlastnich omezeni.

Transformace primarni ulohy na tlohu dualni probihé v nasledujicich krocich:
1. Maximaliza¢ni tloha se zméni na minimaliza¢ni, popt. naopak.

2. Ke kazdému vlastnimu omezeni primarni Ulohy pfifadime jednu dualni

proménnou Y;, i =1,2,...,ma také podminku Yy, >0.

3. Ke kazdé¢ proménné X; » j=12,...,n, primarni Ulohy pfifadime vlastni

omezeni dudlni ulohy.

4. Matice strukturnich koeficientli dualni ilohy je rovna transponované matici
téchto koeficientd primarni tlohy.

5. Koeficienty pravé strany dudlni tlohy jsou shodné s koeficienty tcelové
funkce primarni tlohy a naopak.

6. Vyznam nerovnosti vlastnich omezeni se u dudlni ulohy méni na opacny.

7. U soumérné duality byla v uloze s maximalizaci ucelové funkce vSechna
vlastni omezeni ve tvaru nerovnic s vyznamem nerovnosti ,, <.
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8. Pro vSechny proménné platily podminky nezapornosti.

Ptiklad formulace dualn¢ sdruzené ulohy k primarni uloze linearniho
programovani je uvedena v Tabulce 3.3.

Primarni uloha Dualni uloha
Maximalizovat Minimalizovat
z = 200x, +300x, f =250y, +90y, +50y,

0,8x, +0,2x, <250
0,4x, <90
0,1x, +0,1x, <50

0,8y, +0,1y, > 200
0,2y,+0,4y,+0,1y, 2300

>0,
X, >0, Yi
Y, 20,
X, >
Y, =0.

Tabulka 3.3: Pfiklad dudlné soumérné ulohy

Z Tabulky 3.3 vyplyva, ze:

1. Primarni uloha je ulohou maximalizacni, proto dudlni uloha je ulohou
minimalizac¢ni.

2. Primarni loha ma celkem dvé proménné X, X, .

3. Protoze primarni uloha méla tfi vlastni omezeni, md dudlni Uloha tfi

nezaporné proménné y;, Y,, Y.

4. Kazdé podmince nezapornosti primarni ulohy odpovidd jedno vlastni
omezeni Glohy dudlni.

5. Znak nerovnosti ve vlastnich omezenich se zménil z ,,>“ na ,,<*.

6. Cenové koeficienty z primarni uUlohy byly pfevedeny na pravé strany
vlastnich omezeni dualni ulohy a naopak. Pravé strany omezeni primarni
ulohy se staly koeficienty tcelové funkce tlohy dualni.

Pfi formulovani soumérné duality jsme wuvazovali model linedrniho
programovani pouze ve tvaru rovnic (3.20) a (3.21), viz Tabulka 3.1. V takové uloze s
maximalizaci ucelové funkce byla vSechna vlastni omezeni ve tvaru nerovnic se
znakem nerovnosti ,,<‘“ a pro vSechny proménné platily podminky nezapornosti. V
realnych ulohach lineadrniho programovani se vSak vyskytuji také jina vlastni omezeni
nez nerovnice uvedené v Tabulce 3.1 a vSechny proménné rovnéz nemusi byt v praxi
nezaporne.
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Pokud je v omezujicich podminkach nerovnice s opacnym znakem nerovnosti,
1ze ji snadno vynasobenim hodnotou ,,—1* pfevést do pozadovaného tvaru. Podivejme
se nyni blize na situaci, kdy se v primarni uloze bude vyskytovat vlastni omezeni ve
tvaru rovnosti. Sestaveni dudlni ulohy budeme demonstrovat na piikladu, kdy ve
vlastnim omezeni uvazujeme namisto nerovnosti ,,<“ rovnost ,,=*.

ReSeny piiklad:

V kozed€lném zavod¢ se vyrabéji tfi druhy vyrobkll (penézenky, rukavice a
brasny), na néz se spotiebovavaji dva druhy surovin (kazi), jejichz disponibilni
mnozstvi nelze zvysit nad udanou mez. NaSim ukolem je urcit vyrobni program pro
maximalni vysi zisku. K primarni tloze linedrniho programovani sestavte také ulohu
dudlni. Vstupni udaje jsou uvedeny v Tabulce 3.4.

A B C D E
1 Spotieba kize Disponibilni mnoZstvi
2 vm®na 1 ks wrobku kiize v m’
3 W1 W2 W3
4 Kize A 0,2 0 0,2 3000
g KiZe B 1] 0,25 0,3 4200
6§ Zisk z 1 ks vyrobku v EUR 12 11 26

Tabulka 3.4: Zadani alohy

Formulace primarni ulohy:
12x, +11x, + 26x, - MAX,

za podminek:

0,2x, + 0,2x, <3000,
0,25x, +0,3x, <4200,

X, =0,

X, 20,

X, >0

g3 = Y.

ProtoZe jde v piikladu o maximalizaci ucelové funkce, je tieba, aby vSechny
omezujici podminky byly nerovnice se znakem nerovnosti ,,<*“. Obé omezeni tento
pozadavek spliuji. Nyni pfistoupime k formulaci ulohy dualni. Obdrzime novou
ulohu:

3000, +4200u, — MIN,

za podminek:
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0,2u, >12,

0,25u, >11,
0,2u, +0,3u, > 26,
u, =0,
u, >0.

U omezujicich podminek typu ,,>“ a "=" je tfeba pomocnou proménnou k levé stran¢
nerovnice piipadné rovnice pfiCist. Pomocné proménné budou v takto ziskané
soustave rovnic zakladnimi proménnymi.

Ptiklad feSime standardn¢ simplexovou metodou. Vysledky feSeni primarni tlohy
jsou uvedeny v Tabulce 3.5.

Pole nazvi B C D E F G H |

1 S — V poslednim fadku Cisla v poslednim sloupci

2 Primarni uloha: zvolime to &islo, kieré je délime éisly v Kiicovém
nejmensf, zvolené dislo sloupci (nebereme v potaz
udava nas klicovy zaporna disla). Nejmensi

3 sloupec. vysledek podilu udava

4 X4 Xa Xs X4 X5 kli¢ovy fadek.

5 X4 1/5 0 1/5 1 0 3000 000

6 Xg 0] 1/4 3/10 0] 1 4200 14000 1. iterace

7 4 -12 -11 -26 0 0 0 XXX

3 X4 1/5 - 1/6 1] 1 2/3 200 1000

g X3 0 5/6 1 0 3 1/3 14000 XXX 2. iterace

10 Z -12 10 2/3 0 0 86  2/3 364000 XXX

1l x 1 - 5/6 0 5 3 1/3 1000

12 X3 0 5/6 1 0 3 1/3 14000 3. iterace

13 Z R\O 2/3 0 60 46 2/3 376000

Konéime s vypoctem,
protoZe v Z jsou pouze
kladna &isla.

Tabulka 3.5: ReSeni primarni @lohy

V casti simplexové tabulky obsahujici posledni iteraci vypoctu jedné ze sdruzenych
uloh je i feSeni dudlni ulohy. Postup je uveden v Tabulce 3.6.

45 Dudlni dloha:

18 Uy Uz Uz Ug Us Y1 Y2 Y3

19 Y1 1/5 0 -1 0 0 1 0 0 12

0 vy, 0 1/4 1 0 0 1 0 1

21 Ya 1/5 3/10 0 0 -1 0 0 1 26 L. iterace
22 w -3000 -4200 0 0 0 0 0 0 0

23 w 2/5 11/20 -1 -1 -1 0 0 0 49

24 Y1 1/5 0 -1 0 0 1 0 0 12

25 uy 0 1 0 4 0 0 4 0 44

26 ¥a 1/5 0 0 1 1/5 -1 0 -1 15 1 12 4/s 2.iterace
27 w -3000 0 0 -16800 0 0 16800 0 184800

28 w 2/5 0 -1 1 1/5 -1 0 -2 1/5 0 24 4/5

29 Y1 1/5 4] -1 0 0 1 0 0 12

30 uy 2/3 1 0 0 -3 1/3 0 0 3 173 86 2/3

31 uy 1/6 0 0 1 - 5/6 0 -1 5/6 10 2/3 3.iterace
32 w -200 0 0 0 -14000 0 0 14000 364000

33 w 1/5 0 -1 0 0 0 -1 -1 12

34 uy 1 0 == 0 0 5 0 0 60

35 uy 0 1 3 1/3 0 -3 1/3 -3 1/3 0 3 173 46 2/3 4. iterace
36 uy 0 0 5/6 1 - 5/6 - 5/6 -1 5/6 2/3

37 W 0 0 -1000 0 -14000 1000 0 14000 376000

Tabulka 3.6: ReSeni dualni ulohy
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Z Tabulky 3.5, ptesnéji z 3. iterace lze vycCist také optimalni feSeni dualni
Glohy u' = 60,140/3 . Ta je v poslednim fadku tabulky pod piidatnymi
proménnymi, jejichz koeficienty vytvofily jednotkovou matici 1. iterace. Hodnoty
ptidatnych proménnych lze zjistit rovnéz z posledniho tadku tabulky 3. iterace. Jsou
zapsany ve sloupcich piivodnich strukturnich proménnych u, =0, u, =2/3, u;, =0.

Ale také obracené lze z tabulky feSeni dualni ulohy zjistit feSeni ulohy
primarni. Tedy optimalni feSeni primarni TUlohy =z Tabulky 3.6 je
x' = 1000,0,1400,0,0 .

Ucelova funkce z primarni ulohy ma hodnotu:

z =12.1000+ 26.14000 = 376000.

Hodnota  ucelové  funkce zulohy dudlni md& pak  hodnotu:

z =3000.60+4200.140/ 3 =376000.

Strukturni dualni proménné mizeme interpretovat jako ocenéni jedné jednotky
kapacity ve vztahu k hodnoté ucelové funkce. Jedna se tedy o margindlni ocenéni
kapacit. Nékdy se strukturni dudlni proménné oznacuji jako stinové ceny. Hodnoty
dudlnich proménnych je tfeba uvazovat pouze v ramei urcitych intervali stability pro
hodnoty pravé strany b.

3.7. Vztah mezi primarni a dualni lohou linedrniho
programovani a ekonomicka interpretace duality

Hlavni vyznam duality spocivd ve vzajemnych vztazich, které plati mezi
primarni a dudlni lohou. Je moZzné je formulovat ve formé Sesti matematickych vét:

Véta 3.3: Dudlni tloha k dudlni uloze linearniho programovéani je tiloha primarni.

Véta 3.4: Maji-li obé ulohy, jak primarni tak dudlni, pfipustné feSeni, pak maji
také feSeni optimalni.

Véta 3.5: Je-li x libovolnym pfipustnym feSenim primarni tlohy a y libovolnym

ptipustnym feSenim dualni ulohy, pak plati ¢'x <b"y.

Véta 3.6: Plati-li c'x<b'y, pro pfipustna feSeni x a y, pak x je optimalnim

feSenim primarni ulohy a y je optimalnim feSenim dudlni ulohy.

Véta 3.7: Ma-li jedna z loh, at’ primarni ¢i dudlni, pfipustné feSeni, ale nema
feSeni optimalni, pak druha uloha nema Zadné piipustné fesent.
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Véta 3.8: Ma-li jedna z tloh optimalni feSeni, mé jej také druha uloha, pficemz
plati, ze hodnoty ucelovych funkci jsou stejné.

Ekonomické interpretace feSeni dualniho modelu je velmi tésn€ spojena
s interpretaci modelu primarniho. VSechny uvahy budeme demonstrovat na
konkrétnim pfikladu vyrobniho planovani, kterd byla feSena v podkapitole 3.6 a
zadana v Tabulce 3.4. Nejdtive si pfipomenme jednotlivé prvky primarniho modelu:

X, - mnozstvi kozedélného vyrobku penézenka,
X, - mnozstvi kozedéIného vyrobku rukavice,

X, - mnozstvi koZzedélného vyrobku brasna,

Z - celkovy zisk =376 000,

b, - disponibilni kapacita kiize A = 3000,

b, - disponibilni kapacita kuze B = 4200,

X" - optimalni vyrobni program (vektor), X = 1000,0,1400 .

Oznaéme Y* optimalni feSeni dudlni ulohy. Z pfedchoziho vypoétu jsme
zjistili, ze:

y*= 60,140/3 .

Podle hlavni véty o dualité plati:

z=c'x=b"y, tedy:

z =3000.60+4200.140/ 3=376000.

Jinymi slovy, celkovy zisk z produkce lze vyjadfit také jako soucin kapacit
jednotlivych vyuzivanych zdroji a hodnot dualnich proménnych. Dudlni proménné je
tedy mozné interpretovat jako ocenéni jednotky piislusSného vyuzivaného zdroje. Jde
vSak pouze o takzvané marginalni ocenéni piislusnych disponibilnich kapacit. Jinak
feceno, jedna se tedy o nejvyssi cenu jednotky vyuzitého zdroje, za kterou se jesté
firmé vyplati nakoupit pfislusny zdroj, protoze pfiriistek ucelové funkce, v naSem
ptipadé¢ zisku, je pak vyssi. Pokud je skutecnd cena jednotky takového zdroje mensi,
neZ je hodnota marginalniho ocenéni, vyplati se firmé rozsitit vyrobu nakupem tohoto
zdroje.

Hodnota duélniho neboli téZ marginalniho ocenéni se obvykle nazyva stinova
cena Ci anglicky shadow price nebo také ndklady obétované pftilezitosti ¢i anglicky
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opportunity costs. Z téchto divodi ma také nevycerpany zdroj nulovou hodnotu
duélni proménné, protoze jeho navysSeni o jednotku nepfispéje ke zvyseni hodnoty
zisku.

Naptiklad jednotka 1. zdroje (kiize A) se podili na celkovém zisku hodnotou
60 EUR. Kdyby byla hodnota y, = 0 (ve skute¢nosti ma vSak hodnotu 140/3)

znamenalo by to, ze se 2. zdroj (kiize B) na zisku pfimo nepodili. Tento zdroj by
nebyl vyuzit, a tudiz jeho zvySeni o jednotku by nezptsobilo zvyseni hodnoty ucelové
funkce.

Obecné lze znalost hodnot dudlnich proménnych vyuzit pii hleddni odpovédi
na otazky tohoto typu: ,,Jak se zméni hodnota ucelové funkce, v naSem ptipad¢ zisk,
jestlize se kapacita kiize A zvysi o jednotku?* Odpovéd’ je nésledujici: zméni se prave
o hodnotu pfislusné dudlni proménné, v nasem piipadé¢ o y, = 60. Kdyby byla
teoreticky hodnota y,= 0, zména kapacit u tohoto zdroje (kiize B) by neméla na

vysledny zisk Zadny vliv. Nabizi se vSak otdzka, ze kdyby kapacita tohoto zdroje
(ktize B) vyrazné poklesla, stal by se pak tento zdroj nedostatkovym, a to by jisté
mélo vliv na celkovy dosaZzeny zisk. Jinak feceno, znamend to, ze hodnoty dudlnich
proménnych je nutné uvazovat pouze v ramci urcitych intervali stability pro kapacity
jednotlivych zdroji. Obecné lze fici pro hodnoty pravych stran vlastnich omezeni.

Podle hlavni véty o dualité plati pro nas ptiklad:
*=c' x*=h'y*
7* = 3000.60+4200.140 / 3=376000.

Souhrnné 1ze konstatovat, Ze pokud je skutecna cena jedné jednotky zdroje
mensi, nez je jeji cena stinova, vyplati se rozSifit vyrobu nakupem pravé tohoto
zdroje. Stinovd cena pak pfedstavuje ndklady obétované prileZitosti. Pficemz
nevycerpany zdroj ma potom také nulovou hodnotu duélni proménné neboli nulovou
stinovou cenu. ZvySeni tohoto zdroje o jednotku proto nezplsobi zvyseni celkového
dosazeného zisku.

3.8. Reseni optimaliza¢nich tloh v prostiedi MS Excel

Ulohy linearniho programovani lze také feSit v prostfedi nejriizn&jsich
softwarovych produktii. Lze vyuzit jak tabulkové kalkulatory, napt. MS Excel, ale
také jiné typy produkti, které jsou specidlné zaméteny na feSeni uloh matematického
programovani jako je WinQSB ¢i Xpress IVE. V neposledni fad¢ je mozné vyuzit
programovou podporu CAS produkt, k nimz patii Maple, Mathlab ¢i Mathematica.

V praxi se nejcastéji vyuzivaji tabulkové kalkulatory. Optimaliza¢ni moduly
v tabulkovych kalkulatorech, které naleznete ve vSech obvykle pouZivanych verzich,
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jsou v zasad¢ totozné. Z tohoto diivodu se zaméiime se na praci s nejpouzivanéjSim
z nich, a to s nastrojem fesitel v prostedi tabulkového kalkuldtoru MS Excel, ktery se
v praxi vyuziva nejcastéji. Nastroj fesitel je urcen pro feseni vétSiny standardnich uloh
matematického programovani. S jeho pomoci je tedy mozné fesit jak linearni, ale také
nelinearni optimaliza¢ni ulohy. V tomto textu se vSak zaméfime pfedevSim na ulohy
linedrniho programovani, které lze v prostfedi MS Excel rozsifit o n€které¢ dalsi
moznosti.

Jednou z moznosti rozSifeni je moznost feSeni tuloh s podminkami
celociselnosti, kdy nékteré nebo vSechny proménné feSeného modelu mohou byt
definovany jako celociselné proménné. Moznosti feSeni tloh vétSich rozméra jsou
v prosttedi MS Excel pomémé vyrazné ohraniené. Proménnych i omezujicich
podminek miize byt v modelu matematického programovani nejvyse né€kolik stovek.
Pro ucely feSeni Uloh v tomto textu je to vSak plné dostacujici. V praxi se vSak fesi
ulohy linedrnitho 1 nelinearniho programovani o rozsahu nékolika miliont
proménnych a také omezujicich podminek. K témto uceliim uz samoziejmé MS Excel
vyuzit nelze. Je nutné pouzit specializovany software.

Programovy produkt MS Excel je v Ceské republice rozsifen predevsim
v ¢eské verzi. V nékterych firmach je mozné se setkat rovnéZz s verzi anglickou.
Z téchto divodli budeme v nasledujicim vykladu primarné uvazovat ¢eskou verzi a
pro eventudlni uzivatele verze anglické budeme také uvadét soucasné anglické
ekvivalenty pouzivanych termind. Pro ilustraci feSeni Ulohy linearniho programovani
v prostiedi tabulkového kalkulatoru MS Excel vyuzijeme nésledujici piiklad ulohy
linearniho programovani, tzv. nutri¢ni ¢i vyzivovaci problém, viz kapitola 3.3.

ReSeny priklad:

Denni davka vyZzivy pro skupinu dospivajicich déti ve v€ku 13-15 let na letnim
tabotfe by méla mit energetickou hodnotu v rozmezi od 15000 do 20000 kJ, a méla by
obsahovat minimalné 80 g proteini, 15 mg vapniku a 10000 jednotek vitaminu C. Pro
zabezpeceni uvedenych pozadavki mame k dispozici celkem osm zékladnich druhti
potravin. Pfesné sloZeni téchto potravin z hlediska pouzivanych komponent, které je
vzdy uvadéno na 100 g dané potraviny, a jejich cena v K¢ za 100 g je uvedena
v tabulce 3.7. V denni davce vyzivy miiZeme pfitom spotfebovavat minimalné 100 g a
maximalné 400 g kazdé potraviny.

Cilem nasi ulohy je nalezeni takové skladby vyZivy, kterd bude vzdy
v souladu s vySe uvedenymi pozadavky a zdroven bude pokud mozno nejlevngjsi.
V matematickém modelu ulohy linearniho programovani bude tedy celkem osm
proménnych, které budou vyjadfovat mnozstvi jednotlivych potravin ve stovkach
graml v navrzené denni davce vyzivy dospivajicich déti. Kazda z proménnych bude
omezena zdola i shora. Vime, ze maximalni mnozstvi kazdé potraviny je 400 g a
minimalni mnozstvi je 100 g. Kazd¢ jednotlivé komponenté¢ vyzivy bude piitom
odpovidat jedna omezujici podminka, ktera zabezpeci naplnéni pozadavkli ze zadani.
Vyjimkou je energeticka hodnota, kde budou tyto podminky dv¢.
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Energeticka Proteiny Vapnik Vitamin C Cena

hodnota kJ g mg mg K¢
Hovézi maso 1200 18,4 3,1 20 12
Maslo 3000 0,6 0,2 2500 11,2
Pecivo 1160 7,2 0,8 0 1,5
Brambory 300 1,6 0,6 40 0,7
Ovoce 240 0 0,5 60 1,8
Taveny syr 1260 31,2 0,6 1100 10,6
Kute 650 20,2 1,5 0 6,5
Ovocny jogurt 450 7 0,2 260 3,2

Tabulka 3.7: Vstupni idaje pro tlohu linearniho prohramovani - nutri¢ni problém

Matematicky model ulohy Ize zapsat ve tvaru:
12x, +11,2x, +1,5%, +0, 7X, +1,8%, +10,6X, +6,5X; +3,2%, — MIN
Za podminek:

1200x, +3000x, +1160x, +300x, + 240X, +1260X, + 650X, +450x, >15000
1200x; +3000x, +1160x, +300x, + 240X, +1260x, + 650X, +450%, < 20000

18,4x, +0,6X, +7,2X, +1,6X, + 31,2x, + 20,2x, +7,0%;, >80
3,1x, +0,2x, +0,8x, +0,6x, +0,5%, +0,6x, +1,5%, +0,2X, >15
20x, +2500x, + 40x, +60x; +1100x, + 260x, >10000

1<x <4, kdei=12,..,8.

Pt1 tfeSeni konkrétni optimaliza¢ni ulohy matematického programovani v MS
Excel je nutné nejprve ptipravit vstupni data Glohy v tabulce. Uspotadani této tabulky
muze byt vpodstaté¢ libovolné, je vSak nutné dodrzet jistd pravidla, ktera
optimaliza¢ni modul vyzaduje. V Tabulce 3.8 je uveden piiklad, jak mohou byt
vstupni data vySe uvedeného ptikladu v tabulce Excelu rozvrzena. VétSina koeficientd
v Tabulce 3.8 jsou pfimo zadané numerické hodnoty. V nasi tloze jde o koeficienty,
které popisuji sloZzeni jednotlivych potravin (blok B3:E10), jejich cena (F3:F10),
minimalni a maximalni poZadavky na jednotlivé komponenty (B13:E14) a také dolni
a horni meze pro pouZiti jednotlivych potravin (C18:C19). V matematickém modelu
nasi nutricni Ulohy linearniho programovani bylo definovano celkem osm
proménnych. V tabulkovém procesoru jsou tyto proménné oznaceny v bloku H3:H10
a kazdé z téchto proménnych je pfifazena pocatecni hodnota 0.
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A B C D E F G H

1 Energeticka Proteiny g Vapnilk  Vitamin C Cena K& Denni davika
2 hodnota kJ mg mg x 100g

3 Howvéz maso 1200 184 3.1 20 12 0

4 Maslo 3000 0.6 0.2 2500 112 0

5 Pecivo 1160 7.2 0.8 0 1.5 0

& Brambory 300 1.6 0.6 40 0.7 0

7 Ovoce 240 0 0.5 60 1.8 0

8 Taveny svr 1260 31.2 0.6 1100 10,6 0

9 Kufe 650 202 1.5 0 6.5 0

10 Ovocny jogurt 450 7 0.2 260 32 0

11

12 Poidavicy

13 1min 15000 80 15 10000 Cena denni davicy v K¢
14 max 20000 XX XX XX

iz navrh 0 0 0 0 0

=
=]

=
-l

Pouziti potravin ve 100 g

=
(=]

min 1

max 4 | I
L]

Tabulka 3.8: Vstupni tidaje pro tlohu linearniho prohramovani - MS Excel

e
[ Y]

Aby bylo mozné v prostfedi tabulkového procesoru zapsat jednotlivé
omezujici podminky, je nutné nejprve zapsat jejich levou stranu. Tu pak porovname
s konstantami na pravé strané. Prvni omezujici podminka naSeho pftikladu, tj.
energetickd hodnota:

1200, +3000X, +1160X, +300x, + 240x, +1260X, -+ 650X, +450x, >15000

Na levé stran¢ tohoto omezeni je skalarni soucin vektoru strukturnich
koeficientt, jeZ vyjadiuji energetickou hodnotu na 100 g jednotlivych potravin, a
vektoru proménnych modelu. V tabulkovém procesoru v Tabulce 3.8 se jedna o
skalarni soucin vektoru, ktery je umistén v bloku B3:B10 s vektorem v bloku H3:H10.
V prosttedi MS Excel lze pro vypocet skalarniho soucinu vyuzit matematickou
funkci. V Geské verzi MS Excel se jedna o funkci SOUCIN.SKALARNI (a; b),
v anglické verzi MS Excel je to pak funkce SUMPRODUCT(a, b), kde a, b jsou bloky
obsahujici vektory, pro které musime vypocitat skalarni sou€in. Pro vySe uvedené
omezeni bude tedy leva strana omezujici podminky vyjadfena jako =SOUCIN.
SKALARNTI (B3:B10;H3:H10). Tento vzorec je v tabulkovém procesoru v Tabulce
3.8 umistén v bunce B15. Podobné v buiikach C15, D15 a E15 jsou vypocitany
skalarni souciny vyjadiujici levé strany zbyvajicich omezujicich podminek, tj. bilance
proteini, vapniku a vitaminu C. Vzorce, které jsou zapsany v buiikach B15, C15, D15
a E15, ukazuje ptehledné nésledujici Tabulka 3.10.
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Omezujici podminka buiika vZorec
Energetick4 hodnota B15 |=SOUCIN.SKALARNI(B3:B10;H3:H10)
Proteiny C15 |=SOUCIN.SKALARNI(C3:C10;H3:H10)
Vépnik D15 |=SOUCIN.SKALARNI(D3:D10;H3:H10)
Vitamin C E15 |=SOUCIN.SKALARNI(E3:E10;H3:H10)

Tabulka 3.9: Zapis omezujicich podminek v tabulkovém procesoru

Poslednim krokem pii pfipravé vstupnich dat v prostfedi tabulkového
procesoru je definice optimalizacniho kritéria, tedy ucelové funkce. Toto
optimalizacni kritérium je nutné zapsat také ve tvaru vzorce a umistit jej do nékteré
z bunék. V nasem piipad¢ je ucelova funkce vyjadiena jako skalarni soucin vektoru
cenovych koeficientil, viz blok F3:F10, s vektorem proménnych, viz blok H3:H10.
Tento sougin lze zapsat pomoci funkce = SOUCIN. SKALARNI (F3:F10;H3:H10). V
Tabulce 3.8 je tento vzorec umistén v bunice H15.

Poté, co je ukoncena pfiprava vstupnich dat, je mozné aktivovat vlastni
optimalizacni modul tabulkového procesoru MS Excel. V prostfedi MS Excel je nutné
zvolit v menu Ndstroje-Resitel, anglicky Tools-Solver. V piipadé, Ze se polozka
Resitel v menu Ndstroje automaticky nevyskytuje, pak je nutné aktivovat doplndk
Resitel zmenu Ndstroje-Doplitky. Ve verzi MS Excel 2010 se nastroj Resitel
doinstaluje tak, ze po kliknuti tlacitka Soubor zvolite polozku Moznosti, poté vyberete
Dopliiky a nakonec zvolite nabidku Resitel kliknutim na tlacitko Prejit nikoli OK.
Resitele pak naleznete v hlavnim menu v zéalozce Data a Analyzy.

Po spusténi Resitele, je tieba v dialogovém okné Parametry resitele, které je
uzivateli zobrazeno, specifikovat vSechny podstatné informace.

Ukéazka dialogového okna pro nas piiklad je na Obrazku 3.2. Parametry
Resitele musime zadat v souladu s matematickou formulaci modelu. Postup lze
podrobné popsat nasledovné:

a) Kritérium optimality, tedy Nastavit cil, anglicky Set cell. Jedna se o
buiiku obsahujici vzorec, jejiz hodnota se bude optimalizovat. V nasi uloze je
optimalizacni kritérium obsaZzeno v bunce H15.

b) Charakter kritéria optimality, tj. Na: Max, Min, Hodnota, anglicky
Equal to: Max, Min, Value. UrCujeme, zda se jedna o maximalizaci nebo
minimalizaci u€elové funkce anebo o feSeni Ulohy, ve které je cilem nalezeni
pozadované urovné kritéria. K dispozici jsou v MS Excel nasledujici tfi
moznosti: maximalizace kritéria (Max), minimalizace kritéria (Min), coZ
odpovida nasi loze, nebo dosazeni cilové hodnoty (Hodnota). Pfi této volbé
je nutné dale zadat také cilovou hodnotu (Hodnota).
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c) Oblast proménnych bunck modelu, tj. ménéné buiky, anglicky
Changing cells. Na Obrazku 3.2 se jednd o oblast H3:H10.

Parametry Resitele ﬁ

Mastavit al: £
Ma: () Max @ Min (7} Hodnota: o

Ma zakladé zmény proménnych bunék:

SHS3:5H510

Omezujici podminky:

SB515 <= 5BS14 & =
SB515:8E515 »= SB513:8E513 [ Fiidat ]
SH53:8H510 <= %C519
SHE3:8HS10 == SCS18 I Zménit ]
’ Qdstranit ]
I Vynulovat vie ]
- I Madist nebo ulogit ]

[] Mastavit proménné bez omezujicich podminek jako nezaporné

Vyberte metodu reseni: Simplex LP |z| I MoZnost ]

Metoda Feseni

Modul GRG Monlinear vyberte pro hladké nelinearni problémy Reditele, Modul LP Simplex zvolte pro
linearni problémy Resitele a modul Evolutionary pro nehladkeé problémy Resitele,

T
m
Y

I+

I MNapovéda ] l I Zavfit

Obrazek 3.2: Parametry reSeitele - MS Excel verze 2010

d) Omezujici podminky, anglicky Subject to the constraints.

Pti zadani nové ulohy nebo upravé jiz diive zadaného omezeni je nutné urcit
celkem tfi poloZky:

1. Adresu bunky obsahujici vzorec, anglicky Cell reference, jehoz
vysledek musi byt mensi, vétsi nebo roven stanovené omezujici hodnot¢; tento
vzorec obsahuje obvykle proménné modelu v podobé odkazii na bunky
obsahujici proménné anebo se muZe jednat pfimo o bunku, kterd
obsahuje proménnou. Na Obrazku 3.2 se konkrétné jedna o burnky v blocich
B15:E15 a H3:H10, coz je vlastn¢ blok proménnych.
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2. Typ omezeni, coZ je jedna z moznosti ,,<, =, = celé, tj. podminka
celocCiselnosti nebo bindrni, tj. podminka, Ze proménné budou nabyvat pouze
hodnotu 0 nebo 1.

3. Omezujici hodnotu, anglicky Constraint, jez miize byt reprezentovana
bunikou obsahujici numerickou hodnotu nebo se mlize jednat o konstantu. Na
Obrazku 3.2 jsou tyto hodnoty vlozeny postupné do bunky B14, do bloku
bunék B13:E13 a bun¢k C18 a C19.

Dialogové okno, které se zobrazi pfi postupném piidavani nebo dodate¢né
upravé omezujicich podminek, je zobrazeno na Obrazku 3.3.

'l N
Zménit cmezujici podminku @
Odkaz na buriku: Omezujic podminka:
B§15:4E615 5| >= |=] |®s13:6e813 3
= -
i ]
celé
. binarni

Obrazek 3.3: Zadavani omezujicich podminek - MS Excel verze 2010

Omezujici podminky je mozné definovat bud’to samostatn¢, nebo jako blok.
Pokud jsou definovany jako blok, pak vSechny buiky tohoto bloku musi spliovat
jednu z relaci ,,<%, ,>* nebo ,,=*“. Pii definici omezujicich podminek v bloku miize byt

prava strana omezeni zapsana také jako blok bunék. V ptipadé, Ze je na pravé strané
stejna hodnota, napt. 10, staci vlozit tuto jedinou hodnotu.

Pokud by bylo nutné doplnit soustavu omezujicich podminek o podminky
celoCiselnosti pro vSechny proménné, staci tuto soustavu rozsifit o omezeni ve tvaru
H3.HI10 ,,celé*. Omezujici podminka se v tomto pfipadé pochopitelné neuvadi. Pfi
feSeni konkrétni optimaliza¢ni ulohy je dlleZité nastaveni urCitych parametra
Resitele. Toto nastaveni se provadi pomoci polozky Moznosti, anglicky Options, ktera
je soucasti okna Moznosti reSitele. Po aktivaci této polozky je zobrazeno dialogové
okno Moznosti resitele, viz Obrazek 3.4. Z uzivatelského hlediska je dilezité popsat
pouze vybrané polozky, které jsou uvedeny v tomto dialogovém okn¢.
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MoZnosti ' [ ? ﬁ]

VZechny metody | GRG Nonlinear | Evolutionary l

PFesnost omezujici podminky: 0,000001

[ Pougit automaticke méfitko
[ zobrazovat wysledky iteraci
BeZeni s celofiselnymi omezujicimi poedminkami
[ 1gnorovat celoéiselné omezujici podminky
Optimalita celych cizel (%): 1
Omezeni feseni
Maximalni cas (sekundy):
lterace:
Modul Evolutionary a celociselné omezujici podminky:
Maximalni pocet diléich problémi:

Maximalni pocet vhodnych feseni:

Ok Storno

Obrazek 3.4: MozZnosti ireSitele - MS Excel verze 2010

Ukazka dialogového okna je na Obrazku 3.4. MozZnosti feSitele podrobnéji
popiSeme:

1. Maximalni cas zpracovani, anglicky Max time. Jednad se o hodnotu v
sekundach, po jejimz uplynuti je vypocet ulohy pieruSen. Standardné je nastaveno
100 sekund. UZivatel ma pak moznost ve vypoctu dale pokracovat nebo jej definitivné
ukoncit. Maximalni ¢as zpracovani mize byt nastaven az na 32767 vtefin, tedy cca 9
hodin.

2. Iterace, anglicky Iterations, je pocet iteraci, po jejimZ uplynuti je vypocet
pferusen a uZivateli je nabidnuto feSeni z posledni iterace. Standardné je nastaveno
100 iteraci. Uzivatel se poté muze opét rozhodnout o pokracovani vypoctu nebo jej
ukoncit. Limitni pocet iteraci lze nastavit az na hodnotu 32 767. U obou uvedenych
limitd je vSak tfeba podotknout, Ze u vétSiny béznych tloh staci standardné nastavené
hodnoty, a neni je tedy nutné nijak ménit.

3. Presnost omezujici podminky, anglicky Precision, je konstanta, kterd udava
piesnost, se kterou musi souhlasit leva a prava strana omezujici podminky. A to tak,
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aby byla povazovanad tato podminka za splnénou. Tato konstanta méd vyznam
predevsim u nelinearnich optimalizacnich uloh. Takovymi tlohami se vSak zabyvat
vtomto textu nebudeme. Standardné je tato konstanta nastavena na hodnotu
0,000001. Jeji zvySeni mtize tedy logicky vést ke zrychleni vypoctu, ale zaroven také
ke sniZeni presnosti vysledka.

4. Tolerance (tolerance) je procentni odchylka pro celociselné feSeni. Zvyseni
tolerance vede zpravidla ke snizeni doby vypoctu celo¢iselného feseni. Toto snizeni je
vSsak na ukor pfesnosti. Pro ulohy, ve kterych nejsou definovany podminky
celociselnosti, nema tato konstanta zadny vyznam.

Poznamka:

Ve verzi MS Excel 2007 obsahovalo dialogové okno Moznosti resitele také
dalsi volby:

1. Linedrni model, anglicky Linear model, je dvoupolohovy ptepinac, ktery je
vhodné zapnout pii feSeni Uloh linedrniho programovani. Standardné neni tento
pfepina¢ zapnuty. Pokud je ponechano standardni nastaveni této volby, tedy
nelinedrni model, potom to vede u line4rnich Gloh k vyraznému prodlouzeni doby
vypoctu a k jiné podobé vystupu vysledki, nez bude uvedeno déle. Pro linearni llohy
pouziva totiz MS Excel k vypoctu standardni simplexovou metodu nebo také metodu
vétvi a mezi pro feSeni loh linearniho programovéni s podminkami celociselnosti.
Pro feSeni nelinearnich modell je pouzit jiny iteracni postup.

2. Nezaporna cisla, anglicky Non-negative numbers, je opét dvoupolohovy
piepinag. Jeho zapnuti ma za nasledek, Ze jsou pii vypoctu automaticky uvazovany
podminky nezapornosti. Tyto podminky se pak ale uz nezaddvaji mezi béznymi
omezujicimi podminkami.

Pfi feSeni béznych uloh linedrniho programovani doporucujeme zapnout oba
dva posledné zminéné piepinace.

Poté, co definujeme vSechny potiebné tdaje v dialogovém okné parametry
resitele, a také v okné¢ Moznosti resitele, je mozné spustit zpracovani pomoci tlacitka
Resit, anglicky Solve. Doba trvani vlastniho vypoétu zavisi na rozsahu fesené tlohy, a
také na tom, zda jsou ¢i nejsou v modelu zahrnuty podminky celo€iselnosti, a rovnéz
na rychlosti pocitate pouzZitého pro zpracovani. U béZnych tUloh linearniho
programovani, ve kterych byva pouze nckolik malo proménnych a omezujicich
podminek, mame obvykle vysledek zpracovani k dispozici téméi okamZite.

Po ukonceni vypoctu je zobrazeno nasledujici dialogové okno, viz Obrazek
3.5, ve kterém je informace, zda bylo ¢i nebylo nalezeno optimalni feSeni, tedy feseni
spliiujici vSechny omezujici podminky. UZivatel mé4 pak moZnost zvolit, zda si pieje
uchovat vypoctené feSeni nebo vratit pivodni hodnoty feSené ulohy. Obvykle se voli
prvni moZnost, pokud tedy optimalni feSeni nalezeno. Typickou volbou bude
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nejcastéji uchovat feSeni. Pokud zvolime tuto variantu, jsou pak optimalni hodnoty
proménnych umistény do bloku proménnych a zaroven je také vypoctena optimalni
hodnota ucelové funkce. Kromé této zakladni podoby vystupu je mozné zvolit vystup
v podobé podrobnéjSich informaci. V dialogovém okné Moznosti resitele se pii
zvoleni varianty Uchovat reseni resitele automaticky vygeneruji do samostatného
listu rizné typy sestav.

Vysledky Resitele -~ c;ﬁ

ReZitel nalezl Feseni, které splAuje vEechny omezujici

podminky @ podminky optimalnosti. Sestavy
Wysledkova
) Uchovat fegeni Resitele Citlivastni
Limitni

7} Obnovit pivodni hodnoty

[J:zpét do dialogového okna Parametry Resitele! [ strutné sestawy i
oK Storno UloZit scénar...
Sestavy

Wytvoii zadany typ sestavy. lednotlivé sestavy budou vioZeny na samostatne
listy v se&itu.

Obrazek 3.5: Vysledky resitele - MS Excel verze 2010

K dispozici jsou v prostiedi MS Excel celkem tfi druhy zprav ¢i sestav:

1. Vysledkova, anglicky Answer report, obsahuje informace o pivodnich a
kone¢nych hodnotach optimaliza¢niho kritéria a proménnych modelu, ale také
informace o vztahu levé a pravé strany omezujicich podminek. Pro vSechny dilezité
prvky modelu, jako je kritérium optimality, definované proménné a omezujici
podminky, je uveden také odkaz na odpovidajici buiiky na listu v MS Excel.

2. Citlivostni, anglicky Sensitivity report, obsahuje intervaly stability pro
cenove koeficienty. V Ceské verzi programu MS Excel je termin cenovy koeficient
nevhodné preloZzen jako tzv. ukolovy koeficient. V prvni tabulce této zpravy, viz
Obrazek 3.6, je pro kazdou proménnou uveden jeji nazev, hodnota, redukovany
cenovy koeficient, ktery odpovida snizenym nakladiim, cenovy koeficient a interval
stability pro tento koeficient. Interval stability je pfitom definovan povolenym
nartistem a poklesem. Jinymi slovy, urCuje, v jakém intervalu se mize ménit cenovy
koeficient, aniz by se zménilo optimalni feSeni tlohy linedrniho programovani.
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Druha tabulka citlivostni zpravy obsahuje pro kazdou omezujici podminku jeji
nazev, hodnotu levé a pravé strany, stinovou cenu a interval stability pro hodnotu
pravé strany, a to ve form¢ povolené¢ho narastu a poklesu.

Al B | c [ o E F G H
1 Microsoft Excel 14.0 Citlivostni sestava
2 |List: [nutricni.xlsx]List1
3 Sestava vytvofena: 9.4.2013 12:41:06
4
5
6 Proménné buriky
7 Kone&na Snizené Cenovy Povoleny Povoleny
8 Burika Nazev Hodnota naklady koeficient narist pokles
9 SHS3  Hovézi maso Denni davka x 100g 1,65441345 0 12 1,918940984 2,466630059
10 SHS4 Maslo Denni dévka * 100g 3,282764692 o] 11,2 7,387078435 15,91396055
11 SHS5  Petivo Denni davka ¥ 100g 3,14345671 0 1,5 1,575238833 10,896056593
12 $HS6 Brambory Denni davka x 100g 4 -1,72645115 0,7 1,72645115 1E+30
13 SHS7 Ovoce Denni davka x 100g 4 -0,409076546 1,8 0,409076546 1E+30
14 SHS8  Taveny syr Dennidavka ® 100g 1 3,236017343 10,6 1E+30 3,236017343
15 SHS9  Kufe Denni davka x 100g 1 0,882323583 6,5 1E+30 0,882323589
16 SHS10 Ovocny jogurt Denni davka x 100g 1 1,475080201 3,2 1E+30 1,475080201
17
18 Omezujici podminky
19 Kone&na Stinova Prava strana Povoleny Povoleny
20 Burka Nazev Hodnota cena omezujici podminky narist pokles
21 SB515 navrh Energeticka hodnota kJ 20000 -0,00183946 20000 733,5089078 1835,569326
22 S$BS15 navrh Energetickd hodnota kJ 20000 0 15000 5000 1E+30
23 SC515 navrh xxx 119,8437546 0 80 39,8437546 1E+30
24 SD515 navrh xxx 15 4,542216916 15 4,836163265 1,496882759
25 SES1S ndvrh xxx 10000 0,006323975 10000 1569,3509932 627,1258278
26
27
4 4 » M| Citlivostnisestava 1 Listl - List2 -~ List3 .~ ¥ el
Piipraven |

Obrazek 3.6: Citlivostni zprava - MS Excel verze 2010

3. Limitni, anglicky Limit report, znazoriiuje, jak se meéni hodnota
optimalizacniho kritéria pfi zméné hodnot piisluSnych proménnych pii zadanych
mezich.

Na Obrazku 3.6 mizeme vidét podrobné vysledky optimalizace naseho
prikladu.

Tyto vysledky je mozné interpretovat nasledujicim zplisobem:

a) v denni dévce bude 165 g hovéziho masa, 328 g masla, 314 g peciva,
dale 400 g brambor a 400 g ovoce, po 100 g taveného syru, ovocného jogurtu
a kureciho masa,

b) pokud by se cena potravin snizila/zvysila, a to alespont o hodnotu
redukovanych cen, pak by bylo efektivni mit tyto potraviny v ndvrhu ve
mnozstvi vy$§im neZ minimalnim piipadn€ niz§im nez maximalnim.
Konkrétné naptiklad: pokud by cena taveného syru klesla z 10,60 K¢
minimalné o 3,24 K¢, pak by byl taveny syr v navrhu ve vy$§im mnozstvi nez
je puvodni hodnota 100 g,
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c) celkova energie je v navrhu vyzivy na horni hranici, tj. 20 000 klJ,
mnozstvi proteint je piekroceno téméi o 40 g, mnozstvi vapniku a vitaminu C
jsou pfesné na minimalné pozadovaném mnozstvi,

d) muzeme se presvédCit, ze cena navrzené denni davky vyzivy je
ptiblizn¢ 91,50 K¢; pozadavek naptiklad na zvySeni obsahu vapniku o 1 mg
povede ke zvySeni celkové ceny o 4,54 K¢, coz je stinova cena pro vapnik;
podobné v piipadé vitaminu C povede pozadavek na zvyseni o 1000 jednotek
ke zvySeni ceny celé denni davky o 6,32 K¢ atd.

Vlastnosti optimaliza¢niho modulu Resitel v prostiedi MS Excel 2010 nejsou
nijak mimotadné ¢i zvlastni. Empirické zkusenosti vSak ukazuji, Ze je mozné pomoci
tohoto modulu fesit relativné spolehlive i tlohy linearniho programovéni az pti 200
proménnych a 200 omezenich. Nutnou podminkou ale je, Ze model neobsahuje
podminky celo€iselnosti. V tlohach s podminkami celoCiselnosti se doba vypoctu
muze znacn¢ prodlouzit.

3.9. Maximalizace zisku pi1 omezenych vyrobnich
zdrojich a omezeném odbytu
V této podkapitole se budeme vénovat typické uloze nalezeni optimalniho

vyrobniho programu podniku. Budeme pfitom brat v uvahu zikladni axiom
podnikani, a to dosazeni maximalni trovné zisku.

Vyrobni program podniku je obvykle je pfedstavovan dvéma skupinami
prvk:

a) seznam vyrobki, kdy podnik vyrabi n vyrobku (1,2,..., n.)

b) objem vyroby jednotlivych vyrobkd v kusech X;,X,,..,X, . Predem

neznamy objem vyroby pak tvoii nezndmy vektor X=X, X,,..., X, .
Dale uvazujme nasledujici veli¢iny:

a) C, - zisk z vyroby jednotky vyrobku i =1,2,...,n,

b) X - zisk z vyroby X; vyrobku i,

c) CX +C,X,+..+C X, - celkovy zisk vyrobniho programu podniku
X=X, Xy X, .

d) m — seznam omezenych zdrojli pojmenovanych pfirozenymi ¢isly: 1, 2,...,
m.

e) b - disponibilni mnozstvi téchto zdrojui v mnozstvich: b,b,,....0b, .

Eventualné 1ze uvazovat volny nédkup zdroju z celkové omezené ¢astky.
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Pro danou technologii vyroby uvazujeme:

a) @; - technologicky koeficient predstavujici mnozstvi i-t¢ho zdroje

potifebného k vyrob¢ jednotky j-tého vyrobku,
b) a,X +a,X,+..+a, X, - mnozstvi i-t¢ho zdroje potfebného k vyrobé

in"n

vyrobniho programu X = X, X,,..., X, .
Déle uvazujeme:

a) h, - horni omezeni odbytu i-tého vyrobku,

b) 0<x; <h;, - objem vyroby j-t¢ho vyrobku nesmi piekrocit odbytové

moznosti.

Je pfirozené, ze mnozina piipustnych vyrobnich programti X = X, X,,..., X,

splituje  néasledujici podminky a,X +a,X, +..+a.x, <b, a také podminky

mn-n —

odbytovych moznosti: 0 < X; < hj , 1=12,...,n.

Za optimalni vyrobni program lze povazovat takovy ptipustny vyrobni

program X = X, X,,..., X, , ktery maximalizuje celkovy zisk C X, +C,X, +...+C X, .

Pro nalezeni optimalniho vyrobniho programu je nutné tedy shromazdit:
a) seznam vyrobkt podniku,
b) mnozZstvi disponibilnich zdrojd,
c) jednotkové zisky,
d) pfislusna omezeni odbytu,
e) technologické koeficienty.
V tloze linearniho programovani hleddme maximalni celkovy zisk:
CX +C,X, +...4+C X — MAX, (3.26)
pfi omezenich:

QX +a,X%, +...+a, X, <b,

n“'n

i=12,..m,

o - (3.27)
O_xj _hj,
j=12,...,n.
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ReSenim této ulohy linedrniho programovani ziskame optimalni vyrobni plan

X = X,X,,...,X, . Tento vyrobni plan maximalizuje celkovy zisk z vyroby za

o X,
existujicich technologickych a odbytovych omezeni. Takto zformulovanou ulohu
maximalizace zisku pfi omezenych vyrobnich zdrojich a omezeném odbytu si
ukazeme na konkrétni uloze.

Reseny piiklad:

Vyrobce ¢aju Lipton, a.s. planuje vyrobu dvou smési ¢ajii Green Tea Orient a
Green Tea Classic. Pro vyrobu obou smési maji pfitom na toto obdobi k dispozici od
dodavatelt tii druhy caji (ozna¢me je C1, C2 a C3) postupné v kapacité 40, 60 a
25 kg. Ty se lisi nejen kvalitou, ale také nakupni cenou.

Pti vyrobé obou smési ¢aji Green Tea Orient a Green Tea Classic je tifeba
dodrzovat piisné technologické postupy, které urcuji, jaké procento jednotlivych
komponent bude pouzito pii této vyrob&. V nasledujici Tabulce 3.10 je uvedena
skladba obou smési v kg komponenty na 1 kg smési.

Na zaklad¢ ptimych a nepfimych nakladu, které souviseji s vyrobou, a rovnéz
vzhledem k ptedpokladané cené obou Cajovych smési byl kalkulovan zisk, ktery ¢ini
2000 K¢ resp. 1400 K¢ na jeden kilogram smési Green Tea Orient, respektive Green
Tea Classic.

Vedeni firmy Lipton, a.s. chce samoziejmé napldnovat produkci firmy tak, aby
byl jeji celkovy zisk maximalni.

Komponenty - Smés : Kapacita
Orient Classic (kilogramy)
Cl 0,5 0,25 40
C2 0,5 0,5 60
C2 0 0,25 25

Tabulka 3.10: Vstupni matice vyroby caje

V prvnim kroku feseni tlohy pfevedeme ekonomicky model na model
matematicky.

Pti vyrobé se jednd o dva procesy:

a) 1. vyroba Green Tea Orient v mnozstvi X, >0,

b) 2. vyroba Green Tea Classic v mnozstvi X, > 0.

K dispozici mame celkem 3 druhy ¢aji neboli komponenty:
a) ¢aj 1,
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b)

¢)

Efektivnost vyrobnich procest je definovana nasledovné:

a)
b)

¢)

¢aj 2,

¢aj 3.

1 kilogram smési Green Tea Classic pfinasi zisk 1 400 K¢,

z =2000x, +1400x,, predstavuje zisk produkce X kilogrami Green

Tea Orient a zaroven X, kilogramii smési Green Tea Classic.

Matematicky model nasi ulohy linearniho programovani obsahuje celkem 2

procesy a 3 zdroje:

za podminek:

Strukturni neboli také technologické koeficienty jsou koeficienty na levych
stranach nerovnosti. Koeficienty kapacitni jsou pak ptfedstavovany koeficienty
pravych stran nerovnosti. Nasim cilem nalezeni optimalniho feSeni ulohy, tj. hleddme

takové X a X,, které pfinesou firmé Lipton, a. s. maximalni zisk,

Pro nalezeni optimalniho feSeni bychom pouZili nastroj Resitel v prostiedi MS
Excel 2010. Vypocetni postup feSeni bude demonstrovan v nasledujicich tabulkach.
V Tabulce 3.11 je uveden zéapis matematického modelu v prostiedi spreadsheetu MS

z =2000x, +1400x, - MAX

0,5x, +0,25x, <40,
0,5x, +0,5x, <60,

0,25x, < 25.
X =0,x, 20.

Excel 2010.
A B C D E F
1| all al2 b1 b1 x1
2 a2 a22 b2 b2 x2
3 a3l a32 b3 b3
4 cl c2 Z
5 05 0,25 40 0,75 1
6 05 0,5 60 1 1
7 0 0,25 25 0,25 1
g 2 1,4 3,4 Pocatecni Feseni

Tabulka 3.11: Matematicky model ulohy v prostiredi MS Excel 2010
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V nasledujici Tabulce 3.12 jsou pak prostiednictvim popiskid zobrazeny
vzorce, které je nutné zadat proto, abychom v dalSich krocich nalezli optimalni feseni.

A B C D c
1 all al2 bl b1 x1
2 a2l a22 b2 b2 X2
3 a3l a32 b3 b3
4 cl c2 7
5 05 0,25 40 0,75 R
6 | 0,5 0,5 60 1 \ 1
7 0 0,25 25 0,25
8 . 14 3,4 \
° =SOUCIN.MATIC =S0UCIN.MATIC
10 (AB:B8;E5:E) (A5:B7;E5:E6)
11

Tabulka 3.12: Vypo¢ty v matematickém modelu ilohy v prostiedi MS Excel 2010
Samotny nastroj ResSitel je nutné doinstalovat pomoci volby: Soubor-

Moznosti-Doplitky. Z nabizenych dopliik@i je pak nutné zvolit polozku Resitel.
Posledni dialogové okno z popsané instalace je zobrazeno na Obrazku 3.7.

Dopliky k dispozidi:
Analytické ndstroje
[] Analytické nastroje — VBA

[l Nétrl:uje pro meénu euro

Resitel
Mastroj obsahujic’ sadu numeridaych metod pro fegeni
a optimalizad rovnic

Obrazek 3.7: Zvoleni nastroje Fesitel v prostiedi MS Excel 2010

Parametry resitele pro nasi ulohu jsou pak zobrazeny na Obrazku 3.8. Postup
zadavani Parametrii Fesitele je obdobny jako v podkapitole 3.8.
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Parametry Resitele

Vysledky feSeni nasi ulohy jsou zndzornény v Tabulce 3.13. Vyprodukujeme tedy 40
kilogramii smési Green Tea Orient a 80 kilogramili smési Green Tea Classic. Celkovy

Mastavit al: SC58

Ma: @ Max ) Min () Hodnota:

Ma zakladé zmény proménmych bunék:

SES5:5E56

Omezujic podminky:
EDEGEDET « = sCeheCsy Piidat

Zménit

Odstranit

’ Vynulovat vie

’ Madist nebo ulagit ]

Mastavit proménné bez omezujicich podminek jako nezdporné

Vyberte metodu fedent: Simplextp 1% [ Moznost

Metoda Feseni

Modul GRG Monlinear wyberte pro hladke nelinedrni problémy Fesitele. Modul LP Simplex zvolte pro
linedrni problémy Resitele a modul Evolutionary pro nehladké problémy Resitele,

Mapovéda

Obrazek 3.8: Parametry feSeitele v prostiedi MS Excel 2010

zisk bude ¢init 192 tis. K¢&.

0O =] O |0 [ W M=

A B C D E
alil al2 b1 b1 x1
a2l a22 b2 b2 x2
a31 a32 b3 b3
cl c2 z

05 0,25 40 40 40
05 0,5 60 60 80
0 0,25 25 20
2 1,4 192

Tabulka 3.13: ReSeni iilohy v prostiedi MS Excel 2010
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3.10. Ekonomicky a matematicky model dopravniho
problému

Dopravni problém ptedstavuje typickou ulohu linearniho programovani, ktera
se zabyva modelovanim praktického problému optimalizace piepravy urcité komodity
nebo zbozi. V dopravnim problému pracujeme se dvéma typy prvkd. K dispozici

mame m zdrojl (jedna se napt. o sklady, dodavatele), které ozna¢ujeme D,,D,,...,D,

a n cilovych mist (jedna se o odbératele), které oznac¢ujeme O,,0,,...,0O, . Jednotlivym
zdrojim jsou pak pfifazeny postupné dil¢i kapacity a,,a,,...,a,, neboli mnoZstvi
dodavky, ktera jsou v uvazovaném obdobi schopny dodat odbératelim. Na stran¢
druhé, odbératelé maji také své dil¢i pozadavky b,,b,,...,b . Jedna se o mnoZstvi,

ktera pro zvolené obdobi potiebuji dodat.

Naklady na piepravu jedné jednotky komodity nebo zbozi ze zdroje D, k
odberateli O; jsou oznaCeny jako ¢;. Cilem feSeni takovéhoto dopravniho problému
je stanoveni objemu pfepravy X; mezi dodavatelem D, a odbératelemO;, a to tak,

aby byly uspokojeny pozadavky vSech dodavateld, ale také odbératelli a aby zaroven
celkové prepravni ndklady na dodavky komodity ¢i zbozi byly minimélni. Takovyto
model dopravni tlohy je mozné vyjadfit v podobé piehledné tabulky, viz Tabulka
3.14.

Dodavatelé Odbératelé Kapacity
o 0, e On dodavatelu
D, cii ci2| ... Cln a
X11 X12 cee X1n
D, C21 | ... Con a
X21 X22 e X2n
Dy, Cml Cm2 .. Cmn am
Xm1 Xm2 e Xmn
Pozadavky Z &
b b, .. by
odbératelt Z b,

Tabulka 3.14: Formalizovany ekonomicky model dopravniho problému

Vzhledem k celkovym pozadavkiim odbératelli a kapacitdm dodavatela je
mozné rozlisit dva zakladni typy dopravniho problému:

a) Vyrovnany dopravni problém — jedna se o ptipad, kdy soucet vSech
kapacit dodavateli se rovna souctu vSech pozadavkd odbératelt, tj.
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ij = Zai. Jinymi slovy, vSechny pozadavky budou uspokojeny a zaroven
budou vycerpany vSechny kapacity.

b) Nevyrovnany dopravni problém — hovofime o piipadu, kdy vyse
uvazovana rovnost uvedend v pfedchozi varianté neplati, neboli Y b, = > a,.
Jinymi slovy, pfi pfevisu nabidky nad poptdvkou zistane cast kapacity
dodavatelti nevyuzita, naopak pii pfevisu poptavky nad nabidkou nedojde k
uspokojeni v§ech pozadavki.

Plati, ze kazdy nevyrovnany dopravni problém je mozné upravit na dopravni
problém vyrovnany. V tomto textu se proto dale budeme zabyvat pouze vyrovnanym
dopravni problémem. Upravu na problém vyrovnany je mozné provést nasledujicim
zpusobem.

a) Pti pfevisu nabidky nad poptavkou:

Jestlize pfebyva dodavatelim piepravovand komodita ¢i zboZzi, feSime tento
problém piidanim fiktivniho odbératele O, do modelu. Jeho pozadavek b, se

pak bude rovnat danému piebytku, plati tedy: b, = z a — Z b;.

b) Pii pfevisu poptavky nad nabidkou:

Pokud pievysSuje poptavka nabidku komodity nebo zbozi, je nutné model
doplnit o fiktivniho dodavatele D, . V tomto piipad¢ se jeho kapacita a, bude

rovnat chybé&jicimu mnozstvi komodity, musi tedy platit: a, = z b, - Z a.

Vzhledem k tomu, Ze pfeprava mezi skute¢né existujicimi a fiktivnimi neboli
neexistujicimi misty je také pouze fiktivni, odpovidajici cenové koeficienty jsou
v tomto ptipad¢ rovny nule.

V dal§im kroku je nutné vyjadfit ekonomicky model dopravniho problému
pomoci matematickych prosttedkli. Vzhledem k tomu, Ze se v modelu vyskytuje
celkem m dodavatelti a n odbératelti, musime brat v avahu celkem m x n moznych
moznosti ¢i variant prepravy. Definujeme proto celkem m x n proménnych x; . V
modelu dopravniho problému je nutné definovat celkem dva zdkladni typy
omezujicich podminek.

Prvnich m omezeni bude vyjadfovat skutecnost, ze z kazdého zdroje ci
dodavatele mlze byt pfepraveno pouze mnozstvi komodity, které je rovno kapacité
ptisluSného zdroje neboli dodavatele. Na levych stranach téchto omezeni se proto
uvadgji fadkové soucty proménnych x; z Tabulky 3.14, které se museji logicky rovnat
pfislusSnym kapacitdm dodavatelli a; na pravych strandch. DalSich n» omezujicich

podminek odpovidd naopak situaci z pohledu odbératele, ke kterému je prepraveno
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zbozi o objemu, ktery odpovida jeho pozadavku. Na levych stranach téchto podminek
Jsou souCty pozadavki jednotlivych odbérateld x; . Matematicky model vyrovnaného

dopravniho problému je mozné zapsat nasledujicim zpiisobem:

m

33 6% —> MIN, (3.28)

i=1 j=1

pfi omezujicich podminkach:

Zm:x.. b, (3.29)

Reseny priklad:

Ve vypocetnim prosttedi MS Excel najdéte feSeni dopravni ulohy se 3
dodavateli (velkoobchody s alkoholickymi néapoji) a 3 odbérateli (hypermarkety
MAKRO). Zadani je uvedeno v nasledujici Tabulce 3.15.

Dodavatelé Odbératelé Kapacity
O, 0, O, dodavatelu
D 10 13 6 100
D, 15 18 10 150
Dry 8 12 11 300
Pozadavky 130 210 160 550
odbératelii 500

Tabulka 3.15: Formalizovany ekonomicky model dopravniho problému

Postup pouziti vypocetniho prostiedi MS Excel 2010 pro feSeni dopravniho
programovani, které jsou uvedeny v této kapitole. V prvnim kroku je nutné zacit tim,
ze si vyClenime misto ve spreadsheetu, kam budeme zapisovat vstupni udaje, vzorce
ale také proménné, které jsou obsahem feSené ulohy. Jedna z mozZnych variant
uspofadani je zndzornéna na Obrazku 3.9.
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A B £ D E F

1 o1 02 03 SUMA a;
2 D1 =SUMA(B2:D2) 100
3 D2 =SUMA(B3:D3) 150
a D2 =SUMA(B4:D4) 300
5 | SUMA | =SUMA(B2:B4)| =SUMA(C2:C4)| =SUMA(D2:D4) 0 550
6 b; 130 210 160 500 =SOUCIN.SKALARNI{B2:D4;B9:D11)
&

& | CENY 01 02 03

9 D1 10 13 G

10 D2 15 18 10

1, D2 8 12 11

Obrizek 3.9: Vstupni data dopravniho problému v prostiedi MS Excel — verze 2010

V tomto pfipad¢ se jednd o nevyrovnany dopravni problém, ktery neni nutné
fesit pomoci fiktivniho odbératele a problém vyrovnat. V bloku B2:D4 jsou umistény
proménné, které je nutné vypocitat. Do téchto bun¢k neni nutné na pocatku zadavat
zadné hodnoty, piipadn¢ je mozné je vyplnit pouze nulami.

V bloku B5:D5 jsou umistény soucty hodnot ze sloupcti nad nimi. Podobn¢ se
v bloku E2:E4 nachazeji soucty rfadkové. V bunkach B6:D6 jsou potom zobrazeny
pozadavky odbératell, v buitkach F2:F4 pak doplnény kapacity jednotlivych
dodavatelti. V bloku B9:D11 jsou potom uvedeny jednotkové piepravni naklady.
Ucelovou funkci jsme umistili do buiiky F6. Jeji hodnotu vypoéitime jako souéin
modelovych proménnych a jednotkovych ptepravnich nékladii. Pro vypocet tohoto
soudinu muzeme pouzit funkci SOUCIN.SKALARNI. V dal§im kroku pouZijme
nastroj Resitel, ktery je podrobné popsan v podkapitole 3.8

Na Obréazku 3.10 jsou zobrazeny parametry nastroje Resitel pro nasi ulohu.
Vzhledem k tomu, Ze cilem feSeni dopravni ulohy je minimalizace celkovych naklada
na dopravu, nastavime v Resiteli buiiku F6 na Min. Jako ménénymi buiikami zvolime
proménne, které se nachazeji v bloku B2:D4. Omezujici podminky musi obsahovat
zaroven podminky nezépornosti pro vSechny proménné, ale také podminky, které
vyjadiuji porovnani jednotlivych kapacit dodavateli a pozadavkid odbératelil.
Vzhledem k tomu, Ze se jednd o nevyrovnany problém s pievisem nabidky, nemizou
odbératelé odebrat veSkeré nabizené mnoZstvi. Tento previs je vyjadien znakem
nerovnosti ve tfeti omezujici podmince. Parametry nabidky Moznosti resitele je
mozné nastavit stejné, jako tomu bylo v podkapitole 3.8. Nakonec zvolime tlacitko
Resit.
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Mastavit dl: £FE5

Ma: () Max @ Min (”) Hodnota:

Ma zakladé zmény proménnych bunék:

sb52:5D54

Omezujic podminky:

Pridat ]

SES2:5ES4 <= SF52:5F54

Zménit l

Qdstranit l

Vynulovat vie l

Madist nebo ulodit l

Mastavit proménné bez omezujicich podminek jako nezdparné

Vyberte metodu fedent: Simplex LP MozZnosti

Metoda reseni

Madul GRG Nonlinear vyberte pro hladké nelinearni problémy Reditele. Modul LP Simplex zvolte pro
linedrni problémy Resitele a modul Evolutionary pro nehladké problémy Resitele.

Mapovéda

Obrazek 3.10: Parametry FeSitele dopravni ilohy v prostiedi MS Excel — verze 2010

Vysledné feseni je zachyceno na Obrazku 3.11. Z obrazku je patrné, Ze napf.
pfeprava od dodavatele D2 k odbérateli O2 se nebude realizovat, v ptislusné bunce
C3 je nulova hodnota, od dodavatele D3 k odbérateli O2 se piepravi 170 jednotek
komodity, v piislusné bunce C4 je hodnota 170. Celkové piepravni naklady jsou
zobrazeny v buiice F6. Celkova minimalizovand hodnota téchto naklada ¢ini 4960.

A B C D E F
1 o1 o2 03 SUMA a
2 D1 0 40 60 100 100
3 D2 0 0 100 100 150
4 D2 130 170 0 300 300
5  SUMA 130 210 160 0 550
5 b; 130 210 160 500 43960
7
8  CENY 01 02 03
9 D1 10 13 6
10 D2 15 18 10
11 D2 8 12 11

Obrazek 3.11: Vysledné i‘eSeni dopravni tlohy v prostiedi MS Excel — verze 2010
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3.11. Ptifazovaci problém — specialni typ dopravni
ulohy

Specidlnim typem dopravniho problému je problém pfifazovaci. Podstatou
tohoto problému je ptifazeni n objektii na n aktivit a to tak, abychom maximalizovali
celkovy uzitek z tohoto pfifazeni:

> > cix; —> MAX, (3.30)

i-1 j=1

za omezujicich podminek:

Zn: X; =1,
=1

i=12,..,n,

n

> =1, (3.31)

i=1
j=12,...,n,
X; € 0,1.

PiiCemz ¢; piedstavuje dil¢i uzitek z ptitazeni objektu i aktivité j,
X; =1, v piipadg, ze objekt i pfifadime aktivité /,
X; =0, v piipadg, ze objekt i nepfifadime aktivite ;.

Z ptedchoziho textu je zfejmé, ze v kazdé omezujici podmince existuje prave
Jedno x; =1,, ostatni jsou rovny 0. Jinymi slovy, kazdé aktivit¢ je pfifazen pravé

jeden objekt. Ctvercova matice typu n x n, jez je vytvofena z prvki X; obsahuje v

kazdém tadku a také v kazdém sloupci prave jednu jednicku.

ReSeny priklad:

Po absolvovani studia se 3 absolventi (Ul, U2 a U3) oboru Matematické
metody v ekonomii pfihlasili na 3 uvolnéné pozice ve firmé CEZ. Prvni pracovni
pozice vyzaduje predevSim numerické a jiné pocetni dovednosti, druhd pozice pak
znalosti programovani a tfeti schopnost jednat s lidmi. Uchazeci se proto podrobili
specidlnim tfem testim, a to testu numerickému T1, testu programovani T2 a testu
komunikace T3. V kazdém z téchto 3 testii bylo mozné dosdhnout nejvyse 100 bod.
Vysledky testli jednotlivych uchazec v jednotlivych testech jsou uvedeny v
nasledujici Tabulce 3.12. Pocet dosazenych bodii v daném testu lze povazovat za
aproximaci stupné kompetence uchazece pro uvolnénou pozici.
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Jakym zpusobem maji byt uchazeci na uvolnéné pozice ptidéleni tak, aby
celkova dosazena kompetence byla co nejvyssi. Sestavte matematicky model ulohy a
vyreste ulohu v prostfedi MS Excel.

T1 T2 T3
U1 60 70 80
U2 65 20 45
U3 70 10 45

Tabulka 3.12: Zadani pFifazovaciho problému v prostiedi MS Excel — verze 2010

Matematicky model naseho piifazovaciho problému je mozné sestavit

nasledovn€. V prvnim kroku polozime X; =1, pokud uchazece U, pfitadime na pozici

J»jinak x; =0,, pfitom i, j =1,2,3.

Pfitom pokud uchazece U, pfifadime na pozici j, pak dil¢i kompetence z
tohoto pfifazeni odpovida vysledku uchazece U; v testu T, a je tedy rovna souCinu
t;X; » kde t; predstavuje vysledek uchazeCe U; v testu T, . Celkova kompetence viech

uchazecl ve vSech testech je pak dana souctem vsech dil¢ich kompetenci.
Matematicky model nasi tilohy lze zapsat nasledujicim zpiisobem:

50x,, +70x,, +80X,; +65X,, + 20X,, +45X,, + 70X;, +10X;, +45X%,, — MAX,
Pti omezujicich podminkéch:

X1+ X, + %5 =1,
Xpp + Xpp + X3 =1,
Xgp + Xy + X5 =1,
Xyg X1 + Xy =1,
Xip + Xy + Xgp =1,

Xig + Xp3 + X33 =1,
X; € 0,1.

Nasi ulohu opét vyfesime v prostiedi MS Excel s vyuzitim nastroje Resitel.

Vstupni data jsou zobrazena na Obrazku 3.13. Uspotadani dat je stejné jako
v dopravnim problému na Obrazku 3.9. Z divoda kontroly vypoctu byly do bloku
proménnych B2:D4 vlozeny samé jedni¢ky. Hodnota ucelové funkce je pak souctem
vSech dil¢ich kompetenci, tedy celkem piedstavuje hodnotu 465. Takovéto stanoveni
vychozich hodnot neni vSak feSenim piipustnym.
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L= S B = L B S LI I ]

=
=1

11

A B C D E F
T1 T2 T3 SUMA Ai
U1 1 1 1 3
U2 1 1 1 3
U3 1 1 1 3
SUMA 3 3 3 465
Bj 1 1 1
Kompetence T1 T2 T3
Ul 60 70 80
02 65 20 45
U3 70 10 45

Obrazek 3.13: Vstupni data prifazovaciho problému v prostitedi MS Excel — verze 2010

Parametry nastroje Resitel na Obrazku 3.14 jsme zvolili podobné jako
v dopravnim problému na Obrazku 3.10. V tomto ptikladu jsme vSak namisto tlacitka
Min, oznacili tlacitko Max. Proménné bez omezujicich podminek je pak nutné

nastavit jako nezaporné.

Vysledné feSeni nasi ulohy je zobrazeno na Obrazku 3.15. Z dosazenych
vysledkl vyplyva, Ze optimalnim feSenim tlohy je pfifazeni uchazece Ul na 2. pozici,
uchazece U2 na 3. pozici a uchaze¢e U3 na 1. pozici. Maximalni hodnota celkovych

kompetenci dosazenych na zaklad¢ provedenych testl je pak 185.
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Parametry Retitele

Mastavit dl: S|

I I I I I [ 7 ® "
i

Na: @) Manx ) Min () Hodnota:

Ma zakladé zmény proménnych bunék:

SB52:80%4
Omezujic podminky:
SBs5:8D55 = 588658050 P

SE62:6E64 = SFE2:6F 64 Pridat
Zménit

Odstranit

Vynulovat vie

- Mafist nebo uloZit

Mastavit proménné bez omezujicich podminek jako nezdporné
Vyberte metodu fedeni: Simplex LP E| MoZnost

Metoda Fedeni

Modul GRG Monlinear vyberte pro hladké nelinesrni problémy Reditele, Modul LP Simplex zvolte pro
linedrni problémy Resitele & modul Evolutionary pro nehladké problémy Resitele.

T
m
[0

I

Obrazek 3.14: Parametry FeSitele pFifazovaciho problému v prostifedi MS Excel — verze 2010

| | zavi

A B C D E F

1 Tl T2 T3 SUMA Ai
2 Ul 0 1 0 1 1
3 02 0 0 1 1 1
4 U3 1 0 0 1 1
3 SUMA 1 1 1 185

6 Bj 1 1 1

7

8  Kompetence T1 T2 T3

9 Ul 60 70 80
10 02 65 20 45
11 U3 70 10 45

Obrazek 3.15: Optimalni i‘eSeni p¥iFazovaciho problému v prostiedi MS Excel — verze 2010
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Shrnuti:

Tteti kapitola byla vénovana problematice uloh linearniho programovani.
Kromé vymezeni zakladnich pojmt byla popsana simplexova metoda feSeni tloh
linearniho programovani, vysvétlen vztah mezi primarni a dualni alohou linearniho
programovani, a to vcetné ekonomické interpretace duality. Navic bylo popsano
feSeni vybranych typickych uloh linedrniho programovani v prostfedi softwaru MS
Excel — verze 2010.
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4.Teorie her

Klicova slova: antagonisticky konflikt, ¢ista strategie, hra s konstantnim soudétem,
neantagonisticky konflikt, optimalni strategie, strategie, smiSené strategie, vyplatni
funkce.

4.1. Zakladni pojmy teorie her

V piredchozich kapitolaich jsme se zabyvali ulohami, které byly typické
skutec¢nosti, ze jejich feSeni ovliviioval jediny rozhodovaci individuélni ¢i kolektivni
subjekt, viz (Anderson, D. R., Sweeney, D. J. a Williams, T. A., 1994) nebo (Gros, 1.,
2003). V této kapitole se budeme zabyvat jinym typem uloh, které jsou typické tim, Ze
vysledek rozhodovaciho procesu je ovliviiovan vice ucastniky. Tito UCastnici maji
bud’to z4jem na vysledcich rozhodovani anebo vysledek rozhodnuti pfimo nebo
nepiimo ovliviiuji, ale nezajima je. Prvni skupinu ucastniki mizeme oznacit jako
racionalni ucastniky, druhou skupinu pak jako ucastniky rozhodovaci situace
indiferentni. Zékladni myslenky, principy a pojmy z oblasti teorie her jsou popsany
naptiklad v (Morgenstern, O. a von Neumann, J., 2004).

Teorie her se ptivodné zabyvala spoleCenskymi hrami, coz se odrazilo také v
odlisném nazvoslovi, nez se bézné pouziva naptiklad v ekonomii. V dalSim textu
budeme pouzivat pojmovy aparat v podobé¢, ktera je uvedend v Tabulce 4.1:

Teorie her Ekonomicka realita
hra rozhodovaci situace, konflikt
hra¢ ucastnik konfliktu (firma, jedinec)
strategie konkrétni alternativa, kterou mize hrac zvolit
optimalni strategie hra¢em zvolena alternativa, ktera je pro n€j nejvyhodné;si
prostor strategii seznam alternativ, které jsou hraci dostupné
vyplatni funkce vysledek hry, zisk hrace v zavislosti na strategii

Tabulka 4.1: Zakladni pojmy z oblasti teorie her

Zakladni pojmy z oblasti teorie her doplnime klasifikaci her. V ptipadé, Ze je
prostor strategii, které mohou hraci pfijimat, kone¢ny, hovofime o tzv. kone¢nych
hrach. Pokud mohou hré¢i pfijimat nekonecné mnoho strategii, hovofime o hrach
nekonecnych.

Jiné ¢lenéni her je zaloZeno na skutecnosti, zda je suma moznych vyher hraca,
které mohou ziskat, konstantni ¢i nikoliv, viz (Manas, M., 2002). RozliSujeme pak

hry:
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http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her/prednaska_antag.pdf
http://etext.czu.cz/php/skripta/kapitola.php?titul_key=78&idkapitola=23
http://sorry.vse.cz/~berka/docs/4iz430/P03-Teorie%20her.pdf
http://dspace.upce.cz/bitstream/10195/36545/1/KoubovaK_Metody%20na%20podporu_BL_2010.pdf
http://sofe2.pepiino.cz/wiki/doku.php?id=teorie_her
http://www2.ef.jcu.cz/~houda/oa/soubory/TEORIE_HER.pdf
http://etext.czu.cz/php/skripta/kapitola.php?titul_key=78&idkapitola=25
http://www2.ef.jcu.cz/~houda/oa/soubory/TEORIE_HER.pdf
http://www2.ef.jcu.cz/~houda/oa/soubory/TEORIE_HER.pdf

a) S konstantnim sou¢tem vyher. K témto hrdm patii také tzv. hra
s nulovym souctem vyher.

b) S proménnym souctem vyher, kdy se suma vyher méni v zavislosti na
piijatych strategiich hracu.

Hry s konstantnim souctem patii do skupiny tzv. antagonistickych konflikta ¢i
her. Divodem je skute¢nost, ze ucastnici hry jsou v pfimém rozporu. Vyssi vyhra
jednoho zucastnikt hry totiz znamend pokles vyhry ostatnich hrac¢d. Hry
s proménnym souctem vyher patii do skupiny tzv. neantagonistickych her C¢i
konfliktli. V téchto rozhodovacich situacich mize byt pro ucastniky hry vyhodné,
kdyz se domluvi na spole¢ném postupu. Potom rozliSujeme v ramci této skupiny hry
kooperativni a nekooperativni. V piipad€, ze na vysledek rozhodnuti vliv indiferentni
ucastnici, hovofime o tzv. hfe v normalnim tvaru.

4.2. Hra dvou hracl v normalnim tvaru

Nejjednodussim piikladem hry je situace, kdy se hry ucastni pouze a jen dva
racionalni hraci. Tito hraci maji znalosti o vzdjemnych mnozinéch strategii, ptficemz
soucet jejich vyher je konstantni.

Oznacime:

X, = 1,2,..,m mnoZinu strategii prvniho hréace,

X, = 12,..,n mnozinu strategii druhého hrace,

z, = i, ] vyhru prvniho hrace,

z, = 1, ] vyhrudruhého hrace.

Z ptedchoziho vykladu vyplyva, Ze vyhry obou hracl budou vzdy zaviset na

strategiich, které pfijme prvni i druhy hra€. Vzhledem ktomu, Ze se jednd o
antagonisticky konflikt, plati pak:

zi,] +z, 1,] =K. 4.1)
Vyhru druhého hrace pak Ize vyjadrit nasledovné:
z, i,j =K-z,1,] . (4.2)
Pti feSeni téchto uloh lze pracovat jen s vyhrami prvniho hra¢e. Vyhry tohoto
hrace ptisluseji riznym kombinacim strategii obou hract. Ty pak mizeme zapsat do

obdélnikové matice 4 vyher typu (m, n) ve tvaru:
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a:Ll alz K aln
a, a, K a
a‘m—l am2 K amn

kde a, je napf. vyhra prvniho hrafe v pfipad¢, ze zvoli strategii k a pokud
druhy hra¢ zvoli strategii /. Vzhledem k tomu, Ze je mozné zapsat vyhry ve formé
maticového zapisu, je pouzivano pro tento typ her oznac¢eni maticové hry.

Reseny piiklad:

Dva konkuren¢ni podniky podnikajici v oblasti vyroby zaluzii ISOTRA
OPAVA a SERVICE CLIMAX VSETIN se rozhoduji o tG&asti na dvou veletrzich
v Rusku (Moskva a Sankt Peterburg), kde 1ze ocekavat uzavieni kontrakti o velikosti
21 mil. K¢ na prvnim veletrhu a 15 mil. K¢ na druhém veletrhu. Kazda z téchto firem
ma vzhledem k omezenym prostiedkiim moznost Gcastnit se velkou expozici na 1.
veletrhu, velkou expozici na 2. veletrhu, malymi expozicemi na obou veletrzich nebo
neucastnit se ani na jednom veletrhu.

Ocekavany podil na ziskanych smlouvach je nasledujici:

a) Bude-li na néjakém veletrhu pouze jedna firma, ziskd 100% objemu
kontraktd,
b) Bude-li na jednom veletrhu jedna malé a jedna velka expozice, rozdéli

se zakazky v poméru 1:2,

c) Budou-li mit ob¢ firmy stejnou expozici v misté, rozdéli si zakazky
v poméru 1:1,

d) Nebudou-li obé firmy na misté, rozdéli si zakazky opét v poméru 1:1.
Celkova suma zakazek nemiiZze prevysit 36 mil. K¢.

V dal$sim kroku definujeme prvky matice 4 pro nasi rozhodovaci situaci.
Vypocteme ziskany objem zakazek firmy ISOTRA OPAVA napft. pro ptipad, Ze se
firma rozhodne k ucasti s velkou expozici na veletrhu 1, oznac¢ime ji jako strategie 1,
a druh4 firma SERVICE CLIMAX VSETIN malymi expozicemi na obou veletrzich,
oznac¢ime ji jako strategie 3:

a) Na prvnim veletrhu ziska firma ISOTRA OPAVA 21.(2/3)=14 mil.
K¢,

b) Na druhém veletrhu neziska firma ISOTRA OPAVA nic, veletrhu se
totiz Gi¢astni jen konkurenéni firma SERVICE CLIMAX VSETIN.
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Obdobn¢ je mozné vypocitat vyhry pro ostatni kombinace strategii, viz
Tabulka 4.2. Matice zakazek firmy ISOTRA OPAVA pak bude mit nasledujici

podobu:
Strategie firmy SERVICE CLIMAX
1. 2. 3. 4.
Strategie firmy 1. 18 21 14 28,5
ISOTRA OPAVA 2. 15 18 10 25,5
3. 22 26 18 36
4. 7,5 10,5 0 18

Tabulka 4.2: Matice zakazek firmy ISOTRA OPAVA v mil. K¢

V dalsim kroku formulujeme pojem optimalni strategie. Z piedchoziho
vykladu vyplyva, ze kazda firma se snazi maximalizovat svou vyhru. Proto bude za
svou optimalni strategii povazovat takovou variantu, od niz jakdkoli odchylka bude
znamenat pouze zhorSeni jeho vyhry pfi pfedpokladu, Ze protihra¢ zvoli svou strategii

optimalni. Tedy za optimalni strategii prvniho hrace, i”™ e X, pro kterou existuje

j® € X,, povazujeme takovou, pro kterou plati nasledujici nerovnosti:

z, i, j™ <z i
z, i™,j <z, i
pro vSechna ie X, a je X,.

Vektor strategii x= i, j°"

opt

opt

=opt
N
=opt

1 J ’

4.4)

je pak feSenim maticové hry v tzv. Cistych

strategiich. Popis postupu nalezeni strategii obou hract je zfejmy z nasledujiciho

srovnani jejich chovani, viz Tabulka 4.3:

Chovéani prvniho hrace

Chovani druhého hrace

Prvni hra¢ usiluje volbou své i-té strategie o
maximalizaci své vyhry. Voli jednu z hodnot
a; z matice 4. Takovy hra¢ je tedy
oznacovan jako maximalizujici hra€. Zvoli-li
i-tou strategii, ma zajiSttno minimalné
mjin a; - Jeho cilem je vSak tuto hodnotu

maximalizovat, neboli dosahnout

max mina; .
I ]

Druhy hra¢ usiluje o maximalizaci rozdilu
K —a;, neboli minimalizaci vyhry prvniho
hrace. Mulzeme  jej oznacit za
minimalizujiciho hrace. Pokud tento hrac
zvoli j-tou strategii, znamena to, Ze prvni

hra¢ neziska vice nez maxa,; . Jeho cilem je
I

tuto  hodnotu  minimalizovat,  neboli

doséhnout minmax a; .
j i

Tabulka 4.3: Postup nalezeni strategii obou hraci
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Lze dokézat, Ze nejvétsi z minimalnich vyher, které miize ziskat prvni hrac,
nemuze prekroCit nejvyssi vyhru, kterou chce druhy hra¢ minimalizovat. Jestlize tedy
rovnost:

max min
I

min max a;,
j i

J

(4.5)

ij =

pak ma tuloha fesSeni v Cistych strategiich a matice 4 ma sedlovy bod

-opt =
p!J

t
X= i op

Postup nalezeni sedlového bodu vyplyva z odvozeného vztahu (4.5) a lze jej
zapsat nasledovné:

a) k matici vyher 4 doplnime jeden pomocny fadek a sloupec,

b) do sloupce zapiSeme minimalni hodnoty matice 4 v prislusném fadku,
c) do tadku pak doplnime maximalni hodnoty matice A4 v pfislusném
sloupci,

d) z vypoctenych minimdalnich hodnot najdeme hodnotu maximalni a

obdobné z vypoctenych maximéalnich hodnot zvolime minimalni hodnotu,

e) pokud jsou tyto hodnoty stejné¢ veliké, nalezli jsme feSeni dané hry
v tzv. Cistych strategiich.

Realita je vSak Casto odlisnd. Ne vzdy se totiz podaii najit sedlovy bod dané
hry v Cistych strategiich. Obvykle neplati rovnost dle vztahu (4.5), ale naopak plati

nerovnost ve tvaru maxminga; <minmaxg;. Z tohoto divodu neni mozné najit par
1 ] ] 1

Cistych optimalnich strategii. Pokud nastane situace, kdy neni moZné piijmout
jednorazové rozhodnuti, ale pouze nalézt vhodné stiidani strategii, které zajisti, aby

j» a zaroveil, aby druhy

prvni hra¢ ziskal v priméru vyss$i vyhru, nez je maxmina;
! J
hra¢ snizil vyhru prvniho hraCe pod hranici minmaxa;,je mozné nalézt feSeni hry
j i

v tzv. smiSeném rozsifeni hry.

Strategie firmy SERVICE CLIMAX min
1. 2. 3. 4. J
Strategie firmy 1. 18 21 14 28,5 14
ISOTRA OPAVA 2. 15 18 10 25,5 10
3. 22 26 18 36 18
4, 7,5 10,5 0 18 0
max 22 26 18 28,5

Tabulka 4.4: Matice vyher
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V naSem piikladu jsme nalezli sedlovy bod x = (3, 3). Jinymi slovy, ob¢ firmy
by mély zvolit 3. strategii, tedy ucast na obou veletrzich s malymi expozicemi. Obé
firmy budou tedy mit zajiStén objem zakazek ve stejné vysi, a to 18 mil. K¢.

Reseny piiklad:

Televizni stanice NOVA a PRIMA se rozhoduji, jaky typ pofadu zatradit do
vysilani v pond€li vecer v tzv. primetimu od 20 do 22 hodin. Budeme piedpokladat,
ze se rozhoduji mezi komedii, akénim filmem a krimindlnim filmem. Na zaklad¢ dat
ziskanych z prizkumu sledovanosti byla sestavena matice sledovanosti. Jednotlivé
hodnoty této matice predstavuji pocet divaki v mil., kteti by pofad stanice NOVA
sledovali z celkového poctu 10 mil. potencidlnich divak:

Porady stanice PRIMA min
komedie | akéni f. | krimi i
o . komedie| 1,8 11 2,9 1,1
Forady stanice. ™ o T 55 2,7 2.1 21
NOVA —
krimi 1,9 0,8 3,4 0,8
max 2,5 27 | 34

Tabulka 4.5: Vypocetni matice

Z tabulky vyplyvd, Ze tato uloha nema sedlovy bod, nebot’ plati:

max mina; <minmaxa; =2,5.
i j j i

4.3. SmiSen¢ rozSifeni hry dvou hraca

V této podkapitole nebude naSim ukolem nalezeni cCistych strategii, ale
pravdépodobnosti, se kterymi by méli hraci stfidat své strategie, aby dosahli
v priméru maximalni mozné vyhry. Budeme tedy hledat tzv. smiSené strategie X;; a

X,; z nasledujicich prostort:

X1: Xji Zm:xli =1, X, 20,
= (4.6)

X, = %, 2% =1 x;20.
=1

Hodnoty X; a X,; tedy predstavuji pravdépodobnosti, s nimiZ by mé&li oba

hréci stfidat své strategie. Stfedni hodnota vyhry bude tedy rovna:

z =izn:xliaiszj’ (4.7)

i=1 j=1
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kde vektory X, a X,jsou sloupcové vektory hledanych pravdépodobnosti. Pro

hledani feseni takovych her ma vyznam von Neumannova véta, ktera tika, ze kazda
maticova hra ma feSeni ve smiSenych strategiich. Pokud bychom tuto vétu dokazali,
nasli bychom tim také algoritmus feSeni maticovych her. Odvozeni lze nalézt v Gros
(2003).

Jestlize nasi hru dvou hrach rozepiSeme, ziskdme dvé ulohy linedrniho
programovani:

a) Jednak primdrni ulohu, ve které se prvni hra¢ snazi maximalizovat
svou vyhru, tedy minimalizovat hodnotu 1/z :

min X, + X, +...+ X, , (4.8)
Za soustavy omezujicich podminek:

allxll + a21)(12 +..+ a'lelm 2 17
a,Xy X, o +a X, =1,

(4.9)
alnxll + a2nX12 +..t a‘mnxlm 2 1
b) A také ulohu dudlni, ve které naopak druhy hra¢ usiluje o snizeni
vyhry prvniho hrace, tedy maximalizuje hodnotu 1/z :
max X, + Xy, +..+X,, , (4.10)
Za soustavy omezujicich podminek:
a11X21 + a12x22 +.t ainXZn 2 1’
A, X +a,X,, +...+a, X, =1,
21721 227322 2n"*2n (411)

A Xpy + A Xy +o A Xy, 21

Pricemz plati im x;=1/za in X,; = 1/z,kde z je hodnota vyhry.

i=1 j=1
ReSeny priklad:

Vratme se zpét k poslednimu feSenému piikladu, ktery byl zaméfen na
uvedeni rtznych typil potadl na televiznich stanicich NOVA a PRIMA. Definujme
pro tento ptipad primarni i dudlni lohu dle rovnic (4.8) - (4.11). Matice 4 neobsahuje
v naSem piipad¢ zaporné prvky, proto je mozné zapsat:

a) Primarni tloha:

min X, + X, + X5 (4.12)
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b)

1,8x, +2,5x%, +1,9x, >1,
11x,+2,7x, +0,8x,; =1,
2,9%, +2,1%, +3,4x,; =1,

Xi1s X151 %43 2 0.

Dualni tloha:

maXx X, + Xy, + Xy

1,8X,, +1,1X,, +2,9X,, <1,
2,5%,;, +2,TX,, +2,1X,,
1,9x,, +0,8x%,, +3,4X,; <1,
Xp1s Xpps Xp3 = 0.

<1,

(4.13)

(4.14)

(4.15)

V nésledujicich dvou tabulkéach je zobrazeno zadani obou tloh v prosttedi MS

Excel a s pomoci nastroje fesitel jsou nalezeny optimalni strategie, viz Obrazek 4.1 a

4.2.
A B C D E F

1 Maticova hra - smiSené rozsifeni

2 0 0,34667 0,08 0 0,17333 0,25333

3 x11 x12 x13 x21 %22 %23
4 Omezeni primarni dlohy Omezeni dudlni dlohy

5 1. 1,01867 1. 0,92533

6 2. 1 2. 1

7 3. 1 3. 1

8 uéelova funkce uéelova funkce

9 0,42667 0,42667

10

11 Pfepoltené pravdépodobnosti

12 x11 0 x21 0

13 x12 0,8125 x22 0,40625

14 x13 0,1875 x23 0,59375

1153 suma 1 1

Obrazek 4.1: Reseni v prostiedi MS Excel - verze 2010
A B C D E F

1 Maticova hra - smi§ené roziifeni

20 0,346666666666667 0,08 0 0,173333333333333 0,253333333333333
3 x11 x12 x13 x21 x22 x23
4 Omezeni primarni Glohy Omezeni dudlni dlohy

5 1. =1,8*$A%82+2,5*$B52+1,9%5CS2 1. =1,8*$D$2+1,1*$ES2+2,9*$FS2

6 2. =1,1*SAS$2+2,7*SBS2+0,8*5CS2 2. =2,5*5DS2+2,7*SES2+2,1*SFS2

7 3. =2,9%5A%52+2,1*$B$2+3,4*5C52 3. =1,9*5D$2+0,8*SES2+3,4*5FS2

8 ucelova funkce Ucelova funkce

9 =A2+B2+(C2 =D2+E2+F2
10
11 Pfepoctené pravdépodobnosti
12 x11 =A2/5A%9 x21 =D2/$DS9
13 x12 =B2/5A59 x22 =E2/SDS9
14 x13 =C2/5A%9 x23  =F2/$DS%9
15 suma =SUMA(B12:B14) =SUMA(D12:D14)

Obrazek 4.2: Vzorce pouzité pri vypoctu
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Reseny piiklad:

Na trhu komercnich televizi existuji dvé celoplosné stanice, a to stanice
NOVA a PRIMA. Tyto subjekty se snazi ziskat co nejvétSi objem prostredka
z reklamy, a tim 1 maximalizovat své zisky. Jedna z moZnosti zvySovani zisku spociva
ve zvySovani sledovanosti vlastnich pofadld. Na zékladé¢ empirickych dat z let 2010,
2011 a 2012 ur¢ime nejlepsi strategie obou stanic v jednotlivych letech. Zbylé stanice,
které na Ceském trhu plsobi, maji natolik nizkou sledovanost, ze je lze v tomto
pfipadé opomenout a povazovat stanice NOVA a PRIMU za dva antagonistické
hrace.

Vuloze bude sledovana primérna tydenni sledovanost obou stanic
v uvedenych letech, sledovanost v tzv. prime timu (PT) (19:00-23:00), sledovanost
mimo prime time (OPT) (23:00-19:00), dale sledovanost v obdobi Véanoc a cena za
zasdhnuti 1% cilové skupiny (CPP). Primérnad tydenni sledovanost vyjadiuje
pramérné procento lidi z cilové skupiny, ktefi sledovali televizi v pribéhu tydne.
CPP, tedy cena za zasdhnuti 1 % cilové skupiny, je téZ cena za jeden procentni bod
sledovanosti (GRP). PouZiva se zejména k ur€eni ceny televizni reklamy obvykle pro
30 sekundové stopdze. Mize ale slouzit také k porovnani cenové nakladnosti riznych
televiznich strategii.

V nasi tloze budeme vychdzet z nésledujiciho ceniku za reklamu:
a) Koeficient pro ¢as OPT: 0,7,
b) Koeficient pro PT je proménlivy pro rizna obdobi 0,8 — 1,25,

c) V obdobi od ledna do prvni Ctvrtiny prosince, v tzv. normalnim
obdobi, je koeficient PT: 1,1 pro TV NOVA; 1,2 pro TV PRIMA,

d) Pro posledni tii tydny v roce je koeficient PT 0,8,
e) Cena za reklamu = referencni CPP x priimérna sledovanost,
f) Referencni CPP = zakladni CPP x OPT (resp. PT za dané obdobi).

Z udajii o sledovanosti vypocteme primér pro cely rok oznaceny jako
PRUMER ROK, dale pak primér v normalnim obdobi, ozna¢ime PRUMER NORM.
a jeSté¢ prumér za posledni tfi tydny v prosinci, oznacime jej PRUMER PROS. Z
internetu zjisténé zakladni CPP a koeficienty reklam (pro OPT a PT) pomohou k
ziskani referencniho CPP a z n¢j pak vyndsobenim patiicnymi priméry i tfi typy cen
za reklamu. V tomto piipadé se jedna o Cisté strategie. SmiSené strategie ziskame pfi
libovolném pomeéru Cistych strategii.

Matici vyher ziskdme po odecteni ptfisluSnych vyher televize NOVA od vyher
televize PRIMA. V nasledujicich Tabulkéach 4.6, 4.7 a 4.8 jsou uvedeny procentualni
podily sledovanosti obou televizi v cilové skupiné 15+ v letech 2009-2011.
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TYDEN | NOVA | PRIMA |TYDEN | NOVA | PRIMA |TYDEN | NOVA |PRIMA
52/2011 | 24,84 | 17,11 |34/2011| 26,02 | 16,89 |16/2011| 30,97 | 17,21
51/2011 | 26,03 | 20,13 |33/2011| 28,61 | 16,81 |15/2011| 30,74 | 16,84
50/2011 | 26,79 | 18,68 [32/2011| 28,79 | 16,37 |14/2011| 32,39 | 15,87
49/2011 | 27,99 | 18,58 |31/2011| 27,36 | 16,71 |13/2011| 31,65 | 17,71
48/2011 | 27,81 | 19,47 [30/2011| 29,41 | 15,72 |12/2011| 31,85 | 17,84
47/2011 | 28,86 | 19,48 [29/2011| 27,44 | 16,73 |11/2011| 30,68 | 17,17
46/2011 | 28,11 | 19,02 |28/2011| 27,69 | 16,33 |10/2011| 30,33 16,3
45/2011 | 28,48 | 20,45 |27/2011| 27,22 | 16,4 | 9/2011| 30,19 | 16,78
44/2011 | 28,67 | 19,98 |26/2011| 29,47 | 17,04 | 82011 | 31,96 | 16,98
43/2011 | 28,54 | 19,61 |25/2011| 30,38 | 17,67 | 7/2011 | 31,21 | 17,49
42/2011| 27,75 | 20,78 |24/2011| 29,91 | 17,79 | 6/2011 | 30,64 | 17,75
41/2011 | 27,84 | 20,95 |23/2011| 30,29 | 18,31 | 5/2011 | 30,08 | 18,18
40/2011 | 27,52 | 19,79 |22/2011| 33,81 | 17.84 | 4/2011 | 29,84 | 16,95
39/2011 | 28,39 | 20,13 |21/2011| 33,83 | 17,26 | 3/2011| 29,17 | 17,34
38/2011 | 29,57 | 20,25 [20/2011| 33,13 | 1822 | 2/2011| 29,08 | 17,54
37/2011 | 28,19 | 19,54 |19/2011| 26,89 | 14,80 | 1/2011| 26,81 | 17,75
36/2011| 29,32 | 18,90 |18/2011| 27,46 | 15,59

35/2011 | 28,17 | 18,48 |17/2011| 29,76 | 16,73

Tabulka 4.6: Sledovanost v roce 2011 (cilova skupina 15+)

TYDEN | NOVA | PRIMA | TYDEN |[NOVA | PRIMA | TYDEN | NOVA | PRIMA
52/2010 | 28,68 13,7 |34/2010 | 31,88 | 17,77 |16/2010 | 36,54 | 16,49
51/2010 | 32,81 | 16,02 |33/2010| 29,07 | 16,79 |15/2010 | 35,58 | 16,46
50/2010 | 3023 | 17,75 |32/2010| 29,78 | 16,22 |14/2010 | 36,81 | 15,5
49/2010 | 31,33 | 18,55 |31/2010| 28,54 | 16,49 |13/2010 | 36,96 | 15,54
48/2010 | 31,68 | 19,24 |30/2010| 27,76 | 16,86 | 12/2010| 37,41 | 15,32
47/2010 | 32,69 | 19,21 |29/2010| 28,41 | 17,16 | 11/2010| 37,47 | 15,34
46/2010 | 31,57 | 18,89 |28/2010| 28,36 | 17,17 | 10/2010| 36,52 | 15,28
45/2010 | 31,5 18,94 [27/2010| 27,87 | 16,58 | 9/2010 | 37,56 | 14,85
44/2010 | 31,24 | 19,29 |26/2010| 27,91 | 15,69 | 8/2010 | 30,14 | 13,38
43/2010 | 31,39 | 19,11 |25/2010| 33,52 | 14,56 | 7/2010 | 30,76 | 13,23
42/2010 | 32,05 | 20,05 |24/2010| 31,97 | 14,93 | 6/2010 | 33,95 | 14,56
41/2010| 32 19,65 [23/2010| 33,5 | 16,02 | 5/2010 | 36,68 | 15,61
40/2010 | 31,66 | 19,44 |22/2010| 34,57 | 16,37 | 4/2010 | 35,24 | 16,53
39/2010 | 31,82 | 18,89 |21/2010| 35,12 | 15,58 | 3/2010 | 36,05 | 16,06
38/2010 | 32,51 | 19,19 |20/2010| 28,59 | 14,89 | 2/2010 | 37,93 | 16,34
37/2010 | 31,98 | 17,92 |19/2010| 33,16 | 16,61 | 1/2010 | 36,83 | 15,45
36/2010 | 32,67 | 18,43 |18/2010| 35 16,69

35/2010 | 32,27 | 18,93 |17/2010| 35,03 | 16,74

Tabulka 4.7: Sledovanost v roce 2010 (cilova skupina 15+)
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TYDEN | NOVA | PRIMA | TYDEN | NOVA | PRIMA |TYDEN | NOVA | PRIMA

52/2009 | 36,97 | 15,75 |34/2009 | 32,25 17,72 {16/2009 | 39,61 | 16,94

51/2009 | 39,99 | 15,94 |33/2009 | 34,08 | 18,98 |15/2009| 38,12 | 17,31

50/2009 | 39,58 | 15,98 |32/2009 | 34,33 18,52 | 14/2009 | 39,22 | 16,62

49/2009 | 38,1 16,33 |31/2009 | 35,09 | 18,46 [13/2009| 3791 | 16,19

48/2009 | 39,23 | 16,61 |30/2009 | 34,41 17,84 12/2009 | 38,44 | 16,75

47/2009 | 40,03 | 16,47 |29/2009 | 33,97 17,03 |[11/2009 | 38,46 | 16,86

46/2009 | 38,15 | 16,72 |28/2009 | 34,94 17,16 [10/2009 | 39,44 | 15,97

45/2009 | 38,5 16,12 27/2009 | 35,79 | 17,36 |09/2009 | 38,01 | 15,15

44/2009 | 39,88 | 16,75 |26/2009 | 38,49 16,41 |08/2009 | 39,02 | 14,62

43/2009 | 39,91 | 15,76 |25/2009 | 39,37 17,2 107/2009 | 38,92 | 16,06

42/2009 | 39,09 | 16,83 |24/2009 | 39,12 | 17,52 |06/2009| 39,71 | 15,41

41/2009 | 38,69 | 16,36 |23/2009 | 38,79 | 18,53 |05/2009| 39,53 | 15,93

40/2009 | 38,98 | 15,93 [22/2009 | 38,27 17,88 |04/2009 | 39,05 | 16,05

39/2009 | 38,01 | 17,37 [21/2009 | 39,15 18,27 103/2009 | 39,93 | 15,61

38/2009 | 39,48 | 16,21 |20/2009 | 39,07 | 19,04 |02/2009 | 38,51 | 17,13

37/2009 | 38,98 | 17,94 [19/2009 | 35,96 17,7 101/2009 | 38,56 | 15,99

36/2009 | 39,28 | 17,43 |18/2009 | 34,94 16,49

35/2009 | 35,82 | 18,95 |17/2009 | 37,98 17,59

Tabulka 4.8: Sledovanost v roce 2009 (cilova skupina 15+)

Pro sestaveni matice vyher v jednotlivych letech je nutné provést nékteré
nutné mezivypocty, a to na zakladé ceniku a podili sledovanosti v jednotlivych
letech.
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2009 2010 2011
TV TV TV TV TV TV
NOVA | PRIMA | NOVA | PRIMA | NOVA | PRIMA
PRUMER ROK |38,02135(16,87962|32,74135 | 16,77423{29,19096 | 17,889231
PRUMER _NORM |37,97082 | 16,9402 |32,87408 | 16,83245(29,39327 | 17,843265
PRUMER_PROS |38,84667| 15,89 |30,57333|15,82333|25,88667| 18,64
CPP 29600 28000 22500 28750 20250 26000
OPT 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7
Referencni CPP 20720 19600 15750 20125 14175 18200
Cena ROK 787802,3 |330840,5|515676,2 | 337581,4413781,9| 325584
PT ROK 1,1 1,2 1,1 1,2 1,1 1,2
PT PROS 0,8 0,8 0,8 0,8 0,8 0,8
Referencni
CPIJ’;_NORM 32560 33600 24750 34500 22275 31200
Referencni
CPJI[J_PROS 23680 22400 18000 23000 16200 20800
Cena NORM 1236330 [569190,9 | 813633,5|580719,5| 654735 |556709,88
Cena_ PROS 919889,1 | 355936 | 550320 |363936,7| 419364 | 387712
%2 Cena_ROK,
Ya Cena_ NORM |932955,9 |396701,9 | 598826,5 |404954,7 | 475415,7 | 398897,47
Ya Cena_PROS

Tabulka 4.9: Mezivypocty pro uréeni matic vyher v jednotlivych letech

V Tabulce 4.10 jsou pak uvedeny hodnoty jednotlivych strategii obou televizi
v roce 2009. Sedlovy bod hry lze najit v prvnim fadku a prvnim sloupci, a to na
zéklad€ vztahu minmaxay.

]

1/2 Cena_ ROK
NOVA/PRIMA Cena ROK | Cena NORM | Cena PROS |1/4 Cena NORM
1/4 Cena_PROS
Cena_ROK 456961,8 218611,4 431866,3 391100,3
Cena_ NORM 905489,3 667138,9 880393,8 839627,8
Cena_PROS 589048,6 350698,2 563953,1 523187,1
1/2 Cena_ROK,
1/4 Cena NORM | 6021154 363765 577019,9 536253,9
1/4 Cena_PROS

Tabulka 4.10: Matice vyher pro rok 2009

V letech 2010 a 2011 Ize sedlovy bod hry nalézt opét v prvnim fadku a prvnim

sloupci tabulek.
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1/2 Cena ROK

NOVA/PRIMA | Cena ROK | Cena NORM | Cena PROS | 1/4Cena NORM
1/4 Cena_PROS
Cena ROK 178094,808 -65043,3 151739,5 -404954
Cena NORM | 476052,126 232914 449696,9 408678,8
Cena_PROS 212738,606 -30399.5 186383.3 145365.3
1/2Cena_ROK
1/4 Cena_ NORM | 261245,087 18106,99 234889,8 193871,7

1/4 Cena_PROS

Tabulka 4.11: Matice vyher pro rok 2010

1/2 Cena ROK
NOVA/PRIMA | Cena ROK | Cena NORM. | Cena_PROS. | 1/4 Cena_ NORM
1/4 Cena_PROS
Cena ROK 88197,88 | -142927,998 | 26069,8798 14884,41
Cena NORM 329151 98025,10714 | 267022,985 255837,5
Cena_PROS 93780 -137345,878 31652 20466,53
1/2 Cena_ROK
1/4 Cena_ NORM | 149831,7 | -81294,1915 | 87703,6861 76518,22
1/4 Cena_PROS
Tabulka 4.12: Matice vyher pro rok 2011
Zhodnoceni vysledki v tabulkach je nasledujici:
a) TV NOVA by méla za stavajicich okolnosti zvolit za optimalni prvni

strategii, a to prekvapivé pro vSechny tfi roky, ovSem jen za predpokladu, Ze

tuto strategii pouzilai TV Prima.

b)

V roce 2009 ¢inila cena za pouze 30-ti sekundovy reklamni spot TV

NOVY az 456 962 K¢ pii primérmné ro¢ni sledovanosti 38% pro cilovou
skupinu dospéli 15+.

c) V roce 2010 se cena za pouze 30-ti sekundovy reklamni spot TV
NOVY mohla vySplhat na 178 085 K¢ pfi primérné ro¢ni sledovanosti 33%
pro cilovou skupinu dospéli 15+.

d)

V roce 2011 se cena za 30-ti sekundovy reklamni spot TV NOVY

mohla vzriist na pouhych 88 198 K¢ pii primérné ro¢ni sledovanosti 29% pro

cilovou skupinu dospéli 15+.

e) Klesajici zisky v letech 2009, 2010 a 2011 mohou byt zplisobeny bud’
celkovym poklesem sledovanosti nebo zamétenim jedné ¢i obou televiznich

stanic na jinou cilovou skupinu.
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f) Obe¢ televize maji ndklady spojené s pofizenim rizné drahych filmu,
které¢ se pokryvaji pravé ptijmy z reklam. Zalezi tedy na tom, zda je film
dostatecn¢ sledovany, a tedy existuje zde navratnost prostredka, které¢ generuji
zisk.

g) Televize Prima vysild po celou dobu pro skupinu 15+, ale televize
NOVA vysilala sviij program pro dosp€lé 15-54. Z tohoto diivodu mohou byt
udaje prevzaté z cenové politiky televize NOV A mirné zkreslujici.

h) Otazkou je, zda by si nevedla televize 1épe oproti souasnému stavu,
kdyby upravila své koeficienty a nasla vhodné&jsi smiSenou strategii nez ptl na
pul denni a vecerni vysilani.

1) Vzhledem k vysledkiim, které jsme ziskali, by pro obé¢ televize bylo
nejlepsi, kdyby se dale zaméfily predevsim na celodenni vysilani.

1) Dalo by se fict, Ze televize Prima 1 televize NOVA voli po celou dobu
program pro celodenni vysilani.
4.4, Graficke feSeni hry dvou hract

V ptipadé, Ze jeden z hra¢l vybird pouze ze dvou strategii, je mozné nalézt
feSeni rovnéz grafickou metodou. Vyuziti grafického feSeni je sice v praxi omezené,
ale 1ze jej vyuzit pro ilustraci postupu vybéru smisenych optimalnich strategii.

V ptipadé, ze prvni hra¢ voli pouze ze dvou strategii, a druhy z n strategii,
matici vyher potom miZzeme zapsat ve tvaru:

a, a, K a
A{ o 1“}. (4.16)
aZl a22 K a‘2n

Vektor strategii prvniho hrace ma pouze dva prvky, a to: X;; a 1-X;;. Soucet
dil¢ich pravdépodobnosti pak musi byt roven jedné.

Pokud vybere druhy hrac¢ strategii K, bude smiSena strategie prvniho hréace
X1, 1=X, . Stfedni hodnotu vyhry druhého hrace pak Ize zapsat ve tvaru:

0
0
a, a, K a, Ka,|.
1- no K n = +a, 1-x, =z X. kK . (417
Xll Xll a21 a22 K a2k K a2n 1 aikxll 2k 11 11 ( )
_0_
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Dosazené vyhra druhého hrace je tedy funkci pouze jedné proménné, a to X,
jejiz hodnota se nachazi v intervalu (0,1). Pokud zvoli druhy hra¢ jakoukoli &istou
strategii j, nemizZe jeho vyhra pro jakékoli X, € <O,1> klesnout pod hodnotu minima

ze 7 X%, j .Volbou X se snazi dosghnout max minz x,, j pro x, €(0,1).

Protoze vyrazy pro z jsou rovnice linearnich funkci, jez vyjadiuji zavislost
minimalni vyhry prvniho hrace, miizeme je piekreslit do dvourozmérného prostoru.
Z grafu lze potom vycist soufadnice pruseciku téchto funkci (pfimek), ktery lezi
nejvyse nad osou x.

ReSeny priklad:

Televize NOVA se rozhodla vzhledem k nizké sledovanosti kriminélnich
filmi v pondéli vypustit jejich zatazovani do pondé€lniho programu. Své vysilani
zam¢étila pouze na akéni filmy a komedie. Budeme vychézet ze stejnych dat jako
v feSeném ptikladu v podkapitole 4.2 na str. 76. Matice sledovanosti je uvedena
v Tabulce 4.13, kterd ma tedy nasledujici tvar:

Potady stanice PRIMA min
komedie | akéni f. | krimi J
Pofady stanice | ak¢ni f. 2,5 2,7 2,1 2,1
NOVA komedie 1,8 11 2,9 11
max 2,5 2,7 2.9

Tabulka 4.13: Matice sledovanosti

Tato tloha opét nema feSeni v Cistych strategiich:

maxming; =2,1<minmaxg; =2,5.
i j j i

V dal$im kroku proto upravime vyraz pro z na tvar:
Z X, K =ay + ay —ay X,
a zapiSeme rovnice linearnich funkci (pfimek) pro zadanou matici:

z x,,1 =18+ 2,5-18 x,=18+0,7x,,
z x,,2 =11+ 2,7-11 x, =11+1,6X%,
zZ x,,3 =2,9+ 2,1-2,9 x,=2,9-0,8x,.
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Obrazek 4.3: Grafické reSeni maticové hry

Na Obrazku 4.3 jsou zakresleny linearni funkce, které¢ vyjadfuji zavislost vyse
vyhry na zvolené strategii X, . Soufadnice pruseciku ptimek (1) a (3) X, =0,75
znamena, ze televize NOVA by méla nasazovat akéni filmy v 75% a komedie ve 25
% piipadu.

Analogicky postup bychom potom zvolili v ptipad¢, kdy naopak omezi vybér
svych strategii na pouze dvé¢ televize PRIMA. V tomto piipadé¢ bychom hledali
prasecik, ktery lezi nejnize nad osou x.

4.5. Hra dvou hraci s nekonstantni sumou vyher

Vredlném zivoté nejsou rozhodovaci situace pokazdé takové, Ze jejich
ucastnici jsou v piimém antagonistickém konfliktu, pfestoZze se jedna o piimé
konkurenty. V pfipad€ hry dvou hract sta¢i porusit predpoklad, Ze celkovd suma
vyher obou hract je konstanta. V takovém ptipadé¢ pak musime pracovat se dvéma
maticemi vyher. Jedna se o tzv. dvoumaticové hry. U téchto her médme problém
s pojmem optimalni strategie, ktery jsme v minulych podkapitolach bézné pouzivali.
V prvnim kroku proto definuyme rovnovéazny bod hry:

(4.18)

Strategie i', ' se oznaCuji jako rovnovazné. Vyhry hracd pak mizeme

uspofddat do dvou matic 4 a B's prvky a; a by
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a =z 1],
o J (4.19)
b=z, 1,] .

Mnozinu rovnovaznych bodli obou hract je mozné nalézt zptisobem, ktery
logicky vyplyva ptimo z definice rovnovazného bodu (4.18), protoze plati:
Z irfjr =maxz, i’jr |
! (4.20)

Postup urceni rovnovaznych boda je nasledujici. V matici 4 ur€ime nejprve

sloupcovda maxima a znich pak vytvofime mnozinu R . V matici B nasledné
nalezneme fadkova maxima a z nich pak sestavime mnozinu R,.Prinik obou mnozin

R, MR, pak ptedstavuje hledanou mnozinu rovnovaznych bodu.

Nalezeny rovnovazny bod vSak nemusi byt optimalnim bodem hry. A to
z n€kolika divodi. Bud’'to miize byt takovychto bodii vice anebo vyhry, které ptislusi
témto bodim, mohou mit rizny pomér mezi vyhrou prvniho a druhého hréce.

Pokud existuje vice rovnovaznych bodd, pak mulze pomoci definice
dominujiciho rovnovazného bodu.

Definice 4.1: Dominujici rovnovazny bod je bod i',j" , pro ktery plati

nerovnosti:

4.21)

V ptipadé, ze existuje jediny takovy bod, nalezli jsme feSeni hry. V ptipadech,
kdy je takovych bodl vice, existuje feSeni také v piipade, Ze pljde o tzv. zameénné
rovnovazné body. Rovnovazné body lze povazovat za zaménné v ptipadé, Ze se

r

hodnoty vyher obou hraci nezméni v piipade jakékoli kombinace strategii i, j

Nalezeni rovnovaznych strategii vede k pfijatelnym feSenim pouze
v ptipadech, kdy bud’to existuje pouze jeden rovnovazny bod, anebo v piipadech, kdy
jsou nalezené¢ dominujici body navzajem zaménné. Takovéto body povazujeme za
optimalni a jim odpovidajici strategie jako strategie optimalni.

Dosazené vysledky neantagonistickych her jsou ovlivnény kromé velikosti
ocekavanych vyher rovnéz postoji hractu. Piedev§im se jednd o ochotu ¢i neochotu
souhlasit s pfipadnym kompromisnim feSenim. Jestlize hra¢ ustoupi z vlastniho

pozadavku, mlze to vést pii nelstupnosti protihra¢e k jeho ztraté. V ptipadé
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neustupnosti obou hraci dosdhnou nejhor$iho vysledku oba hraci. Ochota ke
kompromisu sice znamena vyssi vyhru obou hrach, ale absolutné vyhru nizsi, nez
kdyby netstupné prosazovali svlij postoj.

Reseny piiklad:
Dv¢ konkurenc¢ni firmy, které podnikaji v oboru telekomunikaci VODAFONE

a T-MOBILE wuvazuji o vynalozeni prostfedki na reklamu v médiich
v Moravskoslezském kraji v ¢astkach:

a) 8 mil. K¢ (1. strategie),
b) 10 mil. K¢ (2. strategie),
c) 12 mil. K¢ (3. strategie).

Pokud piesahnou ndklady na reklamu u obou firem 19 mil. K&, vzrostou
celkové rocni trzby obou firem ze 180 na 260 mil. K¢ Ruzny podil nékladi na
reklamu bude mit za nasledek také rizny podil obou firem na téchto ¢astkach:

a) vynalozi-li obé firmy stejnou €astku, rozd€li se trzby na polovinu,

b) vyda-li jedna firma 8 mil. K¢ a druha 10 mil. K¢, ziskd prvni firma
40% trzeb a druha 60% trzeb,

c) utrati-li jedna firma 8 mil. K¢ a druha 12 mil. K¢, ziska prvni firma
30% trzeb a druha 70% trzeb,

d) vynaloZi-li jedna firma 10 mil. K¢ a druha 12 mil. K¢&, ziskd prvni
firma 45% trzeb a druhd 55% trzeb.

Budeme ptedpokladat, Ze rentabilita trzeb je 10% a Ze se ob& firmy budou
snazit maximalizovat rozdil mezi pfijmy a naklady na reklamu, tedy dle vztahu:

TRZBY x 0,1 x podil na trhu —néklady na reklamu.

V nasledujici Tabulce 4.14 jsou vypocteny zisky obou firem pro razné
kombinace strategii.

_ Zisk VODAFONE Zisk T-MOBILE
Vosgztggﬁm Strategie T-MOBILE Strategie T-MOBILE
1 2. 3. 1 2. 3.
1 1 0.8 0.2 1 0.8 6,2
2. 0.8 3 17 0.8 3 23
3. 6,2 23 1 0.2 17 1
Matice A Matice B

Tabulka 4.14: Dosazitlené zisky firem
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V matici 4 nalezneme:
a) v prvnim sloupci hodnotu zisku 6,2 (3,1),
b) ve druhém sloupci hodnotu zisku 3 (2,2),

c) ve tietim sloupci hodnotu zisku 1,7 (2,3).
Tedy mnozina R, = 3,1, 2,2, 2,3

V matici B nalezneme:

a) v prvnim fadku hodnotu zisku 6,2 (1,3),
b) ve druhém fadku hodnotu zisku 3 (2,2),
c) ve tfetim fadku hodnotu zisku 1,7 (3,2).

Tedy mnozina R, = 1,3, 2,2, 3,2

Prinik obou mnozin R, "R, obsahuje celkem 5 rovnovaznych bodi se zisky,

které jsou uvedeny v nasledujici Tabulce 4.15.

Rovnovéazny bod | Zisk VODAFONE | Zisk T-MOBILE Suma zisk
(1,3) -0,2 6,2 6
(2,2) 3 3 6
(2,3) 1,7 2,3 4
(3,1) 6,2 -0,2 6
(3,2) 2,3 1,7 4

Tabulka 4.15: Rovnovazné body s prisluSnymi zisky

V nasem piikladu existuje celkem 5 rovnovdznych bodi. Body (2,3) a

(3,2) ptinaseji celkovy zisk pouze 4 mil. K¢, zatimco ostatni 3 rovnovazné body maji
vyss§i sumu vyher. Bod (2,2) znamend, ze obé firmy vynalozi na reklamu 10 mil. K¢.,
a ob& firmy by dosédhly stejného zisku ve vysi 3 mil. K& Jsou tady ale dalsi dva
rovnovazné body (1,3) a (3,1), se stejnou sumou vyher, ale s riznym pomérem vyher
obou hract.

Pro firmu VODAFONE je dominujici kombinace strategii (3,1), protoze:
z, 31 =6,2>2 2,2 =3.
Pro firmu T-MOBILE je dominujici kombinace strategii (1,3), protoze:

z, 1,3 =6,2>12, 2,2 =3.
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Body (3,1) a (1,3) tedy dominuji bodu (2,2).

V piipadé, ze by se firmy nedohodly, mohly by byt vysledkem jejich
rozhodnuti kombinace s pfinosy pro oba nevyhodnymi. To vyplyva z tabulky ziskt
obou spolecnosti, viz Tabulka 4.16.

Rovnovazny bod Zisk VODAFONE | Zisk T-MOBILE Suma zisku
(1,1) 1 1 2
(3,3) 1 1 2

Tabulka 4.16: Nedohoda firem

Pokud zménime zadani tak, ze upravime prostfedky na reklamu na 7, 8 a 12
mil. K¢ a rtst trzeb pfi ndkladech na reklamu nad 20 mil. K¢ z 200 mi. K¢ na 310 mil.
K¢ pfi podilech 45% ku 55%, 35% ku 65%, resp. 40% ku 60%, matice vyher by pak
m¢ély tvar, ktery je uveden v Tabulce 4.17:

_ Zisk VODAFONE Zisk T-MOBILE
Vosgitﬁ%'eNE Strategie T-MOBILE Strategie T-MOBILE
1 2. 3, 1 2 3,
1 3 2 1 3 3 0
2. 2 2 0 2 2 0
3, 0 0 35 1 0 35
Matice A Matice B

Tabulka 4.17: Rovnovazné body

Uloha ma jeden dominujici rovnovazny bod (3,3). Pokud tedy obé& firmy
vynaloZi 12 mil. K¢ na reklamu, bude zisk kazdé z nich 3,5 mil. K¢.

Reseny piiklad:

Mésto Opava vyhlésilo soutéz na prodej atraktivnich pozemku v centru mésta
za ucelem vystavby obchodniho centra, z jehoZ provozu ziskd 100 mil. K¢ ro¢né€ na
danich. Problémem je ale postoj n€kolika stavajicich majitelti pozemkd, ktefi pozaduji
za odkoupeni 50 mil. K¢, zatimco mésto nabizi pouze 20 mil. K¢. Protoze hrozi
odstoupeni investora od smlouvy, nabizi mésto, pokud oba ustoupi, 30 mil. K¢.
V néasledujici Tabulce 4.18 je uvedena matice vyher pro dvé strategie T, kterd
znamena trvat na svém a strategii U, coz je ochota ke kompromisu.

Vynos mésta Ostrava Vynos majitelé
Strategie majitelt Strategie majitelt
T U T U
Strategie mésta | T 0 80 0 20
Ostrava U 50 70 50 30

Tabulka 4.18: Matice vyher
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Ze zadani ulohy je ziejmé, ze pro oba subjekty bude vyhodny kompromis.
Pokud by subjekty trvaly na svém, znamenalo by to odstoupeni investora.

4.6. Kooperativni hry

V readlném Zzivoté se Casto vyskytuji situace, kdy je vhodné, aby se ucastnici
rozhodovaci situace dohodli na spolecné volb¢ strategie. Ale navic také doptedu
uzavieli dohodu o rozdéleni vyhry, kterou spolecné ziskaji. V prvnim kroku museji
hra¢i odpovédét na zakladni otazku, zda je pro né viibec vyhodné takovou dohodu
uzavirat. Hra¢i se dohodnou pouze tehdy, pokud vzajemnou spolupraci mohou
doséhnout vyssi vyhry, nez pokud zvoli své strategie individualng.

Prvni hra¢ mize dosahnout vyhru o velikosti:

z =maxmin z, i,j , (4.22)
i j
a druhy hrac¢ pak vyhru:
zZ,=maxmin z, i, j . (4.23)
j i

Hrac¢i potom mohou také vypocitat, jakou spolecnou vyhru by ziskali v
ptipad¢ uzavieni dohody:

zlyZ:rri\a}x z ] +z, 1,] . (4.24)
ReSeny priklad:

Dvé rafinerské firmy Unipetrol a Cepro se rozhoduji, zda budou dodavat
pohonné hmoty na trh pfimymi dodavkami (strategie 1), s vyuzitim sluzeb
distributora (strategie 2) nebo kombinaci obou pfedchozich metod (strategie 3).
Protoze se jedna o zastupitelné produkty a zdkaznici (Cerpaci stanice) ocenuji takeé
uroven dodavatelskych sluzeb, ovliviiuje volba strategii vzajemné i jejich trzby v mld.
tak, jak je uvedeno v nasledujici Tabulce 4.19:

Trzby Unipetrol Trzby Cepro
Strategie Cepro Strategie Cepro max j | (i,))
1. 2. 3. 1. 2. 3.

. 1. 2,0 2,1 2,9 2,0 18 1,8 2,0 | (1,2
Strategie =51 4 20 | 20 | 29 | 40 | 20 | 40 | 22
Unipetrol

3. 1,0 2,0 2,5 2,0 2,5 2,9 2,9 | (33

max i 2,0 2,1 2,9

(1)) @1y | d2 | d3)

Tabulka 4.19: Matice trzeb v mil. Ké
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Nase hra ma pouze jediny sedlovy bod (1, 1). Pfi volbé prvni strategie by oba
konkurenti pouzili pfimé distribuce pohonnych hmot a oba ziskali trzby 2 mld. K¢.
Z Tabulky 4.19 ale také vyplyva, ze pro obé firmy by bylo rovnéz vyhodné vyuzit
sluzeb nékteré distribucni spolecnosti, kterda jim mutze diky vysoké urovni sluzeb
zajistit trzby v celkové vysi 2+4=6 mld. K¢&.

V ptipad¢, Ze plati nerovnost z,, >z +2,, je potom vyhodné pro ob¢ firmy
spolupracovat. Takovyto typ kooperativnich her se v literatuie obvykle oznacuje jako
hry podstatné. V ptfipad€, ze plati rovnost z,, =z, +2,, hovofime o nepodstatnych
hréach.

V ptipadé, ze se hraci nedohodnou na zplsobu rozdéleni vyhry, doslo by de
facto k nahrazeni jednoho konfliktu druhym. Z tohoto diivodu byva obvykle soucasti
dohody mezi hrac¢i také zplsob rozdéleni vyhry. Vyhry obou hraca jsou
pfedstavovany dvéma Cisly a, a a,. Pomoci téchto ¢isel 1ze urcit podily jednotlivych

hrac¢h na celkové vyhte. Pro oba spolupracujici hrace bude obvykle vyhodné rozdéleni
vyhry, pro které plati:

Z,=9a,+a,, (4.25)

kde a, >z, a,>z,.
Mnozina vSech rozdé€leni vyhovujici obéma podminkdm tvoii jadro hry.
Problémem je skutecnost, ze jadro hry obsahuje opét mnozinu bodl, pti hie dvou

hrach jsou to body usecky ve tvaru:

Q=1Z,—4. (4.26)

50

/ Jadro hry

10

20 40
Obrazek 4.4: Jadro hry

Hraci si mohou dosazenou vyhru rozdélit na zakladé riznych principi:
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a) O vyhru se podé€li rovnym dilem, jedna se o tzv. charitativni princip,
plati tedy:

a=a=1,/2 (4.27)

b) Jinym moznym zpusobem rozdé€leni dosazené vyhry je rozdéleni, kdy
si kazdy z hract ponecha vyhru, kterou by ziskal bez dohody s konkurentem a
zbyla ¢ast vyhry je pak rozdélena v poméru pfinosu obou hraca do spolecné
vyhry dle nasledujiciho vztahu:

Q=4+ L,—4,—1, 1,1 / Z, =4,

(4.28)
=2+ 2,-2,-2, 2,-2, | 2,-12, .
c) Anebo se o zbytek vyhry rozdé€li rovnym dilem:
a=z+ 2,-2-12, 12, 4.29)

a,=2,+ 2,-2,—-12, 12

4.7. Nekonecné hry dvou hraca

V realné praxi jsou vSak pripady, kdy si hraci voli pouze jednu strategii
z nékolika variant, spise vyjimkou. V ptipadé, ze chceme stanovit hodnoty vyher pro
vic strategii, které maji charakter spojité proménné, je mozné problém vyiesit tak, ze
zvolime ptislusné diskrétni hodnoty a pro né pak vypocitdme dosazitelné vyhry.

Podstatou nekonec¢nych her je tedy hledani feSeni v situacich, kdy kazdy
z Gastnikli hry mize pfijimat teoreticky nekonecné mnoho strategii. Podobnou

vow v

situaci jsme uz fesili v pfipadé smiSeného rozsifeni maticovych her, v kapitolach 4.3 a
4.4, kdy vektor moZnych feSeni obsahoval pravdépodobnosti, které nabyvaly

libovolnych hodnot z intervalu (0,1).

Pokud budeme piedpokladat, Ze piisluSné matice strategii obou hraca
X,= X; a X,= X, budou obsahovat teoreticky nekone¢né¢ mnoho prvkd, je

zfejmé, Ze nenalezneme univerzalni postup, jak ziskat feSeni takové hry. Je to
zpusobeno nékolika divody. Jednak feSeni bude ovliviiovat skutecnost, zda mnoziny
strategii budou mit charakter spojitych mnozin euklidovského prostoru nebo mnoziny
diskrétnich hodnot, ale zaroven také skutecnost, ze ve vétSing pripadii nebudeme moci

pracovat s maticemi vyher z, a z,, ale svyplatnimi funkcemi. Ty pak budou

vyjadfovat zavislost vyher jednotlivych hraca na zvolenych strategiich protihract.

Vzhledem k tomu, Ze budeme opét hledat takové kombinace strategii, které
maximalizuji vyhry pfisluSnych hraca, bude mit na hledani feSeni her také jejich
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matematicky tvar. Bude tedy dulezité, zda se jedna o funkce konkavni nebo konvexni,
spojité ¢i diskrétni.

V teorii nekone¢nych her byly formulovany nékolik nutnych a postacujicich
podminek pro to, aby pfisluSna hra méla feSeni:

a) mnoziny strategii musi byt kompaktni a konvexni mnoziny,
b) vyplatni funkce musi byt konkavni atd.

Ani tyto teoretické poznatky néjaky jednotny zplsob hledani optimélnich
strategii nenabizeji. U maticovych her naopak ditkaz existence feSeni v ptipadé jejich
smiSeného rozsiteni daval zaroven navod na jejich feSeni.

Nyni si nekone¢nou hru dvou hracti obecné popiseme. Predpokladejme, ze dva
hraci, naptiklad dvé konkurenc¢ni firmy soupefi svymi zaménitelnymi vyrobky
teoreticky az na n segmentech trhu s moznym objemem trzeb t,, jsou schopny na
marketing a celkovou podporu prodeje utratit ¢astky K, a K, , a potiebuji se
rozhodnout, jaké ¢astky X, a X,, pro i=1,2,...,n vynaloZit v jednotlivych segmentech

teoreticky nekonecného trhu takovym zplsobem, aby ziskali co nejvétsi podil na
celkovych trzbéach:

T=>1t. (4.30)

Pro X, a X, logicky plati, Ze lei =K, a ZXzi = K,. Jinymi slovy, kazdy
i=1 i=1

podnik miZe vycerpat pouze prostiedky, které ma k dispozici. Jedna se tedy opravdu
o hru s nekone¢nym poctem strategii, protoze plati: X; € <O, K1> , Xy € <0, K2> a soucet
vyher T je konstantni. Budeme dale piedpokladat, Ze oba hraci jsou schopni efektivné
vynakladat prostfedky na podporu prodeje, jinymi slovy, za své prostiedky ziskaji na
kazdém trhu podil odpovidajici podilu ¢astek, které v daném segmentu vynaloZili.
Miuzeme tedy naptiklad zapsat, ze kdyZ napft. v i-tém segmentu vynaloZi:

1
a) prvni hra¢ x;; K¢, ziska trzby ve vysi L , (4.31)
Xli + X2i
. X, L
b) druhy hra¢ x,, K¢, ziska trzby ve vysi —2-1—, (4.32)
Xli + X2i

pak celkovy objem trzeb obou hract 1ze zapsat jako:

a) 4 X, X = Z aTR. t., v pfipadé prvniho hrace, (4.33)
ERATRRT
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b) Z, X, % =Y Xa =t,,v ptipad& druhého hrace, (4.34)
ERATRRT

pficemz musi platit: 2, X,X, +z, X,X, =T. (4.35)

Nasi tlohu je mozné také prevést na hru s nulovym souctem vyher:

n =X
z:zl—zzzzl:ﬁ:ti. (4.36)
1= i 2i

Abychom =zajistili, ze funkce z je definovana pro vSechny piipady, musime
polozit jeji hodnotu rovnu nule pro X; =X, =0. Interpretace této podminky je

relativné trivialni. Pokud neutrati na /-tém trhu oba hrac¢i zadnou ¢astku, rozdéli se o
mozné trzby rovnym dilem.

Dalsi krok analyzy spoc¢iva v nalezeni optimalni strategie obou hract. Pro oba
hrace jsou logicky atraktivni trhy s vysokym trznim potencialem, protoze vysoky trzni
podil na téchto trzich znamena vysoké trzby. Z toho plyne, ze jako jedna z moznych
strategii se jevi ta, pti které by kazdy hra¢ rozd¢lil své omezené prostiedky v poméru
podilu ptislusného trhu na celkovych trzbach. Potom by vektory strategii obou hract
obsahovaly tyto prvky:

x = tK /T LK T, t KT,

(4.37)
X, = LK, /T, LK, /T, t K, /T .

V dalsim kroku dokézeme, zda jsou nalezené strategie optimalni ¢i nikoliv.
V piipadé, ze se jedna o strategie optimalni, musi platit, stejn¢ jako v ptipadé
maticovych her, Ze pokud se prvni hra¢ odchyli od své optimalni strategie a druhy
hra¢ ji zvoli, bude vyhra prvniho hrace mensi, nez v ptipad¢, kdy oba hraci zvoli svou
optimalni strategii. A ta bude mensi nez v situaci, kdy prvni hra¢ zvoli optimalni

strategii a druhy se od ni odchyli. Mizeme tedy zapsat:

opt. opt. opt. opt.
Z, X, X Sz, XX <7 XX, (4.38)

Podrobné odvozeni a také matematicky dikaz lze nalézt v Gros (2003).
Z vysledkli odvozeni vyplyva, ze podniky by mély vkladat prosttedky na podporu
prodeje na jednotlivé trhy tmérné jejich velikosti.

Reseny priklad:

V tomto feSeném piikladu se soustiedime na piipad dvou konkurencnich
podniki, u néhoz lze najit logickou tivahou feSeni nekonecné hry a jeho opravnénost
nasledné dokéazat. Uvazujme dvé konkurenéni firmy, podnikajici v oboru strojirenstvi,
OSTROJ OPAVA a VITKOVICE MACHINERY, které se se rozhoduji o rozdéleni
castek 20, resp. 30 mil. K¢ na podporu prodeje na tfech vyznamnych trzich v Rusku,
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Brazilii a Indii s o¢ekavanymi trzbami 200, 250 a 220 mil. K¢. Nasim ukolem bude
navrhnout optimalni rozdéleni prostfedka na jednotlivych trzich.

Pokud budeme postupovat podle vztaht (4.37) a (4.38), zjistime, ze optimalni
rozdéleni prostfedkt bude nasledujici:

OSTROJ OPAVA:

X,, = 20.200/670 =6,
X, = 20.250/ 670 = 7,5,
X, =20.220/670 =6,5.

VITKOVICE MACHINERY::

X,, =30.200/ 670 =9,
X,, =30.250/670 =11,
X,; = 30.220/ 670 = 10.

4.8. Nekooperativni hry o n hracich

Teorie her se zabyva také hrami o vice nez dvou hracich. V této podkapitole se
budeme zabyvat hrami v normalnim tvaru, jichZ se i¢astni vice nez 2 racionalni hraci,
kteti usiluji o dosazeni maximalni vyhry. U téchto her uz neni nutné rozliSovat hry
s konstantni a proménlivou sumou vyher, a to z toho divodu, Ze riznorodost zajmi
vice hraci nenuti hrace Celit jednotnému tlaku ostatnich protihraci.

V piipad¢ téchto her bude vektor strategii n hraci ve tvaru X" = X/, X,..., X

rovnovaznym bodem hry v pfipadé, ze pro vSechna i=1,2,...,n a vSechna X € X,

budou platit tyto nerovnosti:

r r r r r r r r r r r r

Zi X Xy Xy X Xig s Xy S Z X XKooy X o Xi s Xiags e Xy 0 (4.39)
kde x{ jsou rovnovazné strategie hra¢ a X, prostor piipustnych strategii.

Ze vztahu (4.39) opct vyplyva, ze pokud se /-ty hra€¢ odchyli od své optimélni
strategie a ostatni protihraci ji zvoli, bude vyhra i-t€ho hrace nizsi, nez kdyby také on
zvolil optimalni strategii. V pfipad€, Ze nalezneme jediny rovnovazny bod, pak je
volba strategii vyfeSena. V piipadé, ze takovy bod nenalezneme, je tfeba nalézt

r
dom. >

dominujici rovnovazny bod X, , pro ktery plati:

Z, Xim =7 X', (4.40)
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kde x"jsou libovolné rovnovazné body hry.

Pokud je tento bod jediny, nalezli jsme jednoznacné feSeni hry. V piipad¢, ze
tomu tak neni, hledame, zda existuji zaménné rovnovazné body. To jsou takové body,
které udavaji stejnou hodnotu vyhry pfi riznych kombinacich strategie, jez byly
pouzity v dané skupin€ rovnovaznych bodi.

Cely problém hledani optimalnich strategii v pfipad¢ her s vice nez dvéma
hraci tedy zavisi na tom, jak se obecné principy feseni téchto her podafi aplikovat na
konkrétni situace tak, aby objem a slozitost nutnych vypocti byl umérny dosazenému
efektu.

Reseny piiklad:

Tii prodejci pohonnych hmot v Opavé firmy Shell, Agip a Benzina usiluji o
maximalizaci zisku na trhu s denni kapacitou 50 000 hl pohonnych hmot mési¢né.
Primérna cena pohonnych hmot zavisi na celkovém dodaném mnozstvi na trh, a to
podle nésledujiciho vztahu:

p=100- 0,015(x, + X, + X;).

Fixni a variabilni naklady prodejcti pohonnych hmot véetné jejich prodejnich
kapacit jsou uvedeny v Tabulce 4.20.

Prodejce Fixni ndklady Variabilni nédklady | Prodejni kapacita
Shell 100 000 250 20 000
Agip 80 000 225 20 000
Benzina 90 000 275 20 000

Tabulka 4.20: Matice trzeb v mil. Ké

Ziskové funkce jednotlivych prodejcti maji nasledujici tvar:

Zgugn = (100- 0,015(x, + X, + X;))x - 250x,- 100000,
Zyge = (100- 0,015(X, + X, + X;))X, - 225X, - 80000,

Zaenzma = (100- 0,015(%, + X, + X;))X;- 275%,- 90000.

Souctovou funkci celkového zisku pak mizeme zapsat v tomto tvaru:

YA +z +z

CELKOVY = ZSHELL AGIP BENZINA*
K této ziskové funkci musime pfipojit soustavu omezujicich podminek:

x, £ 20000; X, £. 20000; x, £ 20000,

X, + X, + X, £ 50000.
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Pro feSeni této Glohy pouZijte nastroj Resitel. Ulohu vyfeste samostatng.

4.9. Hry proti ptirod¢

Cela tada rozhodovacich situaci je ovliviiovana kromé racionalnich subjektt
rovnéz fadou ndhodnych vlivil. V ptipad¢€, Ze je mnozina strategii raciondlniho hrace
konenad a je mozné také ndhodné stavy, které ovliviuji celkovy vysledek hry
formulovat jako kone¢nou mnozinu, pak je mozné sestavit matici vyher 4 typu (m, n).
Radky této matice budou odpovidat pfijatym strategiim racionalniho hrace a sloupce
pak moznym ndhodnym hodnotam ndhodné veli€iny, strategiim indiferentniho hréce.

Uréeni optimalni strategie v takovychto rozhodovacich situacich pfi
rozhodovani za rizika, pfipadné nejistoty, zavisi na nékolika faktorech. Pfedevsim pak
na povaze hrace, zejména na jeho ochoté pfijmout riznou miru rizika, ale také na
charakteru modelové situace a intenzité vlivu nahodného jevu na vysledek rozhodnuti
V neposledni fad€ pak zdvisi na mife dostupnych informaci, které ma hra¢ k dispozici
v situaci, kdy se snazi kvantifikovat nahodné vlivy:

a) V ptipadé, Ze je znamo pravdépodobnostni rozdéleni, s nimz miize
dojit k ndhodnym staviim, hodnoty p(i) j-t¢ho ndhodného jevu, mizeme pouzit
Bayesova kritéria, které je zalozeno na maximalizaci stfedni hodnotu vyhry
racionélniho ucastnika:

L]

m?xZaijp j =max a . (4.41)
=1

b) JestliZze se nepodari kvantifikovat hodnoty p(i), je mozné piedpokladat,
ze vSechny vyskyty ndhodnych jevli maji stejnou pravdépodobnost, ktera se
rovna poméru 1/n. V takovém piipadée 1ze pouzit Laplaceovo kritérium:

n
k"

max-=—. (4.42)
i n
c) Pokud je hra¢ konzervativné zaloZeny, je mozné pouzit Waldovo

pesimistické kritérium:

maxmina; . (4.43)
i i
d) Posledni zvoleny pfistup, tzv. Savageovo kritérium, je zalozeno na
minimalizaci ztrat Z; .
Zy = Maxay — g, (4.44)
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jez vyjadiuji ztratu, ktera je spojena s pfijetim i-té strategie ve srovnani
s volbou za ptredpokladu, ze bychom znali skutecné hodnoty nahodné proménné.
Volime proto strategii, pro kterou plati:

minmax z;. (4.45)
i
e) Posledni ¢asto pouzivané kritérium je tzv. Hurwitzovo kritérium, které

umoziiuje hra¢i pomoci volitelného tzv. ukazatele optimismu a e (0,1) vyjadfit jeho

postoj k riziku. Hleddme proto takovou kombinaci strategii, kterd zajisti vyhru ve
VySi:

max| amaxa; + 1-a mina; |. (4.46)
I .
J
i
Cim vice se hodnota « blizi hodnoté 1, tim vétsi riziko je ochoten hrag
postoupit a tim vice je optimisti¢téjsi ve svém odhadu vyskytu ndhodného faktoru.

Reseny piiklad:

Restaurace s letni zahradkou se rozhoduje, jaké mnozstvi piva mé objednat na
nasledujici vikend. Analyzou stejnych obdobi v minulych tydnech se podatilo sestavit
tabulku rozdé€leni pravdépodobnosti prodeje piva v hl, viz Tabulka 4.21.

Prodej v Al 12 15 17 20 22
Pravdépqdobnost 0.1 0.2 0.2 0.4 0.1
p@)

Tabulka 4.21: Rozdéleni pravdépodobnosti

Cena 1 hl piva je 4000 K¢. Variabilni naklady jsou 1000 K¢/hl, fixni naklady
jsou 20 000 K¢ za obdobi. Pokud se objedna vice piva, proda se piebytek se ztratou
500 Kc¢/hl. Pokud se projevi nedostatek piva, je nutné jej doobjednat. Tim pak
vzrostou variabilni ndklady na 1500 K¢/hl a fixni na 25 000 K¢ za obdobi. Matice
vyher obsahuje vypocteny rozdil mezi trzbami a naklady.

Objednavky Néhodna poptavka v hl Primérna | min | max
v hl 12 15 17 20 22 |poptavka | i | j
12 16 18,5 23,5 31 36 27,25 16 | 36
15 11,5 25 25 32,5 40,5 30,75 |11,5(40,5
17 8,5 22 31 33,5 38,5 31,25 | 8,5 (38,5
20 4 18,5 26,5 40 40 31,25 4 | 40
22 1 14,4 23,5 37 46 30,225 1 46
max 16 25 31 40 46

Tabulka 4.22: Matice zisku v tis. K¢
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V polich Tabulky 4.22 je vytvofeny zisk vtis. K¢. Kalkulace zisku pfi
objednani 20 hl piva a spotteby 22 hl je nasledujici:

Trzby celkem: 22 .4 000 =88 000 K¢
Variabilni bézné naklady: 20.1000 =20 000 K¢
Variabilni zvySené naklady: 2.1500=3000 K¢
Fixni zvySené néklady: 25000 K¢
Néklady celkem: 48 000 K¢

Zisk a,,: 88 000 —48 000 =40 000 K¢

V dalsi Tabulce 4.23 jsou vypocteny hodnoty a;p J :

pj 0,1 0,2 0,2 0,4 0,1 R .
) 2. 2.3P ]
Spotieba | 12 15 17 20 22 i—1 j-1

12 1.6 | 37 47 | 124 | 36 26
o 15 1,15 | 5 5 13 | 4,05 28,2
ObJeVdﬁkay 17 085 | 4.4 62 | 134 | 3.85 28,7
20 04 | 37 53 16 4 29.4

22 01 | 288 | 47 | 148 | 4.6 27.08

Tabulka 4.23: Hodnoty oc¢ekavaného zisku pri pouziti Bayesova kritéria

Pti pouziti Bayesova kritéria zvolime max (26; 28,2; 28,7; 29,4; 27,08), tedy
hodnotu 29,4, coz znamen4, ze bychom m¢li objednat 20 hl piva.

Pti pouziti Laplaceova kritéria je v Tabulce 4.22 ve tfetim sloupci zprava
sloupci vypocten prosty primér z hodnot zisku v pfislusnych tadcich. Pokud z nich
vybereme max (27,25; 30,75; 31,25; 31,25; 30,225), tedy hodnotu 31,25, znamena to,
ze bychom méli objednat 17 nebo 20 hl piva.

Waldovo  kritérium  znamend najit maximum zminim z hodnot
v predposlednim sloupci v Tabulce 4.22, tedy max (16; 11; 8,5; 4; 1), coz znamena,
ze by bylo vhodné objednat 12 hl piva.

Pro aplikaci Savageova kritéria jsou v Tabulce 4.24 vypocteny ztraty z;. Pro

jejich vypocet pouzijeme vybrand maxima ve sloupcich v poslednim fadku Tabulky
4.22.
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Objednavky Nahodna poptavka v hl max
v hl 12 15 17 20 22 [
12 0 6,5 7,5 9 10 10
15 4,5 0 6 7,5 5,5 7,5
17 7,5 3 0 6,5 7,5 7,5
20 12 6,5 4,5 0 6 12
22 15 10,6 7,5 3 0 15

Tabulka 4.24: Matice ztrat pii pouziti Savageova Kritéria

Podle Savageova kritéria by bylo vhodné objednat 15 nebo 17 hl piva.

Ptiklad vypoctu podle Hurwitzova kritéria ukazeme na piedpokladu, ze hrac¢
zvoli a=0,7, viz Tabulka 4.25. Maxima a minima v fadcich jsou uvedeny v Tabulce

12 0,7%36 + (1-0,7)*16 = 30
15 0,7%40,5 + (1-0,7)*11,5 = 31,8
17 0,7%38,5 + (1-0,7)*8,5 = 29,5
20 0,7*40 + (1-0,7)*4 = 29,2
22 0,7%46 + (1-0,7)*1 = 32,5

Také pfi mirném optimismu by bylo vhodné objednat 22 hl piva.

Tabulka 4.25: Vybér strategie pii pouziti Hurwitzova kritéria
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5.Matematicky dodatek

V matematickém dodatku se zamétime pouze na jedno téma, a to maticovy
pocet. Znalosti o maticovém poctu jsme totiz vyuzivali pfedev§im v kapitole 1 a
kapitole 2. Krom¢ obecnych matematickych postupti budou uvedeny ptiklady vyuziti
maticového poctu pomoci nastroji v prosttedi MS Excel 2010.

5.1. Maticovy pocet

Jednim z nejvhodnéjsich prostredkd, jimiz Ize vyjadiit ekonomické zavislosti,
je maticova neboli také vektorova symbolika. Matici 4 je mozné definovat jako
obdélnikové schéma redlnych cisel z R, které jsou uspoifadané v m ftadcich a n

sloupcich. V takovém piipadé hovofime, Ze matice A4 je typu m X n. Prvek matice 4

umistény v i-tém fadku a j-tém sloupci oznaCujeme a.. Matici 4 pak zapisujeme
y J p i i p pisuj

Q; Ap... &
&, Ay... @,

(5.1)

a

ml m2 """ m3

Nyni si vysvétlime nékteré pojmy a operace, které se ¢asto v maticovém poctu

takto:

pouzivaji:
1.
2.
3.
4.

Matice 4 se nazyva matici étvercovou, jestlize je m = n. Radky a sloupce
matice A se nazyvaji vektory. V nékterych ptipadech miize byt matice 4
sestavena jen z jednotlivého tadkového vektoru anebo z jednotlivého
sloupcového vektoru. V takovém ptipadé€ si vystacime s jedinym indexem

prvku matice. Naptiklad 4 = (a,, ..., @,) je fadkovy vektor. Jsou-li rovnéz
vSechna a; = 0 pro i = 1, 2, ..., n, pak 4 nazyvame nulovou matici a
oznacujeme ji 0. Jednotkova nebo také identick4d matice E je pak matice,
pro niz plati, ze a; = 1proi=j, a; =0proiaj.

Transponovanou matici k matici 4 oznadujeme symbolem A’ a vznikne
tak, Ze pfemistime prvek v i, j pozici matice 4 na prvek v pozici j, i. Jinymi
slovy, vzdjemné¢ vyménime tfadky a sloupce matice 4 zrcadlové kolem
hlavni diagonaly a ziskame tak matici 4"

Dvé¢ matice oznacujeme jako shodné, pokud se jejich odpovidajici prvky
rovnaji.

Symetricka matice je matice, pro kterou plati 4 = A', tj. a; = a; pro

vSechnaiaj.
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5. Necht 4= {a; }, B = {b; } jsou matice typu mXxn. Matice 4 je
nezapornd, piSeme A>0, jestlize a; >0 pro vSechna i = 1,2,....m, j =
1,2,...,n. Matice 4 je naopak kladna, piSeme 4 > 0, jestlize a; > 0 pro
vSechnaiaj.

6. Plati také A>B, pokud soucasné plati a; > bij pro vSechna i = 1,2,...,m, j
=1,2,...,n.

7. Matice C = {¢; } je souctem matic 4 a B, tj. C = 4 + B, jestlize plati
Ci =& +bijpr0 vSechnai=1,2,....m,j=1,2,...,n.

8. Pro soucet matic stejného typu plati znamé komutativni, asociativni a
distributivni zékony, stejné¢ jako pro secitani redlnych Ccisel. Skalarni
nasobek matice 4 = {@; } je matice, jejiz vSechny prvky jsou rovny
soucinu kazdého prvku z 4 s konstantoux € R, tj. aA={ag; }.

9. Necht' 4 = {a;} je matice typu mXn, B = {b, } je matice typu N X I.
Matice C= ¢, , typu m X I, je sou¢inem matic 4 a B, tj. C = 4. B, jestlize
plati:

Ck = Z aijbjk (52)
j=L

provsechnai=1,2,....,m, k=1,2,...,r.

Prvek vysledné matice C, kterd vznikla sou¢inem matic 4 a B v i-tém fadku a
k-tém sloupci je skaldrnim souc¢inem dvou vektord, a to i-tého fadku matice 4 a k-tého
sloupce matice B, viz Obrazek 5.1. Pro sou¢in matic v pfipadé, ze pocet sloupcii
matice 4 je stejny, jako pocet fadkl matice B, plati stejné asociativni a distributivni
zakony jako pro nasobeni redlnych cisel.

j-t¥ sloupec J -ty sloupec
ity raek [ | it} idek
C = AB |(mxm)(nx k)= (m x k)|

Obrazek 5.1: Schéma nasobeni matic

Matice vznikly historicky jako zjednoduSujici metoda fteSeni systému
linedrnich rovnic:
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a11X1+a12X2+"'+a1n n :bl
Ay X +a,X, +...4+8, X, =D,

2n"'n

(5.3)
., X +8,,X, +..+8,.X =b,.

Reseni takovych rovnic je jednodu$di v piipadé, Ze koeficienty a; jsou

oddéleny od neznamych X;. Pak je moZné rovnici (5.3) lze zapsat v nasledujicim
tvaru:

& Ap... 8y (X by

& ... Ay || X b,
: : : = (5.4)
Ay Ay ams Xq b

Pokud oznacime vektor x= X,X,,...,X, T jako sloupcovy vektor a totéz
ucinime v piipadé b= b,,b,,...,b,

" je mozné systém linearnich rovnic (5.4), ktery

oznacujeme jako nehomogenni systém m linedrnich rovnic o » neznamych, zapsat
v jednoduchém tvaru takto:

Ax=h. (5.5)

Inverzni matice A" ke C&tvercové matici 4 typu N XN ma nasledujici

vlastnost: AA™'=AT'A=E . Pomoci inverzni matice tak mizeme ziskat feSeni

rovnice (5.5) ve tvaru:

x=A"Db. (5.6)

Jestlize b = 0, pak nenulové feSeni homogenni soustavy Ax = 0 existuje, praveé

tehdy kdyZ neexistuje A, jinak X=A"0=0 je jedinym FeSenim. Matice A™
neexistuje, prave tehdy kdyz determinant 4 je roven nule.
ReSeny priklad:

l. Vypocitejte soucin matic.

1 2 3||1 11+ 22 + 33 14

4 5 6||2|=|41+52+63|=|32

7 8 9|3 71+ 82 + 93 50

2. Vypocitejte soucin matic.
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1 2 3||1 3] |11+22+33 13+22+31| |14 10
45 6|2 2(=/41+52+ 6.3 43+52+61|=/32 28
78 9|3 1| |71+82+93 73+82+9.1| |50 46

3. Pomoci maticovych funkci feste v prostiedi MS Excelu 2010 soustavu
rovnic:
X, +5X, + 7%, =12
3X, +6X, +4x, =14
5x, +8X, + 9%, =16
Ekvivalentni soustava v maticovém tvaru vypada takto:
1 5 7 12
3 6 4| x |=]14
5 8 9){x, 16
Na pracovnim listu v prostiedi MS Excel 2010 si pfipravime data, viz Obrazek
5.2
A B € D E F G
1 A x=A"b b
2 1 5 7 12
3 6 4 = 14
< 5 8 9 16
5
6 A"
7
8
S

Obrazek 5.2: Priprava dat v prostiredi MS Excel - verze 2010

Dale je nutné oznagit pole, kde ma byt uloZena inverzni matice 4" k matici
soustavy A4, v nasem piipad¢€ se jednd o pole A7:C9. V dalS§im kroku vlozime funkci
pro vypocet inverzni matice v menu: Vlozit — Funkce - — Matematické —
INVERZE, viz Obrazek 5.3. Otevie se zadavaci okno:
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INVERZE

Pole |A2:c4 {11517, 316\4; 51819}

= {-0,4-0,2\0,4;0,127272727272727\...
Vrati inverzni matic k matid, ktera je uloZena v oblasti definované jako matice.

Pole je dselna matice se stejnym poctem radkd a sloupcd. Mize to byt oblast
bunék nebo maticova konstanta.

Vysledek = -0,4

MNapoveda k této funkd

Obrazek 5.3: Funkce INVERZE v prostiedi MS Excel - verze 2010

V okné& Argumenty funkce vlozime pole, kde je ulozena matice 4, tj. A2:C4,
potvrdime tlac¢itkem OK za soucasného stisku klaves Shift+Ctrl! V poli A7:C9 pro
inverzni matici se objevi vysledek, viz Obrazek 5.4:

A B (@ D E F G

1 A x=A"b b

2 1 5 7 12
3 6 4 = 14
4 5 8 9 16
5

6 A’

7 -0,4 -0,2 0,4

8 0,127273| 0,472727| -0,30909

9 0,109091| -0,30909| 0,163636

Obrazek 5.4: Vysledek oprace INVERZE v prostiredi MS Excel - verze 2010

Nakonec vyfe§ime soustavu rovnic s pomoci maticového feSeni: x = A™'b.
Nejprve oznacime buiiky pro vektor feSeni x, tj. pole E2:E4. V dal$im kroku vlozime
funkci pro vypocet soucinu matic: Viozit — Funkce — Matematicke —
SOUCIN.MATIC. Otevie se zadavaci okno Argumenty funkce, viz Obrazek 5.5:
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SOUCIN,MATIC
Polel |A7:Co 2| = {0,4\-0,2Y0,4:0,127272727272727\...
Pole2 |G2:G4 2| = f17;14;16}

= {-1,2;3,2;-0,399999999933995}
Vrati soudin dvou matic, matid se stejnym poctem Fadkd jako matice argumentu Polel a stejnym podtem sloupcd jako

matice argumentu Pole2,

Polel je prvni matice dsel, kterou cheete nasobit. Podet sloupcd musi byt stejny
jako pocet fadkd matice argumentu Pole2.

Vysledek = -1,2

Mapovéda k této funkci

Obrazek 5.5: Funkce SOUCIN.MATIC v prostiedi MS Excel - verze 2010

V okné& Argumenty funkce vlozime pole, kde jsou ulozeny matice A™"a b pro
soucin, tj. A7:C9 a G2:G4, pak potvrdime tlacitkem OK za soucasného stisku klaves
Shift+Ctrl ! V poli E2:E4 pro neznamy vektor x se objevi vysledek:

A B ( D E F G

1 A x=A"b b

2 1 5 7 -1,2 12
3 6 4 3,2 = 14
4 5 8 9 0,4 16
5

6 A"

7 -0,4 -0,2 0,4

8 0,127273| 0,472727| -0,30909

9 0,109091| -0,30909| 0,163636

Obrazek 5.6: Vysledek operace SOUCIN.MATIC v prosttedi MS Excel - verze 2010

Resenim soustavy rovnic je tedy vektor x = (X,X,, %) = (-1,2; 3,2; -0,4).
Zkousku spravnosti vysledku je mozné provést nasobenim plvodni matice 4 a
vektoru x.

Vysledny soucin matice A a vektoru x, v naSem piipadé se jedna o vektor, je
roven vektoru pravych stran soustavy b.
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