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Predmluva

Tento studijni material vznikl na zakladé prednések, které v uplynulych le-
tech navstévovali studenti bakalarskych oboru Matematického tstavu Slezské
univerzity v Opavé v ramci predmétu Vybrané partie z matematické analyzy.

Studijni text je urcen posluchac¢im bakalarského studia oborti Matema-
tické metody v ekonomice a Aplikovana matematika pii feSeni krizovych
situaci. Nemusi byt tedy zcela postacujici pro studenty odborného studia
matematiky. Jedna se o latku, kterou by méli studenti zvladnout obvykle
v prubéhu zimniho semestru druhého rocéniku.

Nasi snahou bylo uz v tomto textu poskytnout studentum také dosta-
tek prikladu, jejichz prostudovani by jim umoznilo lépe pochopit probiranou
latku. Nicméné i presto jsme usoudili, ze k dukladnému procvic¢eni nabytych
teoretickych poznatku se 1épe hodi studijni text pfimo uréeny k tomuto tcelu.
To vedlo ke vzniku sbirky fesenych prikladu, ktera vhodné doplnuje tento
studijni materidl a kterou timto doporucujeme studentum ke studiu.

Vérime, ze naSe snaha pomoci studentum lépe zvladnout latku z dife-
rencialniho poctu funkei vice proménnych bude tspésna.



Struény nahled studijni opory

Néami vytvoreny studijni materidl pokryva zaklady uciva, které se probira
v diferencialnim poctu funkei vice proménnych. Pro studium predpokla-
dame znalost diferencidlniho poctu funkei jedné proménné a nékteré pojmy
z linedrni algebry a geometrie.

Latka je ¢lenéna do desiti kapitol. V téchto kapitolach se student seznami
nejdiive ze zakladnimi pojmy, jako je defini¢ni obor funkce, graf funkce, vrs-
tevnice apod. Poté jsou studovany dalsi dulezité vlastnosti funkei, mezi které
patii existence limity funkce v daném bodé a spojitost funkce v daném bodé.
Poté vyklad pokracuje kapitolami vénovanymi existenci parcialnich a pozdéji
také smérovych derivaci funkce v daném bodé, coz jsou pojmy zobectiujici po-
jem obycejné derivace funkce jedné proménné na n-rozmérny pripad. Velmi
dulezity je pro funkce vice proménnych pojem diferencial funkce, ktery je
probiran ve c¢tvrté kapitole. V souvislosti s touto problematikou jsou déle
odvozeny vztahy pro derivovani slozenych funkci a funkei danych implicitné.

Cely vyklad smétuje, podobné jako u funkci jedné proménné k tomu,
abychom ziskali o chovani funkci co nejptesnéjsi predstavu. K tomu je za-
potiebi zkoumat také extrémni hodnoty funkci, coz je problematika, které
jsou vénovany posledni tii kapitoly. V téchto kapitolach se seznamime s vysSe-
tfovanim volnych a vazanych extrému funkei vice proménnych. Vyklad latky
je uzavien v kapitole vénované globdlnim extrémum.

Na konci kazdé kapitoly je série prikladu a kontrolnich otazek, které maji
studentum pomoci s procvicenim prostudované latky. Nékteré kapitoly ob-
sahuji priklady, jejichz teseni je rozdéleno do nékolika fazi se snahou provést
studenta Tesenim piikladu krok po kroku v ptipadé, ze mu dané ucivo pusobi
obtize. Déle je na konci kazdé z kapitol jesté kontrolni test, ktery dava stu-
dentum moznost ovérit, do jaké miry ucivu porozuméli. Vyjimkou z tohoto
pravidla je problematika vénovana extrémum funkci vice proménnych. Zde
byly testovaci otazky spolu s testem zarazeny az za posledni kapitolu po-
jednévajici o globalnich extrémech.



1 Funkce n proménnych

Klicova slova. Definiéni obor funkce, vrstevnice, graf funkce, okoli, oteviena
mnozina, uzaviena mnozina.

1.1 Zakladni pojmy

V piirodnich védach se daleko castéji setkdvame se zavislosti dané velic¢iny
na hodnotéach nékolika veli¢in nez se zavislosti na pouze jedné veliciné. Z to-
hoto duvodu je uc¢elné mit k dispozici matematicky aparat, ktery by nam
umoznoval takové zavislosti studovat. Na zakladé pozadavku ptirodnich véd
se tedy prirozené dostavame k potiebé zobecnit znalosti z diferencialniho
poctu funkei jedné proménné na vicerozmérny piipad. Prikladem veliciny,
jejiz hodnota zavisi na vice nez jedné proménné, je napi. vypocet indexu
télesné hmotnosti znaceného BM I (Body Mass Index), ktery je pouzivan ke
klasifikaci podvahy, nadvahy ¢i obezity. BM I index je funkci télesné vysky
a hmotnosti a je dan vztahem

BMI = mgkg).
vyska®(m)

Dalsimi klasickymi piiklady funkei vice proménnych jsou vztahy pro vypocet
objemu trirozmeérnych téles jako jsou kvadr, jehoz objem je funkci délek stran
(V = xyz), nebo vélec, jehoz objem je dén polomérem podstavy a vyskou
(V = mr?h). Jsme presvédceni, ze fadu dalsich pifkladu je ¢tenai bez obtizi
schopen uvést sam.

Pii zkoumani funkénich zavislosti nas vzdy jako prvni zajima mnozina
hodnot, na které méa smysl tuto zavislost uvazovat. V pripadé funkci jedné
proménné byla jejim definicnim oborem vzdy néjaka mnozina realnych cisel,
nejcastéji interval, popr. sjednoceni intervalu. Neni tézké nahlédnout, ze
prvky definiéntho oboru vicerozmérné zavislosti nebudou ¢isla, ale spise sku-
piny ¢&isel, které je navic nutné néjakym zpusobem uspotradat. Domnivame
se, ze intuitivneé je nyni zrejmé, jak budeme funkce vice proménnych chapat.
Korektni zavedeni prislusnych pojmu je predmétem nésledujici definice.



Definice 1.1. Mnozinu
R"=RXRx--- xR={[z1,29,...,2,];71,22,...,2, € R}

nazyvame nm-rozmeérnym realnym prostorem. Bodem v n-rozmérném
realném prostoru nazyvame usporadanou n-tici realnych ¢isel xq, xs, ..., ,.
Piseme X = [21,x9,...,2y).

Dale necht M C R™ Pak kazdé zobrazeni f : M — R (mnoziny M do
mnoziny R) nazyvame realnou funkci n redlnych proménnych. Mnozinu
M nazyvame definicnim oborem funkce f a znac¢ime ji symbolem Df.

7 uvedené definice vyplyva, ze funkce f je vlastné pravidlo, které prirazuje
kazdému bodu X € M prave jedno ¢islo y € R. Dvéma ruznym n-ticim je sa-
moziejmé mozné piitadit totéz ¢islo y; = yo. Obraz bodu X = [zq, 29, ..., 2,
oznacujeme symbolem f(X), popt. f(z1,za,...,2,).

V dalsim budeme zejména v prikladech ¢asto pracovat s funkcemi dvou a
ti{ proménnych. Vzhledem k tomu, ze v téchto ptripadech jsou prvky mnoziny
Df dvojice, resp. trojice redlnych ¢isel, muzeme je chapat jako kartézské
souradnice bodu v roviné, resp. v prostoru. Pii tomto pojeti ziskdvame
o funkcich dvou a tif proménnych nazornou geometrickou predstavu, protoze
na né pohlizime jako na zobrazeni, kterd ptifazuji bodu v roviné ¢i prostoru
néjaké realné ¢islo. Pro funkce dvou a tii proménnych budeme misto oznaceni
f(zq, x9), resp. f(xy, x9,x3) pouzivat oznaceni f(x,y), resp. f(z,y, 2).

Poznamka 1.2. Pokud se v dalsim textu setkame s funkci, kterd bude
zadéna bez udani definicniho oboru, budeme mnozinou D f rozumét mnozinu
pravé téch bodu X € R", pro které funkce f(X) nabyva redlnych hodnot.
Zejména tedy u funkci, které jsou dany néjakym vzorcem, budeme defini¢ni
obor chapat jako mnozinu vsech bodu, pro které ma dany vzorec smysl.

Priklad 1.3. Najdéte defini¢ni obor funkci

L. f(xay) = x+;72

2. f(z,y)=Br+2y—3

3. f(z,y) =In(z — y?)
b (o) = D

In(z—y?)




ReSeni.

1. Funkce je definovanad pro Vz,y spliujici podminku = +y — 2 # 0.
Definiénim oborem této funkce je tedy celé R?, az na body lezici na
piimce y = —x + 2. Defini¢ni obor je znazornén na obrazku 1, pficemz
prerusovanou carou jsou znazornény body, které do definicniho oboru
nepatii. Pokud bude v dalsim zapottebi znazornit piislusnost urcitych
bodu k definiénimu oboru, budeme pouzivat plnou ¢aru.

2. Tato funkce je definovand pro takova z,y, kterd vyhovuji nerovnosti
3x + 2y — 3 > 0. Uvedend nerovnost popisuje body lezici na primce
nebo nad piimkou y = %(1 — z). Definiénim oborem je tedy , horni“
polorovina R? vymezend danou piimkou (viz obrzek 2).

3. Vime, ze funkce logaritmus je definovana pro kladné hodnoty. Body
lezici v definiénim oboru funkce In(z — y?) mus{ spliiovat nerovnost
x — y? > 0, kterd vymezuje body lezici nad grafem paraboly z = y?
(brédno z pohledu ve sméru osy x) (viz obrazek 3).

4. Pii feSeni vyuzijeme vysledku dvou predchazejicich prikladi. Defini¢ni
obor hledané funkce by mohl byt prunikem defini¢nich oboru v bodech
2 a 3, kdybychom nemuseli jesté vzit v uvahu skutecnost, ze funkce
logaritmus se tentokrat vyskytuje ve jmenovateli, a tudiz musi platit
In(z — y?) # 0. Toto je splnéno tehdy, jestlize plati x — y? # 1. Z de-
finicniho oboru je tedy jesté nutné vynechat body lezici na parabole
r =y?+ 1 (viz obrdzek 4).

Stanoveni defini¢niho oboru je prvni zékladni informaci, kterou se snazime
o dané funkci ziskat. Z kapitoly o vySettovani prubéhu funkce jedné proménné
vime, ze dalsi dulezité poznatky o zkoumané funkci ziskame, pokud se ndm
podaii nakreslit jeji graf.

Definice 1.4. Je-li f funkce dvou proménnych definovana na mnoziné M,
pak grafem funkce f nazyvame mnozinu bodu tvaru

G={[r,y, 2] eR®[z,y] € M,z = f(x,9)}.

Na zakladé definice 1.4 vidime, ze ackoli by bylo mozné pojem graf funkce



. y=-3/2(x-1) y
AN

2 32
AN
AN

Obréazek 1: Defini¢ni obor funkce

Obrazek 2: Defini¢cni obor funkce
f(x’y):a:Jr;fZ f(ﬂl’,y)zv3l'+2y—3
y

> y=-3/2(x-1)

Obrazek 3: Definiéni obor funkce Obréazek 4: Definiéni obor funkce
flz.y) =n(x —y?) flx,y) = S50



zavést 1 pro funkce tii a vice proménnych, postrada takové zobecnéni prak-
ticky vyznam. Pro znazornéni grafu funkce pottebujeme totiz vzdy prostor,
jehoz dimenze je o jednu vyssi nez dimenze definié¢niho oboru funkce. Vzhle-
dem k na$i omezenosti na tfirozmérny prostor jsme schopni geometricky
znazornit pouze grafy funkei dvou proménnych.

V dalsim uvidime, Ze nakresleni grafu funkce dvou proménnych je mno-
souvislosti se ukazuje jako uzitetny pojem turovinova kiivka neboli vrstev-
nice, ktery se pouziva v geografii.

Definice 1.5. Urovinovymi kfivkami neboli vrstevnicemi funkce
f dvou proménnych rozumime mnoziny bodu tvaru:

vr ={lz,y] € Df; fx,y) = k},

kde k je dand realna konstanta.

Pomoci vrstevnic, tj. jistych kiivek v roviné, muzeme tedy urcit, kde ma
graf funkce f vysku k. Je vhodné si uvédomit, ze definice pripousti i zapornou
vysku, coz je u klasickych vrstevnic, na néz jsme zvykli z kartografie, velmi
ziidkavy jev. Jestlize se nam podaii ziskat tvar vrstevnic dané funkce a tyto
vrstevnice znazornime tak, ze je pozvedneme o danou vysku k£ do prostoru,
ziskame v fadé pripadu dobrou predstavu o jejim grafu.

Piiklad 1.6. Znazornéte v roviné xy vrstevnice funkce f(z,y) = —2x—y+8
pro hodnoty k£ =0,4,8,12, 16.

Reseni. Vrstevnicemi jsou v tomto pifpadé pifmky —2x — y 4+ 8 = k. Jejich
grafické znazornéni muzeme vidét na obrazku 5.

Grafem funkce je rovina z = —2x — y + 8, jejiz ¢ast vidime znazornénu
na obrazku 6. Piimka, ve které graf funkce protina rovinu xy, je vrstevnice
funkce pro k£ = 0. Touto vrstevnici je pfimka y = —2z + 8.

Ctenaf si z kapitoly o vysetfovani pritbéhu funkef jedné proménné jisté
pamatuje, ze okamzité ziskani grafu funkce na zakladé funkéniho predpisu je
mozné jen v téch nejjednodussich pripadech. V téch zbyvajicich je zapotiebi
shromazdit o zkoumané funkci celou fadu dalsich informaci s vyuzitim zna-
losti pojmu limita, spojitost, derivace apod. Zavedeni téchto pojmu, resp.
jejich analogii pro funkce vice proménnych bude predmétem nasledujicich
kapitol.
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YA k=0

k=12

Obrazek 5: Vrstevnice funkce f(z,y) = —2x —y+8

Abychom ovsem vubec mohli tyto pojmy zavést, je zapotiebi provést
pripravné kroky. Spolecnym rysem pojmu limita, spojitost, popt. derivace je
jejich lokdalni charakter. Mame-li byt schopni zkoumat napf. existenci limity
¢i derivace funkce vice proménnych v daném bodé, musime mit prostfedky
pro popis chovani dané funkce v dostateéné blizkosti tohoto bodu. Za timto
ucelem byl u funkei jedné proménné zaveden pojem okoli bodu. Pripominame,
ze 0-okoli vlastniho bodu z* lze v R popsat jako mnozinu bodu danou vzta-
hem

|z —2*| <, kde 6 >0.

Jednd se tedy o interval (z* — §,2* + 0) se stfedem v bodé x*.

Okoli daného bodu v R je tedy mnozina bodu, jejichz vzdalenost od tohoto
bodu je mensi nez zvolené kladné ¢islo §. Chceme-li analogickym zpusobem
zavést pojem okoli ve vicerozmérném realném prostoru, vyvstava pred nami
potieba definovat pojem vzdalenosti v R". Dostavame se tak k nasledujici
definici.

11



z=-2x—y+8

Obrézek 6: Graf funkce f(x,y) = -2z —y + 8

Definice 1.7. Vzdalenosti (metrikou) v n-rozmérném prostoru
nazyvame funkci p, ktera libovolnym dvéma bodum z,y z R" ptitazuje
néjakym zpusobem jejich vzdélenost p(z,y) tak, ze jsou splnény nasledujici
axiomy:

o V x,y € R" plati p(z,y) > 0, pticemz p(z,y) =0 < z = y;
e V,y € R" plati p(z,y) = p(y, v);

o Vua,y,z € R" plati p(z,2) < p(z,y) + p(y, 2).

Jestlize se zamyslime nad tim, jak chdpeme pojem vzdédlenost v bézném
zivoté, vidime, ze vSechny vlastnosti dané predchazejici definici jsou zcela
prirozené. Prvni vlastnost jednoduse tiké, ze vzdalenost je vzdy kladn4,
jestlize ji méfime mezi dvéma ruznymi body. Druhd vlastnost stanovuje
pozadavek symetrie, tj. to, aby ,,cesta® z bodu x do bodu y byla stejné dlouhé
jako cesta zpét. Treti vlastnost, které se také rika trojihelnikova nerovnost,
popisuje nasledujici: pohybuji-li se z bodu x do bodu z pfes bod y, musim
urazit alespon takovou vzdélenost, jako kdybych se pohyboval z bodu z do
bodu z pfimo.

Vlastnosti popsané v definici 1.7 muze splnovat celd tfada funkci. Ty-
pickym prikladem je vztah udavajici tzv. euklidovskou vzdéalenost mezi dvéma

12



body, ktera je v R™ definovana nasledovné

pz,y) = V(@1 —y1)? + (@2 — 12)2 + - + (T — Ya)%,

kde z = [z1,...,x,] a y = [y1, ..., Yn], kterou muzeme interpretovat jako délku
usecky spojujici dané dva body v R"™. Existuji i jiné zpusoby, jak definovat
vdalenost, napt. pomoci maximové ¢i souctové metriky. V dalsim ale budeme
vzdélenost chapat v euklidovském pojeti. Nyni tedy muzeme pristoupit k za-
vedeni pojmu okoli v R".

Definice 1.8. Mnozinu vsech bodu prostoru R"™, jejichz euklidovska
vzdalenost od daného bodu z* je mensi nez dané ¢islo 6 > 0, nazyvame
d-okolim bodu z* a znacime jej O(x*,d), popt. jen O(z*), pokud § neni
podstatné.

Mnozinu P(z*,9) = O(z*9) \ {z*} nazyvame prstencovym (reduko-
vanym, ryzim) okolim bodu z*.

Jestlize si uvédomime, ze vzdéalenost bodu chapeme jako délku tsecky, kterd
tyto body spojuje, snadno nahlédneme, Ze §-okoli bodu z* v prostoru R? je
vnitiek kruznice o poloméru ¢ se stiedem v bodé z*. Obdobné v prostoru R3
se jedna o vnitrek koule o poloméru § se sttedem v bodé x*.

Pojem okoli pouzivame k presnéjsimu popisu lokalnich vlastnosti funkce,
tj. takovych vlastnosti, které si funkce zachovava v urcité blizkosti daného
bodu, ale obecné na celém svém definicnim oboru je mit nemusi. V dalsim
vyuzijeme okoli k zavedeni pojmu vnitini, vnéjsi a hrani¢ni bod podmnoziny
prostoru R™ a déle pojmu oteviena a uzaviend mnozina v R™.

Definice 1.9. Bod z* € R" se nazyva

e vnitini bod mnoziny Q@ C R"™, praveé kdyz existuje O(z*) takové, ze
O(x*) C

e vnéjsi bod mnoziny Q@ C R", pravé kdyz existuje O(x*) takové, ze
O(z*) CR™\ &

e hraniéni bod mnoziny 2 C R", pravé kdyz pro kazdé O(x*) plati
O )NQADANO(z*) N (R™\ Q) # 0.
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Priklad 1.10. Urcete vnitini, vnéjsi a hrani¢ni body kruhu s danym stredem
a polomérem.

Reseni. Uvazujme pro urcitost kruh o poloméru 1 se stfedem v pocatku.
Pak

1. vSechny body, jejichz vzdélenost od pocatku je rovna d, pticemz plati
dy < 1, jsou jeho vnitinimi body. Ke kazdému takovému bodu muzeme
totiz sestrojit d-okoli lezici uvniti kruhu, jestlize zvolime 6 < 1 — dy;

2. vsechny body, které maji vzdalenost od pocatku d, > 1, jsou vnéjsimi
body tohoto kruhu. Ke kazdému takovému bodu muzeme totiz sestrojit
0-okoli lezici vné kruhu, jestlize zvolime § < dy — 1;

3. zbyvaji tedy uz jen vSechny body kruznice o poloméru r = 1 se stiedem
v pocatku. Tyto body jsou nutné hrani¢nimi body daného kruhu. Proc¢?

Je ziejmé, ze provedené uvahy plati pro libovolny kruh s danym polomérem
r i stfedem S. V provedenych uvahach staci nahradit ¢islo 1 symbolem r a
slovo pocatek slovem stied kruhu.

Poznamka 1.11. 7Z ptikladu vyplyva, ze kazdé okoli je otevienou mnozinou,
nebot se jednd o vnitiek kruhu o daném poloméru, coz odpovidd prvni
moznosti z predchazejiciho prikladu.

Definice 1.12. Mnozina €2 C R" se nazyva
e oteviena, pravé kdyz kazdy jeji bod je vnitinim bodem:;
e uzaviena, pravé kdyz obsahuje vsechny své hrani¢ni body.

Neprazdna oteviena mnozina 2 C R" se nazyva souvisla, pravé kdyz kazdé
dva jeji body lze spojit lomenou ¢arou, jejiz vSsechny body lezi v 2. Mnozinu,
ktera je neprazdna, oteviend a souvisld, nazyvame oblasti. Uzavienou
oblasti pak nazyvame mnozinu, kterd vznikne jako sjednoceni oblasti s
mnozinou v8ech jejich hrani¢nich bodu.

Priklad 1.13.

1. Necht a,b,c,d € R, a < b, ¢ < d. Dvojrozmérny interval, tj. mnoZina
tvaru Iy = {[z,y];a < z < b,c < y < d}, je zfejmé otevienou a
souvislou mnozinou. Jedna se tedy o oblast. Pokud bychom nahradili
ostré nerovnosti neostrymi, vznikla by uzaviend oblast.
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2. Kazdé d-okoli néjakého bodu v R? je oteviend a souvisld mnozina bodi,
tj. je oblasti. Priddme-li k nému hrani¢ni kruznici, vznikne uzaviena
oblast.

3. Uvazujme vnittky dvou obdélniki, které se dotykaji v jednom z vr-
cholti (viz obrazek 7). Tato mnozina neni oblasti, protoze neni souvisla.
Pokud piiddame spolecény vrchol obdélniku k této mnoziné, dostaneme
souvislou mnozinu, ale ne oblast, protoze vysledna mnozina neni ani
uzaviend, ani oteviena.

Ay
| |
[ |
F—— 0 —— === .
[ [
>
Obrazek 7:

1.2 leohy k samostatnému reSeni a kontrolni otazky

Cviceni 1.1. Urcete defini¢ni obor funkce f(z,y) = m.

Cviceni 1.2. Urcete definiéni obor funkce f(z,y) = In(z? — 6y + 2).
Cviceni 1.3. Urcete definicni obor funkce f(x,y) = /r +y — L.
Cviceni 1.4. Nakreslete defini¢ni obor funkce f(z,y) = m
Cviceni 1.5. Nakreslete defini¢n{ obor funkece f(x,y) = /zy — L.

Cviceni 1.6. Nakreslete definicni obor funkce f(z,y) = vz + /y.
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Cviceni 1.7. Nakreslete nékteré vrstevnice a pokuste se popsat utvar, ktery
je grafem funkce f(z,y) = —z+y+ 2.

Cviceni 1.8. Nakreslete vrstevnice a graf funkce f(x,y) = x? + 41°.

Cviceni 1.9. Najdéte vnitini, vnéjsi a hranié¢ni body defini¢nich oboru
funkci ve cvicenich 1.4-1.6.

Cviceni 1.10. Je néktery z defini¢nich oboru funkci ve cvicenich 1.1-1.6
oblasti?

Otazka 1.1. Jak je definovana realna funkce n proménnych?
Otazka 1.2. Definujte pojem graf funkce dvou proménnych.
Otazka 1.3. Jaké informace nam o funkci davaji vrstevnice?

Otazka 1.4. Dokéazete uvést piiklad dvou ruznych funkci, jejichz vrstevnice
jsou kvalitativné stejné kiivky (piimky, kruznice,.....)?

Otézka 1.5. Uved'te piiklad mnoziny, kterd nenf ani uzaviend ani oteviena.
Otazka 1.6. Existuje podmnozina v R™ | ktera je zaroven oteviena i uzaviena?
Otazka 1.7. Je jednobodova mnozina v R"oteviena nebo uzaviena?
Otazka 1.8. Je prunik nebo sjednoceni otevienych mnozin opét oteviena
mnozina? (Ndpovéda: odpovéd muze byt jind podle toho, zda uvazujeme
konecény ¢i nekone¢ny systém mnozin.)

Otazka 1.9. Je prunik nebo sjednoceni uzavienych mnozin opét uzaviend
mnozina? (Ndpovéda: odpovéed muze byt jind podle toho, zda uvazujeme
kone¢ny ¢i nekoneény systém mnozin.)

Otézka 1.10. Uvedte pifklad funkei, jejichZ definiéni obor je

(a) oteviend mnozina;

(b) uzaviend mnozina.

16



1.3 Vysledky dloh k samostatnému reseni

Cviceni 1.1. Celé R? kromé bodti leZicich na pifmece 3z + 2y — 6 = 0.
Cviceni 1.2. Body v R? lezici pod grafem paraboly y = (1/6)z? + 1/3.
Cviéeni 1.3. Body v R? lezici nad pifmkou a na pifmce y = 1 — x.
Cviceni 1.4. viz obrazek 8

Cviceni 1.5. viz obrazek 9

Cviceni 1.6. viz obrazek 10

Cviceni 1.7. viz obrazek 11

X2+y2:1

y
/ \ y =1/
Obréazek &: Defini¢éni obor funkce Obrézek 9: Defini¢ni obor funkce

f(x,y):vl—mZ—yQ f(x,y):\,xy—l

>y

Cviceni 1.8. Elipsy se sttedem v pocatku, jejichz hlavni poloosa ma dvoj-
nasobnou délku ve srovnani s vedlejsi poloosou a lezi v ose z, a pocatek pro
k=0.

Cviceni 1.9.

Vnifni body: vnitfek kruznice 22 +y? = 1; body lezici nad, resp. pod grafem
funkce y = 1/ v prvnim, resp. tfetim kvadrantu; body v prvnim kvadrantu
mimo os r a y.

Hrani¢ni body: kruznice x? + y* = 1; vétve hyperboly y = 1/z; pocatek,
kladna poloosa x a y.

Vnéjsf body: body lezici vné kruznice 22 +1? = 1; body lezici ,mezi“ vétvemi
hyperboly y = 1/x; body lezici ve druhém, tfetim a ¢tvrtém kvadrantu, které
maji alespon jednu soufadnici zapornou.
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yA k=6 k=4 k=2

k=0 k=-2

Obréazek 10: Defini¢ni obor funkce Obrazek 11: Vrstevnice funkce
flzy) =Vr+ .y flr,y) = -2z +y+2

Cviceni 1.10. Oblasti je defini¢ni obor funkce v piikladu 1.2. V ostatnich
prikladech je porusena podminka souvislosti nebo otevienosti.
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1.4 Kontrolni test
Zékladni pojmy

1. Ktera z nésledujicich mnozin predstavuje definicni obor funkce dané

vztahem f(z,y) = ﬁ?

A={lz,y}il <a®+y> <4}
(1B = {[z,y];20 4y — 1 £ 0}
C1C = {[z,y};z +2y —1 <0}

e mnozina

2. Definiénim oborem funkce f(z,y) =

[ ] vsech bodii lezicich uvnitf kruznice o poloméru 2 se stfedem v pocatku,
které nelezi na primce z = —1

[ ]vsech bodu lezicich uvniti a na kruznici o poloméru 2 se stiedem
v pocatku

[ ]vsech bodu lezicich uvniti a na kruznici o poloméru 2 se stiedem
v pocatku, které nelezi na primce z = —1

3. Definiénim oborem funkce f(z,y) = arcsin £ je mnozina

[ ]vsech bodu v roving, které maji prvni souradnici riznou od nuly

[ ]vsech bodu v roving, které maji prvni soufadnici riznou od nuly a
plati pro né |y| < |z|

[ ]vsech bodi v roving, které maji prvni souradnici riznou od nuly a
plati proné —z <y <z

4. Defini¢nfm oborem funkee f(z,y, 2) = /16 — 22 — 2 — 22

[ ]koule o poloméru 4 se stredem v pocéatku
[ ]horni polovina koule o poloméru 4 se stiedem v pocatku

[ ] doln{ polovina koule o poloméru 4 se stiedem v pocatku
5. Vrstevnicemi funkce f(x,y) = y* — z jsou

[ ] paraboly, jejichz osou je osa x
[ ]paraboly, jejichz vrchol lezf na ose
[ ] paraboly, jejichz osou je osa y

6. Vrstevnicemi funkce f(z,y) = 2% + y* — 4z jsou

[] kruznice se stiedem v bodé [2,0] a tento bod
[ ] kruznice se sttedem v bodé [0,2] a tento bod
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[ kruznice se stfedem v bodé [—2,0] a tento bod

7. Vlastnosti metriky jsou ekvivalentni s vlastnostmi realné funkce defino-
vané na mnoziné R" x R", ktera

[ ]libovolné dvojici riznych bodu pfifazuje nenulovou hodnotu, libo-
volné dvojici stejnych bodu prifazuje nulovou hodnotu, je symetricka
a splnuje trojihelnikovou nerovnost

[ ]libovolné dvojici stejnych bodu piiFazuje nulovou hodnotu, je nezé-
pornd, symetrickd a spliuje trojihelnikovou nerovnost

[ ]libovolné dvojici rtznych bodu pfifazuje kladnou hodnotu, libovolné
dvojici stejnych bodu prtifazuje nulovou hodnotu, je symetrickd a
spliiuje trojuhelnikovou nerovnost

8. Prstencovym okolim bodu z* € R” rozumime

[ ] mnozinu vsech bodu, jejichz vzdélenost od bodu z* je mensf nez dané
kladné ¢islo

[ ]kazdou otevienou mnozinu obsahujici bod z*

[ ] mnozinu vsech bodu riznych od z*, jejichz vzdalenost od bodu z* je
mensi nez dané kladné ¢islo

9. Mnozina A = {[z,y];1 < 22 + y* < 4}

[ ]je oteviena
[ ]je uzaviend

[ ]nenf ani oteviend ani uzaviens
10. Hrani¢nimi body mnoziny B = {[z,y|;z # 0,y > 0} jsou

[ ] vsechny body lezici na ose z a nezdporné polose y kromé pocatku
[ ] vsechny body lezici na ose z a nezdporné polose y
[ ]body lezici na osdch = a y

| Konec testu | [Oprava testu|

Pocet spravné zodpovézenych otdzek: |

Procento dspésnosti: | |
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2 Limita a spojitost

Klicova slova. Hromadny bod, izolovany bod, limita, spojitost.

2.1 Limita a spojitost funkce

Pojem limity funkce dvou a vice proménnych je obdobny pojmu limity funkce
jedné proménné. Limita funkce je lokalni vlastnost, charakterizuje chovani
funkce v ryzim okoli bodu, v némz limitu urcujeme. V této kapitole definu-
jeme pojmy limita a spojitost pro funkeci dvou proménnych. Pro funkce tif a
vice proménnych definujeme tyto pojmy zcela analogicky.

Definice 2.1. Necht M C R? je mnoZina a P € R? je bod.

a) Bod P se nazyvd hromadny bod mnoziny M, jestlize kazdé jeho ryzi
okoli P(P) obsahuje alespon jeden bod mnoziny M, tj. P(P)N M # (.

b) Bod P se nazyva izolovany bod mnoziny M, jestlize existuje jeho okoli
O(P) takové, ze kromé bodu P neobsahuje zadné jiné body mnoziny M, t;.
O(P)NM = {P}.

Poznamka 2.2. Hromadny bod mnoziny M muze, ale nemusi v mnoziné
M lezet. Izolovany bod mnoziny M lezi v mnoziné M a je jejim hrani¢nim
bodem.

Definice 2.3. Necht f je funkce dvou proménnych. Rekneme, 7e funkce
f mé v hromadném bodé P = [z, yo] svého definiéniho oboru Df limitu
L € R, jestlize ke kazdému ¢islu € > 0 existuje § > 0 takové, ze pro kazdy
bod X = [z,y], X € P(P)NDf, plati f(z,y) € (L —¢,L+¢).
PiSseme

lim f(x,y) = L, resp. lim  f(z,y) = L, resp. }iinpf(X) =L. (2.1)

230 [2,3]—[z0.0]

Poznamka 2.4.

1. Jinymi slovy muzeme fict definici 2.3 nasledovné: Funkce f(z,y) ma
v hromadném bodé P = [z, o] svého defini¢cntho oboru Df limitu
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L € R, jestlize ke kazdému cislu € > 0 existuje takové cislo 6 > 0, ze
pro vsechny body X = [z, y] € Df, pro jejichz vzdélenost p(P, X) plati
nerovnost 0 < p(P, X) < 4, je splnéna nerovnost |f(X) — L| < e.

2. Definice 2.3 je definici vlastni limity ve vlastnim bodé.

3. Bod P je hromadnym bodem Df, tedy v libovolném jeho ryzim okoli
P(P) budou obsazeny néjaké body patiici do Df. Kdybychom ne-
uvazovali, ze P je hromadnym bodem, pak by libovolné dostatecné
malé ryzi okoli P(P) bylo prazdné a definici limity by vyhovovalo libo-
volné cislo L € R. Z tohoto duvodu nedefinujeme limitu v izolovaném
bode.

4. Funkci zkoumame v ryzim okoli bodu, coz znamena, ze limita nezavisi
na funkcéni hodnoté funkce v tomto bodé, tj. funkéni hodnota se muze
lisit od limity v tomto bodé nebo funkce nemusi byt v daném bodé
vubec definovana.

5. Obdobné lze zavést nevlastni limitu L. = 400 a limity v nevlastnich
bodech (Fo00, +00), (00, o), (o, £00).

Pro limity funkci dvou proménnych plati véty o limitach funkci podobné
jako u funkci jedné proménné. I jejich dukazy jsou v principu stejné.

Véta 2.5. Funkce f md v bodé [z, yo] nejuyse jednu limitu.

Véta 2.6. Necht lim  f(z,y) = 0 a funkce g je ohranicend

[z,y]—[zo,y0]
v néjakém ryzim okoli bodu [xo,yo| (tj., existuje konstanta K > 0 takovd, Ze

lg(x,y)| < K v tomto ryzim okoli). Pak

lim  (f(z,y)-g(z,y)) = 0.

[%,y]—[z0,y0]
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Véta 2.7. Necht existuje ryzi okoli P(xo,yo) bodu [xg,yo] takové, Ze
h(z,y) < f(z,y) < g(z,y) pro vsechna [x,y] € P(xo,y0). Necht existuji
limity — lim  h(x,y) a lm  g(x,y) a plati, Ze

[x,y]—»[mg,yo] [:E,y]—»[xo,yo]

lim A(z,y)= lim g(z,y) = L.

[x,y]—>[aco,y0] [:c,y]—>[x0,y0]

Potom existuje také limita [ ]lir[n f(z,y) a plati
Z,Y|—[T0,Y0

lim  f(z,y) = L.

[#,y]—[z0,Y0]

Véta 2.8. Necht

lim f(x7y> :Lla lim g('ruy) :L2
[x,y]%[xo,yo] [:z:,y]—»[xo,yo]
a Ly, Ly € R, [xg,y0] je hromadny bod mnozZiny Df N Dg. Pak pro kazdé
¢, c1, ¢ € R plati
lim  cf(a,y) = cLi,

[z,y]—[0,Y0]

lim  [e1f(z,y) 4+ cog(z,y)] = c1Ly + coLo,

[xvylﬁ[mo,yo]
lim  [f(x,y)g9(zx,y)] = LiLs.
[z,y]—[x0,y0]
Je-li Ly # 0, pak
11m = —.
[y —[zowo) g(x,y) Lo

Dalsim dulezitym pojmem je spojitost funkce.

Definice 2.9. Rekneme, ze funkce f(z,%) je spojita v bodé [z, yo] svého
definicniho oboru Df, plati-li  lim ]f(a:,y) = f(zo, o)

[z.y]—=[z0.y0

Poznamka 2.10.

1. 7Z definice vyplyva, ze funkce f je spojitd v bodé [xg, yo|, ktery je hro-
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madnym bodem defini¢ntho oboru funkce f, pokud limita L v tomto
bodé existuje, funkce f je v tomto bodé definovana (existuje f(xo, o))
a hodnota limity L je rovna funkéni hodnoté f(zo,yo).

2. Pokud je funkce definovana v izolovaném bodé defini¢niho oboru, nelze
spojitost pomoci limity zavést. Domluvime se proto, ze v kazdém izo-
lovaném bodé definicniho oboru budeme povazovat funkci za spojitou.

Véta 2.11. Bud'te funkce f, g spojité v bodé [xg,y0] € Df N Dyg. Pak jsou
v tomto bodé spojité i funkce f+g, f-g. Je-li navic g(xo,yo) # 0, pak rovnéz
g je spojitd v bodé [z, o).

Nez si uvedeme dalsi vétu, pripomenme si, jak se skladaji funkce jedné
proménné.

Definice 2.12. M¢jme funkci z = f(u) definovanou na defini¢nim oboru
Df a funkci u = g(x) definovanou na Dg. Pokud pro kazdé = € Dg je
g(x) € Df, pak funkci z = F(x) = f(g(z)) (muzeme psit i z = f o g)
nazveme slozenou funkci.

U funkce dvou proménnych f(g, h) budeme dosazovat za obé proménné
nové funkce g = g(z,y), h = h(z,y) dvou proménnych z a y. Slozené funkce
pak bude mit tvar z = F(x,y) = f(g(x,y), h(z,y)).

Véta 2.13. Uvazujme slozenou funkci F(z,y) = f(g(z,y), h(z,y)). Budte
funkce g, h spojité v bodé [xg, yo] a necht ug = g(xo,y0), vo = h(zo, yo). Je-li
funkce f spojitd v bodé [ug, vo), pak je sloZend funkce F spojitd v bodé [xq, yo].

Piiklad 2.14. Urcete body, v nichz nenf funkce F(z,7) = 2552, spojita

T—a2—y?
Reseni. Funkee g(z,y) = 3z — 4y, h(z,y) = 1 — 2% — 1 jsou polynomy dvou
proménnych a ty jsou spojité v celé roviné. Funkece f(g(x,y), h(z,y)) = fLEzZ;
nen{ spojitd v bodech, ve kterych neni definovéna, tj. kde h(z,y) = 0. Tedy
v bodech, kde je splnéna rovnice 22 +y? = 1. Body nespojitosti tvoi{ kruznici
se stfedem v pocatku a s polomérem 1.
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Definice 2.15. Rekneme, ze funkce f je na mnoziné M C Df C R?
spojita, je-li spojitd v kazdém bodé mnoziny M.

Poznamka 2.16. Jak jiz bylo feceno v kazdém izolovaném bodé defini¢niho

oboru budeme povazovat funkci za spojitou. Je-li mnozina M C Df C R?
tvofena izolovanymi body, pak budeme funkci povazovat na mnoziné M za
spojitou.

Véta 2.17. (Weierstrassova) Je-li funkce f spojitd na kompaktni mnoziné
M C Df C R? (1j. uzaviené a ohraniéené), potom na mnoZiné M nabijvd
své nejmensi a nejuétsi hodnoty, tj. existuji body [x1, 1], [xe, y2] € M takové,
ze

f(xbyl) = max{f(x,y); [;E,y] € M} f(x%y?) = HllIl{f(%,y), [Ji,y] € M}

Z predchozi véty plyne nasledujici dusledek.

Disledek 2.18. Je-li funkce spojita na kompaktni mnoziné, pak je na této
mnoziné omezend.

Véta 2.19. (Bolzanova) Necht je funkce [ spojitd na oteviené souvislé
mnozing M C Df C R%. Necht A a B jsou libovolné prvky z M, pro néz
plati f(A) # f(B). Potom funkce f nabyva vSech hodnot mezi éisly f(A)
a f(B), tzn. zZe ke kazdému cislu ¢ lezicimu mezi hodnotami f(A) a f(B)
existuje bod C € M tak, ze f(C) = c.

Z predchozi véty plyne jednoduché tvrzeni.

Disledek 2.20. Necht je funkce f spojitd na oteviené souvislé mnoZiné
M a necht existuji A, B € M tak, Ze f(A)- f(B) < 0. Potom existuje bod
C € M tak, ze f(C) =0 (tzv. 1. Bolzanova véta).

Postupna dvojnasobna limita
Od limity ve smyslu definice 2.3, tzv. dvojné limity je nutno rozliSovat tzv.
postupné dvojnasobné limity.
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Definice 2.21. Bud f : R*> — R funkce dvou proménnych, [z, yo] bod.
Pak limity

lim (lim f(z,y)) =Ly a lim (lim f(z,y)) = Lo

Y—Yo T—T0 T—T0 Y—Yo

se nazyvaji postupné dvojnasobné limity.

Néasledujici véta popisuje vztah postupnych dvojnasobnych limit k limité
dvojné.

Veéta 2.22. Fuxistuji-li vsechny tri limity L, Ly, Lo, pak jsou st nutné rovny.

Dusledek 2.23. Necht existuji Ly, Ly a Ly # Ly. Pak limita L neexistuje.

Poznamka 2.24.

1. Necht existuji limity L, Ly a L; = L. Pak limita L dané funkce
v daném bodé [z, yo] nemusi existovat.

2. Necht existuje limita L dané funkce v bodé [zg, 1o]. Pak nemusi existo-
vat limity Ly a L.

2.2 Resené piiklady

Rozdil mezi limitou funkce jedné proménné a limitou funkei vice proménnych
spociva v "dimenzi” okoli bodu, ve kterém limitu pocitame. U funkce jedné
proménné se pii limitnim prechodu x — xy bod x blizi k bodu xg vzdy jen po
ose x, tj. ze dvou stran, zprava resp. zleva. Poc¢itame tak limitu funkce zprava
resp. zleva. To znamend, ze funkce méa v bodé z( limitu, jestlize tyto jedno-
stranné limity existuji a jsou si rovny. U funkce dvou a vice proménnych je
moznosti priblizovani se bodu nekoneéné mnoho. Mizeme se k danému bodu
blizit po primkach, paraboldch ¢i obecnych mnozinach. Nezalezi na zpusobu
priblizovani se danému bodu, tedy na cesté, po které se k danému bodu
blizime, ale pro existenci limity musi byt dosazené hodnoty limity stejné.
Pokud dostaneme ruzné hodnoty limity pro ruzné cesty, pak limita v daném
bodé neexistuje.
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nez v piipadé funkci jedné proménné. Pii pocitani limit funkeci jedné proménné
bylo mozno u tzv. neurcitych vyrazu pouzit ’'Hospitalova pravidlo, ke kterému
vsak neni k dispozici zadna analogie pro funkce n proménnych, kde n > 2.
Uved'me nyni nékolik moznosti, jak pii vysetfovani dvojnych limit postupo-

1. Piimym dosazenim, pokud poc¢itame limitu v bodé spojitosti. Hodnota

limity je pak rovna funkéni hodnoté v bodé spojitosti. Abychom tedy
mohli souradnice bodu, ve kterém limitu funkce vysetiujeme, dosadit,
potiebujeme védét, zda je zkoumana funkce v daném bodé spojité.
Jiz jste se v predchozim ro¢niku seznamili s elementarnimi funkcemi
jedné proménné (polynomy, goniometrické funkce, logaritmické a expo-
nencialni funcke, mocninné funkce a také funkce, které z nich vzniknou
po koneéném poctu aritmetickych operaci sc¢itani, odc¢itani, nasobeni,
deéleni a skladéni), které jsou ve vsech bodech svého definiéniho oboru
spojité. Elementarni funkce dvou proménnych vytvorené z elementarnich
funkci jedné proménné, jejichz proménné jsou oznaceny ruznymi pisme-
ny, jsou spojité na svych definiénich oborech. Napifklad uvedme
flz,y) =Y, f(a,y) = T2* + 2y +y, fz,y) = In(sina?) + /7.

. Pokud neni mozné piimé dosazeni, snazime se vhodnymi upravami
funkci vyjadrit v jiném tvaru.

. Metoda substituce. Vyuzijeme vétu o limité slozené funkce (za pouziti
substituci ¢t = g(z,y) prevedeme funkci dvou proménnych na funkci
jedné proménné) a znalosti zakladnich limit.

Véta 2.26. (Limita slozené funkce) Bud [zo,y] € R* a A,L € R.
Necht f a g spliuji
lim r,y)=A, lim f(t)=1L
[xvy]*[xovyo]g( 2 t—”“f()
a ezistuge ryzi okoli P([xo,yo]) bodu [xg,yo] takové, Ze g(x,y) # A

pro kazdé [z,y] € P(|[xo,y0]) nebo je funkce f spojita v A. Potom
lim  f(g(z,y)) = L.

[z,y]—>[x0 7y0]

4. Metoda polarnich souradnic. Provedeme transformaci funkce f(z,y) do

polarnich souradnic pomoci rovnic tvaru
T = Ty + rcosp, Y = Yo + rsinp.
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Dosadime transformacni vztahy a dostavame limitu
L = lim+ fxog+1rcosp,yo+ rsinp).
r—0

Zavisi-li hodnota limity L* na tihlu ¢, znamena to, ze zavisi na cesté, po
které se blizime k danému bodu, a proto limita L neexistuje. Nezavisi-li
na (, nelze o existenci limity nic soudit.

Lze dokazat, ze plati: Funkce f ma v bodé [xg,yo] limitu rovnu éislu
L*, jestlize existuje nezépornd funkce g : [0,00) — [0,00) spliujici
lirél+ g(r) = 0 takova, ze

ro

|f(xo+1cosp,yo+rsing) — L7 < g(r)

pro kazdé ¢ € (0,27) a r > 0 dostatetné mala.
Dostaneme-li po transformaci f(x,y) = g(r)h(y), kde lim+g(r) =0a
r—0
h(g) je ohranicena na (0,27), pak  lim  f(z,y) =0.
[z.y]—[z0,y0]
. Metoda svazku pifmek. K bodu [zg, o], ve kterém zkoumédme limitu
funkce f(z,y), se muzeme priblizovat po piimkéach o rovnicich y =
k(x — xo) + yo pro ruzné smérnice k. Misto limity L budeme zkoumat
limitu L**, kde
L™ = lim f(z, k(z — xo) + yo)-
T—x0
Pokud zavisi hodnota limity L** na smérnici k, pak limita L neexistuje.
Nezavisi-li na k, nelze o existenci limity L nic soudit.

. Metoda svazku parabol. K bodu [z, 4], ve kterém zkouméme limitu,
se muzeme pfibliZovat po paraboldch o rovnicich y = k(z — z¢)? + yo
pro konstanty k& # 0. Misto limity L budeme vySetfovat limitu L***,
kde

L** = lim f(z,k(x — 20)* + v0)-

T—T0

Pokud z&avisi hodnota limity L*** na konstanté k, pak limita L neexis-
tuje. Nezavisi-li na k, nelze o existenci limity L nic soudit.

Piiklad 2.27. Vypoctéte limitu funkce f(z,y) = 2P+ hods [—1,1].

2 +y+2

Reseni. Zadand funkce f je v bodé [—1, 1] spojitd, proto mizeme tento bod
piimo dosadit. Hodnota limity je rovna funkéni hodnoté v tomto bodé. Plati

. r+yP+4 —1+1244 4
lim = = - =1.
ey—l-1 22 +y+2 (=1)2+1+2 4
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Piiklad 2.28. Vypoctéte limitu funkee f(z,y) = yfzﬁ) v bodé [—1,4].

Reseni. Po dosazeni bodu [—1,4] ziskdme neurcity vyraz typu ° g, broto se
snazime prislusny vyraz vhodné upravit.

_ 341 , (22 —x+1)(z+1)
lIlm ——= lim =
ey y(z 4+ 1) (myl—[-14 y(z +1)
2_gp41) (12— (=1)+1
. G@owel) (1P (Drl 8
[Iry]g'[flvz’q y 4 4

Ze zadané funkce f definiénim oborem Df = {[z,y] € R%y # 0,2 # 1} jsme
tipravami ziskali funkci F' = (ILTHD s DF = {[x,y] € R% y # 0}. V dusledku
spojitosti funkce F' v bodé [—1,4], jsme v poslednim kroku vypoctu limity
mohli tento bod pfimo dosadit.

Piiklad 2.29. Vypoététe limitu funkee f(z,y) = 2= ”xw v bodé [0, 0].

Reseni. Po dosazen{ bodu [0,0] do zadané funkce f ziskdme neurcity vyraz
typu %. Rozsitime funkci vyrazem 3++/zy + 9, upravime a pak limitu spocte-
me.

lim 3—vry+9 lim —Vzy+9 3+\/:r;y+

[2,y]—[0,0] xry [,y]—[0,0] Ty 34 vV Ty +
-2y -1

= lim lim .
[z,y]—10,0] 2y (3 + /2y + 9) ewl—100] 3 + /Ty + 9 6

Nezapomenme, ze upravami zadaného vyrazu se také ménil definiéni obor.

Piiklad 2.30. Vypoctéte limitu funkce f(z,y) = zy®cos ;> v bode [0, 0].

Reseni. Aplikujeme vétu 2.6. Jelikoz [ l]m% ]xy2 =0 a|cos $| < 1vcelé
z,y|—10,0

roviné R? mimo osy z, y je lim 2y®cos =5 = 0.
[,y]—[0,0] i

Piiklad 2.31. Vypoctéte limitu funkce F(x,y) = Smﬂgfry v bodeé [1,

_1]
Reseni. Pifklad budeme fesit pomoci véty 2.26. Bod [zg,y0] = [1,—1] a
flg(z,y)) = M Polozime ¢ = g(z,y) = = + y. Pak funkce f(¢) = 2L,

Protoze [ ]lir[n }(m—ky) =0,je A=0.7Z %m& st — 1 plyne, ze L = 1. Jelikoz
z,y|—[1,—1 —

funkce f neni v bodé A = 0 spojita (limita existuje, ale funkce v tomto bodé

nen{ definovéna), zbyva ovérit, zda existuje ryzi okoli P[1, —1] bodu [1, —1]

takové, ze = + y # 0 pro kazdy bod [x,y] € P[1, —1]. Takové okoli P[1, —1]
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existuje a ted lim Sty g
) A R

Piiklad 2.32. Vypoctéte limitu funkce f(z,y) = 3xfy v bodé [0, 0].

Reseni. K vysetfeni limity pouzijeme metodu postupnych limit. Plati{

y—0 \ z—0 31 + Y y—0 Yy y—0
—2 1 1
Lo = lim lim:lj Y = lim x:lim—:—.
z—0 \ y—0 31 + Y z—0 31 z—0 3 3
Obé postupné limity Lq, Lo existuji, ale jsou ruzné. Z dusledku 2.23 plyne,
ze dana limita neexistuje.

—9 —2
Ly = lim <hm - y) = lim —2 = lim(~2) = —2.

Piiklad 2.33. Vypoctéte limitu funkee f(z,y) = xgﬁzy v bodeé [0, 0].

Reseni. K vysetieni limity nejdifve pouzijeme metodu postupnych limit.

Plati 0
L; = lim (hm M) =lim — =0.

y—0 \z—0 x* -+ y y—0 y
Lo = tim (1im TN _ iy & g

z—0 \y—0 x* 4+ y2 z—0 .T2

Obé limity Ly, Lo existuji a jsou rovny nule. O existenci limity nelze na
zakladé tohoto vysledku nic soudit. Pouzijeme metodu svazku primek.

I — lim vy(z+y) _ i & ka(x + kx) fim kx3(1+ k)
0 2t +y? e—0 22+ (kx)? =0 22(1 + k?)
kx(1+ k)

- 91012% 14+ k2

Limita L** nezavisi na k, nelze tedy o existenci limity nic usoudit. Nyni
pouzijeme metodu svazku parabol.

2 2
Sk wrtyr o an0 a4 (ka?)
kat(l+ka) . ka*(1+ k)

= lim =
=0 22(1 + k222)  2—0 1+ k222

imi nezavisi n xistenci limity nelze na tomto za ¢ nic usou-

Limita L** nezavisi na k, o existenci limity nelze na tomto zakladé nic uso

dit. Pouzijeme metodu transformace do polarnich souradnic. Plati

vy(z +y) i TCO8 T sin (r cos ¢ + rsing)

L* = =
[e.y]—00] 22 +y? -0t (rcos)? + (rsingp)?
3 cos @ sin p(cos @ + si
= hm+ ! Ld 1ng0(2 pEsing) _ = lim 7 cos @sin p(cos ¢ + sinp) = 0.
r—0 r r—0t
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Funkce h(p) = cos psin p(cos ¢ + sin ) je ohranicend, jelikoz funkce cos ¢
i sinp jsou ohranicené, pak také jejich soucet a soucin je ohraniceny, tj.
| cos psin p(cos p + sin )| < 1. Protoze funkce h(yp) je ohrani¢end a limita
funkce g(r) = r pro r — 07 je 0, zadand limita L existuje a je rovna 0.

Piiklad 2.34. Vysetiete, zda je funkce

2

[ b [y £0,0)
f(.r,y)—{ 0 pro [z,y] =][0,0]

spojita v bodeé [0, 0].

Reseni. Aby byla funkce f spojitd v bodé [0,0], musela by mit v tomto
bodé limitu rovnu nule. Pii vySetfovani limity metodou postupnych limit,
metodou svazku primek, metodou svazku parabol i metodou transformace
do polarnich soutadnic dostavame vysledek nula. O existenci limity nelze na
tomto zékladé nic soudit. Ale pro zjisténi spojitosti funkce muzeme pouzit
nékterou z vyse uvedenych vét. Pouzijeme vétu 2.6. Ziejmé plati

2
[z,y]—[0,0] T= 4+ Y [z,y]—1[0,0] T +y

Pritom lim x = 0. Ukazme nyni, ze funkce

(2.]—[0,0] ”Tf_/yQ je ohranicend. Plati
z,y]—|0,0

2

(2] = [y)* =2 0= 2® = 2lzy| + y* > 0 = 2zy| < 2* + ¢

1

_2‘

xry
x2 492

24y T 2

2yl 1

Tedy funkce % je pro [z, y] # [0, 0] ohranic¢end a funkce f je v bodé [0, 0]
spojita.

Priklad 2.35. Vysetiete, zda je funkce

3

_} #s pro [z,y]
f(‘r7y> - { + 0 pro [x7y]

[N
=3
==}

spojitd v bodé [0, 0].

Reseni. Aby byla funkce f spojitd v bodé [0,0], musela by mit v tomto
bodé limitu rovnu nule. Pti vySetfovani limity metoda postupnych limit, me-
toda svazku piimek i metoda transformace do polarnich souradnic selhava.
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Dostavame vysledek nula, z ¢ehoz nemuzeme o existenci limity ¢i spoji-
tosti nic usuzovat. Zvolime tedy jinou metodu pro vysetieni limity. Metodou
svazku parabol ukazeme, Ze limita rovna nule neni, a tedy zkoumana funkce
v daném bodé neni spojita.

I %y : 2k’ 5 2k . k "
= lim =1lm-—7—-= =1 —— 5 = l1Im =
S bty am0ad 4 (ka?)? a—0aS(1+ KPr) o014 kP

Protoze limita L** zavisi na parametru k, zadand limita neexistuje a funkce
f je v bodé [0, 0] nespojitd.

Piiklad 2.36. Rozhodnéte, zda funkce definovand predpisem

~J1 pro x=0mneboy=0,
flay) = {O pro jinak
je v bodé [0, 0] spojité.
Reseni. Spocteme si limitu napiiklad po bodech [0, ], tj. liH(l) f(0,y)=1, a
y—)
bodech [z, z], tj. hIr(l) f(z,x) = 0. Funkce f nenf spojitd, nebot v bodé [0, 0]

neexistuje limita. Grafem funkce f je podstavna rovina, z niz je ”vyzdvizen”
osovy kiiz o jednicku.
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2.3 Krokovany priklad

Priklad. Vypoctéte limitu funkce f(x,y) = 2% v bodé [0, 0].

z64y3

Resent.
Postupné budeme aplikovat ruzné metody vypoctu limity funkce dvou proménnych,
dokud jedna z nich nepovede k vysledku.

Postupnad limita

w2y?
Lo = lim lim 5 3
0 PI\s-fo " +¥
Obé limity Ly, Ly existuji a jsou rovny nule. O existenci limity nelze na tomto
zékladé nic soudit. Nasleduje metoda svazku piimek.

Metoda svazku primek

L = tim 5V gy | T
= I e T A ] —

y=kx

Limita L** nezavisi na k, nelze tedy o existenci limity nic usoudit. Nasleduje
metoda transformace do polarnich soutradnic.

Metoda transformace do poldrnich souradnic

L* = lim —x2y2 = lim | B
[zy]—[0,0] 26 +y3  r=0t  (rcost)d 4 (rsint)?
24 2
. rcos“tsin”t
= lim o —

Limita L* nezavisi na t, nelze tedy o existenci limity nic usoudit. Nasleduje
metoda svazku parabol.

Metoda svazku parabol

2,,2 2 ?
x é /
yz:;fz 6 + y3 m—>0| |'7| z—0 1+ k3

Protoze limita L*** z4visi na k, zadand limita L[ |[2]
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2.4 leohy k samostatnému reSeni a kontrolni otazky

Cviceni 2.1. Vypoctéte limitu funkee f(z,y) = W v bodé [—1,5].

¢ [1, —4].

Cviceni 2.3. Vypoctéte limitu funkece f(x,y) = ii:gi v bodeé [2,2].

Cviceni 2.2. Vypoctéte limitu funkce f(z,y) =

Cviceni 2.4. Vypoctéte limitu funkce f(z,y) = ¥ jrz ;7 v bodé [1,2].

Cviceni 2.5. Vypoctéte limitu funkee f(z,y) = —szH v bodé [0, 0].

z2+y

Sx—4

Va2—y+5

Cviceni 2.7. Urcete body nespojitosti funkce f(z,y) = 3z cos(z® + 3> —4).

Cviceni 2.6. Urcete body nespojitosti funkce f(z,y) =

_y2ﬂc2

n+verv’

Cviceni 2.8. Urcete body nespojitosti funkce f(x,y)

Cviceni 2.9. Vysettete, zda je funkce

o) = Bl vro [my] £[0,0]
| 0 pro |[z,y]=

spojitd v bodé [0, 0].
Cviceni 2.10. Vysetiete, zda je funkce
25 pro [a,y) # 0,0
flzy) =q = ’ e
0 pro [z,y]=10,0]
spojitd v bodé [0, 0].
Otazka 2.1. Co je to hromadny bod mnoziny?
Otazka 2.2. Proc¢ hledame limity v hromadnych bodech?
Otazka 2.3. Co je to vlastni limita ve vlastnim bodé?
Otazka 2.4. Co je to izolovany bod mnoziny?

Otazka 2.5. Jakymi zpusoby muzeme vysetiovat limitu funkce dvou promén-
nych? A v ¢em se to lisf od vySetfovani limity funkce jedné proménné?
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Otazka 2.6. Existuje analogie I’'Hospitalovo pravidlo pro funkce dvou a vice
proménnych?

Otazka 2.7. Kdy je funkce dvou proménnych spojita?
Otazka 2.8. Co jsou to body nespojistosti funkce a jak se urcuji?
Otazka 2.9. Jaky je vztah mezi limitou funkce a spojitosti funkce?

Otazka 2.10. Méjme funkci, ktera v daném bodé nemad limitu. Muze byt
v tomto bodé spojita?

2.5 Vysledky tuloh k samostatnému reseni

Cviceni 2.1. 1
Cviceni 2.2. neexistuje

Cviceni 2.3.

oolw

Cviceni 2.4. neexistuje

Cviceni 2.5.

=

Cviceni 2.6. {[z,y] € R%y > 2* + 5}

Cviceni 2.7. spojitd v kazdém bodé [z,y] € R?
Cviceni 2.8. {[z,y] €e R*};x =0,y =0}
Cviceni 2.9. spojita

Cviceni 2.10. nespojita
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2.6 Kontrolni test
Limita a spojitost funkce

Pokud v nasledugicich prikladech madte vepsat hodnotu limity, kte-
rd neexistuje, vepiste do odpovidajiciho pole pro odpovéd znak -.

1. Rozhodnéte, zda existuje limita lim  f(z,y) = 2z +y7)

[x,y]—[0,0] Va2 +y?+9-3 ’
(a) (a) ano (b) ne
(b) Hodnota limity je:[ ]

2. Necht je ddna limita  lim f( y) = <=1

X
[z,y]—[2,

(a) Rozhodnéte, zda limita ex1stUJe.
(a) ano (b) ne
(b) Hodnota limity je:[ ]

3. Rozhodnéte, zda limita funkce f(z,y) = 245 v bodé [0, 0]

[ ] neexistuje
[ ]existuje a je nevlastni

[ Jexistuje a je vlastni, tj.[ ]
4. Rozhodnéte, zda limita funkce f(z,y) = zyIn(2? + y?) v bodé [0, 0]

[ ] neexistuje
[ ] existuje a je nevlastni

[ ]existuje a je vlastni, tj.[ ]

5. Je ddna funkce f(z,y) = mfiy

(a) Limita lim f(z,y) =[]

[z,y]—1[0,0]

(b) Funkce f je spojitd v R? pro
D y < a® |:| y > —a°
[y # —2® [ ]pro vsechny body R?
6. Je dana funkce f(z,y) =

(a) Limita lim  f(z,

Inz
o
[z,y]—[e?,1] v) =

[ ]

(b) Funkce f je spojitd v R? pro

[ly#0nz#0 [Jy<0nz>0
[(dy>0nz<0 [Jy#0Az>0
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7. Rozhodnéte, zda je limita lim @
[zy]—[0,0] & TY

(a) [] vlastni [ ]nevlastni [ ]neexistuje
(b) Hodnoty limity je

[]+oo []-o0 [ ]jin4, tj.
[ ]

. T . 1—cos(x2+y?)
8. Rozhodnéte, zda je limita [%111113%070] NPT

(a) [] vlastni [ ] nevlastni [ ] neexistuje
(b) Hodnoty limity je

[]+o0 [1- [1jin4, tj.
1]

9. Rozhodnéte o spojitosti slozené funkce f o g, piicemz f(t) = t* + 2,
g(x,y) = 2x — 4y. Slozena funkce

[1je spojité v R? [ Jnenf spojitd v R2

10. Slozend funkce f o g, kde funkce f(t) = €', g(z,y) = - — 1 je spojitd na:
[1{[z,y] € R% 2 # y} LI {[z,y] € R* 2 > 1}
[1{[z,y] € R*%y # 0} [IR?

| Konec testu | [Oprava testu|

Pocet spravné zodpovézenych otdzek: | |

Procento dspésnosti: | |

Zobrazeni spravného vysledku: | |
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3 Parcialni derivace

Klicova slova. Parcialni derivace, tad parcidlni derivace, Schwarzova véta.

3.1 Pojem a zakladni vlastnosti parcialnich derivaci

Diive nez zavedeme pojem parcidlni derivace pro funkce vice proménnych,
pripomenme, ze ,obycejna“ derivace funkce jedné proménné v bodé zq je
definovana jako limita tvaru

f'(x0) = lim f(xo+h) — f(ifo)'

h—0 h

Ctendf si patrné vzpomene, ze derivaci funkce v daném bodé lze z geome-
trického hlediska interpretovat jako smérnici tecny ke grafu funkce v bodé
[0, f(20)]-

Analogickou tlohou k sestrojeni tecny ke grafu funkce jedné proménné je
v pripadé funkce dvou proménnych sestrojeni teéné roviny ke grafu funkce.
Abychom mohli nalézt rovnici teéné roviny v daném bodé, staci z nekonecné
mnoha pfimek, které lezi v této roviné a prochazeji bodem dotyku, zvolit
dvé libovolné ruzné a ziskat o nich idaje potiebné k jejich sestrojeni. V této
souvislosti vyvstava otazka, jak volbu téchto dvou ptimek provést. Jedna se
vlastné o to, po které piimce lezici v roviné zy a prochazejici bodem [xg, yo]
se budeme k tomuto bodu pfiblizovat. Napovédu, ktera nam umozni tyto
piimky vhodné zvolit, ziskame, kdyz si pfipomeneme situaci pti vypoctu li-
mity, kdy jsme ze vSech moznych ,zpusobu“ prechodu k bodu [z, yo| volili
nejprve moznost blizit se k nému po rovnobézkach s osami x a y. Dostavame
se tak k nasledujici definici.

Definice 3.1. Necht je funkce f(z,y) definovand v bodé [zg, yo], ktery je
vnitinim bodem mnoziny Df. Jestlize existuje limita tvaru

lim f(xo + h,yo) — f(xo, yo)’
h—0 h

nazyvame ji parcialni derivaci funkce f(z,y) podle proménné x v bodé
[0, yo] & znacime ji

0
fo(®0,Y0), pOpi-. a—£($0;yo)~
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Analogicky pak limitu tvaru

lim f(zo,y0 +h) — f(x0,y0)
h—0 h

nazyvame parcialni derivaci funkce f(z,y) podle proménné y v bodé [z, yo|
a znacime ji

0
Jy(%0, o), popi. a—g(xo,yo)-

Poznamka 3.2. V definici predpokladédme, Ze bod [z, yo] je vnitinim bodem
definiéniho oboru funkce f. Pak je totiz zaruceno, ze body tvaru [z + h, yo,
kde h je dostatecné malé, lezi v Df. Stacilo ovsem pozadovat, aby funkce
f byla definovand na néjaké mnoziné, v niz lezi body tvaru [xo + h, yo| pro
mald h.

Z definice je nazorné vidét, ze prechod k bodu [xg, yo] po rovnobézkéch s
jednotlivymi osami znamena, ze jedna z proménnych je konstantni. Pov§imné-
te si, ze pokud bychom vynechali symbol ¥, z definice parcialni derivace podle
proménné x, obdrzime limitu, jejiz tvar odpovida obycejné derivaci funkce
jedné proménné. V dusledku toho muzeme pii vypoctu parcialni derivace
podle x povazovat proménnou y za konstantu. Obdobné pii vypoctu parcialni
derivace podle y predpokldadame, ze y je jedind proménnd ve funkénim vzahu,
a s proménnou x pocitame jako s konstantou.

Priklad 3.3. Vypoctéte parcialni derivace funkce f(z,y) = 23 + 2xy? + y.

Reseni. Pii vypoctu parcidlni derivace funkce f podle z povazujeme promeén-
nou y za konstantu. Pak derivujeme podle obvyklych pravidel a dostavame

folz,y) =322 + 2%, [z,y] € R%
Jestlize nyni naopak povazujeme za konstantu proménnou x, obdrzime vysle-
dek

fylzr,y) =dey + 1, [z,y] € R%
Piiklad 3.4. Vypoctéte parcidlni derivace funkce f(x,y) = ze™.

Reseni. Jestlize nejprve povazujeme proménnou y za konstantu, pak podle
pravidla o derivovani souc¢inu mame

folz,y) = e™ +yre™ = e™(1+2y),  [z,y] € R™
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V piipadé, ze povazujeme za konstantu proménnou z, dostavame podle pra-
vidla o derivovani exponencialni funkce

fy(x7y) = l,QGmy, [xvy] E R2‘

Zobecnime-li uvahy, které jsme provadéli pti zavedeni pojmu parcialni
derivace funkce dvou proménnych, na piipad funkce n proménnych, zjistime,
ze lze postupovat zcela analogicky. Vsechny proménné kromeé té, podle které
budeme derivovat, povazujeme za konstanty. V nésledujici definici je pro ilu-
straci vymezen pojem parcidlni derivace funkce n proménnych podle prvni
proménné, pricemz v pripadé ostatnich proménnych by definice byla ob-
dobna.

Definice 3.5. Necht je funkce f(xy,79,...7,) definovand v bodé

(27,25, ..., %], ktery je vnitinim bodem mnoziny Df. Jestlize existuje li-
mita tvaru
h—0 h ’

nazyvame ji parcidlni derivaci funkce f(zy,xs,...x,) podle proménné
v bodé [x7, 23, ..., x:] a znaéime ji

fo (27,25, .. 2, pOpF-. a—(aﬁ,x;,x;)
L1

Protoze parcidlni derivace funkce n proménnych se pocita jako obycejna
derivace pomocné funkce jedné proménné, muzeme formulovat nasledujici
tvrzeni, které je zobecnénim vztahu platnych pro poéitani s obycejnymi deri-
vacemi funkei jedné proménné. Jedna se o ¢tenaii dobfe znamé pravidla pro
derivaci nasobku funkce konstantou, dale pak pravidla pro derivaci souctu,
rozdilu, souc¢inu a podilu dvou funkei. Dikaz této véty je pouhou analogii
dikazu obdobného tvrzeni tykajiciho se pravidel pro derivovani funkci jedné
proménné. Rovnéz pouziti téchto pravidel povazujeme za zcela intuitivni pro
ctenare obeznameného s pojmem derivace. Néktera z pravidel byla vyuzita uz

vvvvvv

potize.
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Véta 3.6. Necht maji funkce f(x1,2s,...7,) a g(x1,2s,...2,) parcidlni
derivace v bodé x* = [x5, 2%, ..., x%] podle proménné x;, i =1 < i <n. Pak
maji v tomto bodé parcialni derivace také funkce c- f, f+q, f—9g, f-g a
f/g, pricemz plati:
1o (c- [a,(a7) = ¢ fo,(x7),

2. (f + 9)a,(27) = fo,(27) + ga,(27),

8. (f = 9)ai(@”) = fo,(27) = ga (27),

4 (- 9)ai(@7) = for(27) - g(27) + [(27) - go, (27),

Yy = fu@) - 9(@) + f@7) - 9o (27)
g g>xi( )

2@ , g(@*) #0.

3.2 Geometricky vyznam parcialnich derivaci funkce
f(z,y)

Necht je ddna funkce f(z,y) a bod [xg,yo]. Uz jsme zminili, Ze pii vypoctu
parcidlnich derivaci povazujeme vzdy jednu z proménnych za konstantni.
Jestlize proménnou y zafixujeme na hodnoté gy, a budeme ménit pouze hod-
noty proménné z, pracujeme vlastné s funkei jedné proménné, jejiz graf lezi
v roviné y = yo. Muzeme tedy v bodé [z, o, f(x0, yo)] sestrojit tecnu ¢, ke
grafu funkce f(x,y), resp. funkce ¢(z) = f(x,yo) lezici v roviné y = y,. Tato
tecna bude rovnobézna s rovinou xz a jeji smérnice je pravé parcialni derivaci
funkce f(x,y) podle proméné z. Analogicky, jestlize zafixujeme proménnou
x na hodnoté xy a budeme ménit pouze hodnoty proménné y, pracujeme
rovnéz s funkef jedné proménné, jejiz graf lezi v roviné z = xy. Opét muzeme
v bodeé [z, Yo, [ (o, Yo)] sestrojit tecnu ¢, ke grafu funkee f(x,y), resp. funkce
W(y) = f(xo,y) lezici v roviné = xy. Tato tetna bude rovnobézna s rovinou
yz a jeji smérnice je pravé parcidlni derivace funkce f(z,y) podle proménné
y. Oznacime-li thel, ktery svird tecna ¢; ke grafu funkce ¢(x) = f(z,v0)
s kladnou ¢asti osy x jako « a thel, ktery svird tecna ty ke grafu funkce
W(y) = f(zo,y) s kladnou ¢asti osy y jako [, muzeme psat

tg o = fu(z0,y0), popi. tg B = fy(zo, yo)-

Situaci nazorné ilustruje obrazek 12.
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/
7 tga=f(x,¥0)

Obrazek 12: Parcialni derivace jako smérnice tecen t; a to

3.3 Parcialni derivace vyssich radua

Nejdiive bychom chtéli pripomenout, ze parcidlni derivace funkce v daném
bodeé je definovand jako limita jistého tvaru. Protoze limita funkce je (pokud
existuje) ddna jednoznaéné, vyplyvéa odtud, ze libovolna funkce muze mit v
libovolném bodé nejvyse jednu parcidlni derivaci podle kazdé z proménnych.
Predpokladejme, ze A C D f je mnozina vSech bodu, v nichz existuje parcialni
derivace funkce f(z1,x9,...x,) podle proménné x;. Pak muzeme na mnoziné
A definovat funkei, kterd kazdému bodu [z, zs,...2,] € A pfitadi hodnotu
fu: (1,29, ... 2,). Vidime tedy, ze parcialni derivace funkce jsou opét funk-
cemi, které muzeme dale derivovat podle jednotlivych proménnych. Dosta-
vame se tak k nésledujici definici.

Definice 3.7. Necht f(zy,22,...2,) je funkce n proménnych. M4-li
funkce f,,(z1,x9,...x,) v bodé x* = [z}, 25, ..., x}] parcidlni derivaci podle
proménné x;, nazyvame ji parcidlni derivaci druhého radu funkce
f(z1,29,...2,) v bodé z* podle proménnych z; a z; a znac¢ime ji
2
Jeiw; (21,25, ..., 2,), pOpF. —3f (], 25, ..., x)).
0:1:1033]4
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V piipadé funkce f(x,y) dvou proménnych dostdvame tedy celkem étyfi
parcidlni derivace druhého fadu fo. (2, y), fay(z,9), fuz(2,y) a fyy (2, y). Zcela
obdobnym zpusobem je mozné definovat parcidlni derivaci radu k& funkce
f(zq,xa, ... x,) opétovnym derivovanim parcidlnich derivaci fadu k—1 podle
proménnych x, xs,...x,. Pro zapis parcialni derivace funkce f fadu k, kde
postupné derivujeme j;-krat podle proménné z;,, jo-krat podle proménné z;,
atd. az j,-krat podle proménné z; , pouzivame symbol

ok f

J1 9,02 Jr
Oz} Ox; - - - O

r

Predpokladdme pii tom, ze k = ji +jo+ -+ + Jr a iy, 9,... 5, € {1,...,n}.

Priklad 3.8. Vypoctéte parcidlni derivace druhého radu funkce
fz,y) =2 + 22> + 9.

Reseni. V pifkladu 3.3 jsme vypocetli

folm,y) =322 + 2%, f,(x,y) = day + 1.

Obdrzené funkce budeme nyni ddle derivovat podle proménnych x a y. Dosta-
vame tedy

Joa(,y) =62, fo(v,y) =4y,  fulry) =4z,  fu(r,y) =4y

Piiklad 3.9. Vypoctéte parcialni derivace druhého fadu funkce
f(z,y,2) = 32y + e* — 3sin? .
Reseni. Nejdifve vypocteme parcidlni derivace prvniho fadu. Dostdvame
fz = 62y + 2acze$22, fy = 322, f. = 2%6”*% — 6sin 2 cos z.

Vysledkem nasich vypoctu jsou funkce, které nyni budeme derivovat opét
podle proménnych x, y a z. Pro funkci f, obdrzime

Joz(m,y) = 6y + 22077 4 4$222ex2z, foy =62,  fo. = 2we” + 2032672,
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Pro zbyvajici dvé fukce vypadaji vysledky takto

fyw($>y> = 6z, fyy:O, fyZ:O,

2 2 2
fow = 20€" % 4+ 22327 7, Joy =0, fo.= zte®* — 6 cos 2z.

Povsimneme-li si blize vysledku v predchazejicim prikladu, zjistime, ze jsme
obdrzeli nasledujici rovnosti: f,, = fyz, for = [ & fyz = fy. Nabizi se
tedy otazka, jestli se jedna o pouhou shodu okolnosti nebo o vztahy, které za
urcitych podminek plati obecné. Odpovéd na tuto otdzku dava nasledujici
véta.

Véta 3.10. (Schwarzova) Jestlize jsou smisené parcidlni derivace druhého
radu funkce f(x,y) spojité v bodé [x*,y*], pak plati

fxy(x*a 3/*) = fyx(x*> y*)

Dikaz. Uvazujme rozdil

[f(x+hi,y+ ho) = f(x+ h,y)] = [f(x,y + ha) — f(z, )], (3.1)

kde hy > 0, hy > 0 (pro ostatni moznosti by dukaz probihal zcela analogicky)
jsou prirustky argumentu x,y. Jestlize povazujeme veliciny y a ho za kon-
stanty, muzeme uvazovany rozdil vyjadrit pomoci funkce jedné proménné.
Jestlize polozime ¢(z) = f(z,y + h2) — f(2,y), dostaneme

(@ +hi) = f(x+hi,y+ he) — f(x+ h1,y).
Vztah (3.1) muzeme nyni psat ve tvaru
¢(x + hi) — ().

Pouzijeme-li nyni Lagrangeovu vétu o sttedni hodnoté, dostavame pro néjaké
¢ € (z,x + hy) rovnost

o(x + hy) — d(x) = hd'(c) = h[falc,y + h2) — falc,y)].

Na rozdil [f.(c,y + h2) — f.(c,y)] muzeme opét aplikovat vétu o sttedni hod-
noté, nebot ¢ je konstanta a dochdzi zde ke zméné pouze ve druhé proménné.
Obdrzime tedy

hl[fx(ca ) + h2) - fx(ca y)] = hthfxy(C> d)
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pro néjaké d € (y,y+hs). Jestlize nyni uvazujeme limitni prechod pro hy — 0,
hy — 0, coz neznamend nic jiného nez ze bod [c,d] se blizi k bodu [z, y],
dospivame k nésledujicimu zavéru

[f (@ + hiy + ho) — f@+ ha,y)] = [fa,y + o) = flz,9)]

lim -
[h1,h2]—[0,0] hihs

= lim fxy(C, d) = f:}cy(xa y)

[e,d]—lz,y]

Pii vypoctu posledni limity jsme vyuzili skutecnosti, ze smisené parcialni
derivace druhého radu jsou spojitymi funkcemi. Z technického hlediska jsme
nyni dospéli do poloviny dukazu. Ve druhé ¢asti dukazu lze postupovat zcela
analogicky s tim, ze ve vyrazu (3.1) povazujeme za konstanty veli¢iny z a
hy. Vztah (3.1) muzeme nyni vyjadiit jako rozdil ¢ (y + h2) — ¢¥(y), kde
U(y) = f(x+ hy,y) — f(z,y). Poté lze opét dvakrit aplikovat vétu o stfedni
hodnoté. Odrzime tedy

¢<y + h2) - ¢(y) = h2¢,(d/) = hQ[fy(x + h17 d,) - fy(xa d,)] = thlfyl(C,7 dl)?

kde ¢ € (x,x 4+ h1) ad € (y,y + ha). Zavérecny krok pak spocivd v tom, ze
po vypoctu limity tvaru
[f(@+ Ry +ho) = f(x+ha,y)] = [fl@,y + ho) — fla,y)]

lim =
[h1,h2]—[0,0] hihs

= lim fyx(cl, d/) = fyx(x7 y)’

][]

je uz rovnost
fxy('r*vy*) = fyz(x*ay*)

ziejma. o

Uz jsme se zminili o tom, ze parcialni derivace vyssich fadu, obecné fadu
k 1ze ziskat opétovnym derivovanim parcialnich derivaci tadu k—1. V souvis-
losti se Schwarzovou vétou se nyni nabizi otdzka, zda je mozné zformulovat
obdobné tvrzeni i pro parcidlni derivace fadu k. Zamyslime-li se nyni jen nad
ideou dukazu Schwarzovy véty, pak dospéjeme k zavéru, ze dukaz je zalozen
na skutecnosti, ze byla dvakrat po sobé aplikovana véta o stiedni hodnoté.
Neni tézké nahlédnout, ze tento postup je mozné pouzit i v pripadé funkci ti{
a vice proménnych. Matematickou indukeci lze pak tvrzeni Schwarzovy véty
rozsirit pro parcialni derivace vyssich radu funkce obecné n proménnych. For-
mulujeme proto bez dukazu néasledujici vétu.
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Veéta 3.11. Jestlize jsou vsechny smisené parcidlni derivace 7ddu k funkce
f(zy,x9,. .. x,) spojité v bodé [xF, x5, ... x%], pak jejich hodnota v tomto
bodé nezdvisi na poradi derivovdni, ale pouze na tom, kolikrdat jsme funkci
f podle jednotlivijch promeéenngch derivovali.

Poznamka 3.12. Vratime-li se nyni zpét k prikladu 3.9, vidime, ze aplikace
pravé dokazané véty by nam usnadnila vypocet v tom smyslu, ze bychom
z pozadovanych smiSenych derivaci pocitali vzdy jen jednu. Parcidlni derivace
vSech tadu funkce

f(z,y, 2) = 32y + "% — 3sin® 2

totiz musi byt spojitymi funkcemi, coz je dano tim, ze funkéni vztah obsahuje
funkci polynomialni, exponencialni a funkci sinus, jejichz derivace jsou vzdy
spojitymi funkcemi. Pfi nasledném derivovani se muze ve vysledku objevit
pouze soucin téchto funkei, resp. sou¢in funkei sinus a kosinus, coz jsou ale
opét ve vSech ptipadech spojité funkce.

Priklad 3.13. Vypoctéte parcidlni derivaci ¢tvrtého fadu fgg,. funkce
f(,y,2) = 32"y + e — 3sin® 2.

Reseni. Z toho, co jsme tekli v predchézejici poznamce, vime, ze parcialni

derivace vsech radu funkce f jsou spojitymi funkcemi. Nezalezi tedy na poradi
derivovani, ale pouze na tom, abychom dvakrat derivovali podle proménné
x a jednou podle proménnych y a z. Pfed zahdjenim vypoctu je uzitecné se
zamyslet nad tim, zda derivovat v predepsaném poradi, a nebo potadi deri-
vovani z néjakého diuvodu zménit. Duvodem pro zaménu poradi derivovani
byva v takovych pripadech obvykle usnadnéni vypoctu. Ackoli tento priklad
neni prilis slozity, presto vidime, ze vypocet bude jednodussi, budeme-li
nejdiive derivovat podle proménné y a poté podle proménné z. Takovy po-
stup totiz dava
fy<x7 Y, Z) = 31'27

z ¢ehoz je ihned zfejmé, ze
fyz(@,y,2) =0,
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a tedy i nasledna dvojnésobnd derivace podle proménné z musi dat stejny
vysledek, tj. fy.ze(2,y,2) = 0. Podle véty 3.11 oviem vime, ze zadana deri-
vace je rovna derivaci vypoctené, a tedy fiuy.(z,y,2) = 0.

3.4 Ulohy k samostatnému Feseni a kontrolni otazky

Cviceni 3.1. Vypoctéte parcialni derivace prvniho tadu funkce dané vzta-
hem f(z,y) = 2* — 2%y + ya* + y*.

Cviceni 3.2. Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fadu funkce dané vzta-
hem f(z,y) = sinz cosy.

Cviceni 3.3. Vypoctéte parcialni derivace prvniho fadu funkce dané vzta-
hem f(z,y) = et

Cviceni 3.4. Vypoctéte parcialni derivace prvniho fadu funkce dané vzta-
hem f(z,y,z) = e™ + e%¥* 4 372,

Cviceni 3.5. Vypoctéte parcialni derivace prvniho fadu funkce dané vzta-
hem f(u,v,w) = (u+ v) arctg(uw).

Cviceni 3.6. Vypoctéte smérnice tecen ke grafu funkce dané vztahem
f(z,y) = 2* + 2y* v bodé B = [2,1,6], které jsou rovnobézné s rovinami
Tz ayz.

Cviceni 3.7. Vypoctéte smérnice tecen ke grafu funkce dané vztahem
flz,y) = @) v hodée B = [1,1,1], které jsou rovnobézné s rovinami
Tz ayz.

Cviéeni 3.8. Je ddno f(z,y,z) = sin®

fmyz-

Cviceni 3.9. Vypoctéte fy,., je-li ddno f(z,y,z) = 2¥%.

xcosy + arctany — e™*. Vypoctéte

Cviceni 3.10. Oveérte, ze funkce v = f(r,y,2) = 1/\/22+y*+ 22 je
feSenim rovnice Uy, + Uy, + U, = 0.

Otazka 3.1. Jak je definovan pojem parcialni derivace?

Otazka 3.2. Jakou ma parcialni derivace geometrickou interpretaci?
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Otazka 3.3. Napadad vas, co by mohla naznacovat skutecnost, ze obé parcialni
derivace funkce f(x,y) jsou v daném bodé rovny nule?

Otazka 3.4. Jak je definovana parcialni derivace vyssiho radu?

Otazka 3.5. Uved'te postacujici podminku pro rovnost smisenych parcidlnich
derivaci v daném bodé?

Otazka 3.6. Kolik parcidlnich derivaci 4. fadu ma funkce ¢tyt proménnych?

Otazka 3.7. Uved'te piiklad funkce, kterd spliuje predpoklady Véty 3.11
pro smiSené parcidlni derivace libovolného tddu. (Nédpovéda: Inspirujte se
funkei v Piikladu 3.9.)

Otazka 3.8. Dokazete uvést piiklad funkce dvou proménnych, ktera ma
v daném bodé parcidlni derivaci podle proménné z, ale ne podle y (popf.
naopak)?

Otazka 3.9. Dokazete uvést priklad funkce, kterd v daném bodé nema
parcialni derivace?

Otdzka 3.10. Uved'te ptiklad funkce f dvou (pfipadné i vice) proménnych
takové, ze

(a) vsechny jeji parcidlni derivace maji stejny definiéni obor jako funkce f;

(b) alespon jedna z jejich parcidlnich derivaci mé defini¢ni obor, ktery je
vlastni podmnozinou Df a alespon jedna mé definiéni obor stejny jako
funkce f;

(c) defini¢éni obor kazdé z jejich parcidlnich derivaci je vlastni podmnozinou
Df.

3.5 Vysledky iloh k samostatnému reseni a odpoveédi
na nékteré otazky

Cviceni 3.1. f, = 42® — 32%y* + 2zy, f, = —22%y + 2% + 4¢°.

Cviceni 3.2. f, =coszcosy, f, = —sinzsiny.
o s . 2y _ 2z
Cviceni 3.3. f, = CELE fy = e
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Cviceni 3.4. f, = ye™ + 32e3%, f, = ze™ 4 22e™7, f, = 2ye™* 4 3ze’®?.

Cviceni 3.5. f, = arctg(uw) + ﬁ:gf;, fu = arctg(uw), f, = 1(12;’2;‘2

Cviceni 3.6. Smérnice jsou dany hodnotami parcialnich derivaci v bodé B,
. f(2,1) =4 a f,(2,1) = 4.

Cviceni 3.7. Smérnice jsou dany hodnotami parcialnich derivaci v bodé B,
tj. fo(1,1)=2a f,(1,1) = —2.

Cviceni 3.8. [y = fary = €™ (1 4 3zyz + 22y?2?).
Cvi€enf 3.9. f,,. = In’ (2229 + y222™nx), [z,9,2] € R 2 > 0.

Cviceni 3.10. Je nutné spocitat parcialni derivace druhého fadu vyskytujici
se v rovnici a dosazenim ovérit jeji platnost.

Otazka 3.6. 4*.

Otazka 3.8. Napiiklad funkce

fay) = { i fﬁﬁf’m — [0,4],

Tato funkce ma v pocatku parcialni derivaci podle x rovnu nule. Nema vsak
v pocatku parcialni derivaci podle .
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3.6 Kontrolni test
Parcialni derivace

1. Parcialni derivace funkce f(z,y) = (x4 by sinx)
a y maji tvar

4/3 podle proménnych x

D%(l+5ycosx)(x+5ysinx)1/3 D sin x(z + 5y sinx)'/3
[ 12(1+45ycosz)(z + 5ysinz)'/?, B sinz(z 4 Sysinz)/3
[14(z + 5y cosz)(1 + 5ysinz)/3, %smx( + 5y sin x)'/3

2. Pii vypoctu parcidlni derivace funkce f(z,y, z) podle proménné z povazu-
jeme

|:| proménnou z za konstantni
[ ] proménné z a y za konstantni
[ ]promeénné z a z za konstantni

[ ]proménné y a z za konstantni

(2m+y

3. Parcidlni derivace funkce f(z,y,z) = podle proménnych z, y a z

maji tvar
[11/z,2/z, 22#
[12/z,1/z, —22#
[12/2, 1/2, 23"

4. Parcialni derivace funkce f,(x,y) v bodé [z¢,yo| pfedstavuje z geomet-
rického hlediska

[ ]smeérnici pifmky ke grafu funkce f, kterd je rovnobéznd s rovinou yz
a prochazi bodem [z, yo, f(Z0, Yo)]

[ ]smérnici teéné pifmky ke grafu funkce f, kterd je rovnobéznd s rovinou
xz a prochézi bodem [xg, yo, f(x0, yo)]

[ ] smérnici teéné pifmky ke grafu funkce f, kterd je rovnobézna s rovinou
yz a prochazi bodem [z, yo, f(Zo,Yo)]

5. Smérnice tecny ke grafu funkce f(z,y) = ;;Zz v bodé [2,—3,—5/13],

ktera je rovnobézna s rovinou yz, ma hodnotu

[132/125
[]48/169
[115/32
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6. Parcidlni derivace druhého iddu funkce f(x,y) = In(z3y® — 2) majf tvar

|:| _ BayS(4+a2y®) 30223 5aByP(8+ayd)
(x3y572)2 9 (x3y5,2)2 ) (x3y572)2
D _ BayP(44a3yS) 3022yt _ 5a3y3(8+a3yd)
(z3y5—2)2 ) (:l:3y5—2)2 ) (x3y5—2)2
|:| - 32295 (44+13y5) B 3022y - 52343 (8+a2y5)
(x3y5_2)2 Y (x3y5_2)2 9 (w3y5—2)2

7. Parcidlni derivace f,., funkce f(x,y, z) = cos(4x + 2y + 3z) ma tvar

[]18sin(4z + 2y + 32)
[136sin(4z + 2y + 32)
[]27sin(4x + 2y + 32)

8. Rovnost smiSenych parcidlnich derivaci fddu k funkce n proménnych
plati za predpokladu

[ ]spojitosti parcidlnich derivaci fadu k v daném bodé a daném potadi
v jakém jsme derivovali

[ ]spojitostiparcidlnich derivaci fadu k derivaci v daném bodé

[ ]spojitosti parcidlnich derivaci fédu k v daném bodé a poétu derivaci

podle jednotlivych proménnych

9. Vsechny parcidlni derivace tietiho fadu funkce f(z,y,2) jsou spojité
v daném bodé. Uvedte maximalni pocet ruznych vysledkiu, které muzeme
pri vypoctu téchto parcialnich derivaci obdrzet.

18
[]10
[]12
10. Je funkce w = f(x,y,2) = (ax + by + ¢z)", kde a, b, ¢ jsou konstanty,
FeSenim rovnice
ow ow ow
$%+ya—y+zg = nw?

[ ]ano
[1ne

| Konec testu | [Oprava testu|

Pocet spravné zodpovézenych otdzek: |

Procento tspésnosti: | |
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4 Diferencial funkce, Taylortiv polynom

Klicova slova. Totélni diferenciél, tecna rovina, normala plochy, diferencialy
vyssich radu, kmenova funkce, Tayloruv polynom.

U funkce jedné proménné diferencidlem funkce f v bodé zy rozumime
piirustek funkéni hodnoty na teéné vedené ke grafu funkce v bodé [xg, f(z0)].
To znamenad, ze funkce f je v okoli bodu xy aproximovana tecnou a k pfi-
bliznému stanoveni funkéni hodnoty v bodé “blizko” bodu xy nam staci urcit
hodnotu na tecné. Pro funkci jedné proménné nema diferencial prilis velky
vyznam, protoze existence diferencialu neboli diferencovatelnost funkce je
ekvivalentni existenci derivace v bodé xy. U funkei n (n > 2) proménnych
je diferencidlem prirustek funkce na te¢né nadroviné vedené ke grafu funkce
v bodé zy € R". Geometricky vyznam diferencialu je tedy podobny jako
u funkce jedné proménné. Otazkou je, zda diferencovatelnost funkce je zajiste-
na pouhou existenci parcialnich derivaci.

4.1 Totalni diferencial

Nejdiive se budeme zabyvat pojmem diferencialu pro funkce dvou proménnych.

Definice 4.1. Rekneme, 7e funkce f : R?> — R definovand v okoli bodu
P = [x0, yo] je v tomto bodé diferencovatelnad, jestlize existuji redlna ¢isla
A, B takova, ze plati

lim f(@o + hyyo + k) — fzo,90) — (Ah + Bk)
[h,k]—[0,0] Vh? + k?
Linedrni funkce Ah + Bk proménnych h, k se nazyva totalni (neboli tplny)

diferencidl funkce f v bodé P = [z, yo|. Oznacujeme d f(xo, yo)(h, k), prip.
df(P)(h, k) nebo df (zo, yo).

—0. (4.1

Poznamka 4.2.

1. Ekvivalentné lze totalni diferencial definovat takto: fekneme, ze funkce
f:R? - Rmd v bodé P = [zg,yo] totalni diferencial (je v bodé P
diferencovatelnd), je-li mozno jeji piirustek v okoli bodu P vyjadrit
jako

Af(x,y) = f(wo+ h,yo + k) — f(wo,90) = Ah + Bk + p7(h, k),
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kde A, B jsou konstanty, p = vh2 + k2, 7 : R2 — R je funkce defino-
vana v okoli bodu [0, 0] a

lim 7(h,k)=0.
[h,k]—[0,0]

2. Cislo h predstavuje pifristek na ose x, ¢fslo k pifristek na ose y. Casto
se uziva znaceni h =der =z — 2o, k = dy = y — 5.

Véta 4.3. Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé P = [xg,y], pak md
v tomto bodé parcidlni derivace pruniho tddu a plati A = f,.(P), B = f,(P),
1.

df(P)(h,k) = f.(P)h+ f,(P)k. (4.2)

Dikaz. Polozme ve vztahu (4.1) h = 0. Pak z (4.1) mame
lim f(zo,y0 + k) — f(20,40) — Bk ~ lim f(xo,y0 + k) — f(®0,40) — Bk
k—0 V2 fe—0 k|

Oznacme p(k) = f(zo, yo+k)— f(xo, yo)—Bk. Dosazenim (k) do predchoziho
vztahu dostavame

= 0.

(k)
TR
S vyuzitim véty 2.6 plati
ek K e
k—0 ‘ k k—0 k ’

protoze pro h # 0 je vyraz % ohranic¢eny. Zpétnym dosazenim za ¢(k) a
Upravou vyrazu ziskame

. f(xo, yo + k’; — f(zo,y0)

-B= fy(IO)yO) -B= 07

k—0
tj. B = f,(x0,%0)-
Obdobnym postupem ziskdme rovnost A = f,(xg, yo)- o

Poznamka 4.4. Na piikladu si ukdzeme, ze obracena implikace neplati.
Meéjme funkci definovanou predpisem

) A F o [y £[0
f(@,y) { 6 pro [z,y] =10
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Parcidlni derivace v bodé [0, 0] uréime pomoci definice. Tedy

0) — £(0.0 200 0
£0,0) = i 28O =SO0) s =0 0
x—0 :L‘—O x—0 €T x—0

a podobné uréime f,(0,0) = 0. Obé parcialni derivace existuji a jsou rovny
0. Aby tato funkce byla diferencovatelna v bodé [0, 0], musi platit vztah (4.1)
z definice 4.1. Tudiz by v nasem piipadé muselo platit, ze

, f(h, k) — £(0,0) — (0h + OF) . h%k
lim = lim ———=0
[h.k]—[0,0] Vh?+ k2 [h.k1—=[0,0] (h? 4 k2)2

Limitu budeme fesit prevodem do polérnich souradnic. Tedy h = r cos p,
k=rsingp a

. rPcos?psing _ 5 y .
lim ————— = lim cos” psin ¢ = cos“psin p.

r—0+ r3 r—0+
Zjistili jsme, ze vysledek zavisi na uhlu ¢, tedy dana limita viibec neexistuje.

Proto funkce f neni v bodé [0, 0] diferencovatelna.
Z existence parcidlnich derivaci funkce v bodé [zg, yo] neplyne diferenco-

vatelnost funkce. Pridame-li vsak predpoklad spojitosti parcidlnich derivaci,
diferencovatelnost funkce dostavame, viz nasledujici véta.

Véta 4.5. Ma-li funkce f v bodé P = [xg,y0] spojité parcidlni derivace
pruniho rddu, pak je v tomto bode diferencovatelnd.

Poznamka 4.6. Spojitost parcidlnich derivaci je pouze postacujici nikoli
nutnou podminkou pro existenci diferencialu.

Déle z existence parcidlnich derivaci funkce v bodé [z, yo] neplyne ani
spojitost funkce.

Piiklad 4.7. Funkce definovana predpisem

1 pro x=0neboy=0,
0 pro jinak

f(x,y)z{

mé& v bodé [0,0] obé prvni parcidlni derivace. Zavedeme si pomocné funkce
p(x) = f(z,0) =1 av(y) = f(0,y) = 1. Spocteme jejich derivace v bodé
[0, 0]. Jelikoz obé tyto funkce jsou konstantni, jejich derivace je rovna nule

nejen v bodé [0, 0]. Tedy f,(0,0) = x/(0) =0, f,(0,0) = 2/(0) = 0. V piikladu
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2.36 (kapitola Limita a spojitost) jsme si ukézali, ze funkce f je v bodeé [0, 0]
nespojité, nebot v tomto bodé neexistuje limita.

Diferencovatelnost funkce je vlastnosti, kterd spojitost zaruci.

Véta 4.8. Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé P = [z, yo|, pak je v tomto
bodé spojita.

Dukaz. Funkce f je diferencovatelnd v bodé P = [z, o], tedy z definice
mame

i — = I = 0.
[h7k]1g?070] f(xo + h,yo + k) — f(z0,v0) [h,k}lﬂom Ah + Bk + pr(h, k) =0

7, cehoz plyne

[h,klligfop] f(xo+h,yo + k) = f(0, %),

tedy spojitost funkce f v bodé P. o

Poznamka 4.9. Opak této véty neplati, tj. je-li funkce f spojitd, nemusi
byt diferencovatelna. Uvazujme opét priklad

Fag) = | Fm P00 £(0,0)
| 0 pro [l’,y]: .

Z pozndamky 4.4 vime, ze dana funkce f neni v bodé [0, 0] diferencovatelna.
Avsak v prikladu 2.34 (kapitola Limita a spojitost) jsme si ukazali, ze funkce
f je v bodeé [0, 0] spojité.

Poznamka 4.10. Diferencidl lze vyuzit k pribliznému vypoctu funkcénich
hodnot

f(x,y) = f(wo,90) + df (20, y0)(h, k). (4.3)

Geometricky vyznam diferencialu

Necht funkce z = f(x,y) je diferencovatelnd v bodé P = [zg, yo]. Z existence
diferencialu v bodé P vyplyva, ze parcialni derivace v bodé P existuji. Z ge-
ometrického vyznamu parcialnich derivaci vime, ze f,(P), f,(P) predstavuji
smérnice tecen t; a ty sestrojenych v bodé T' = [xg,yo, f(zo,yo)] k Fezum
plochy z = f(z,y) rovinou y = yg, resp. x = z.

Uréime rovnici teéné roviny. Rovina v R? o rovnici 2 = Az + By + C se
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nazyva teénou rovinou ke grafu funkce z = f(x,y) v bodé T' = [z, yo, 20|,
kde zo = f(xo,y0), jestlize

flz,y) — Az — By - C .
[z,y]—[z0,y0] \/(,I' —_ I0)2 —+ (y — yO)Q

Nyni ukazeme, ze rovina urcena témito teCnami t;, t5 je tecnou rovinou ke
grafu funkce z = f(z,y) v bodé T = [z, o, f(x0, Yo)]-

Prochdzi-li te¢nd rovina bodem 7', pak bod 7" musi vyhovovat rovnici roviny,
tj. f(zo,y0) = Axg+ Byo +C, takze C = f(xo,y0) — Axo — Byo a po dosazeni
do rovnice roviny mame

z = Ax+ By+C = Ax + By + f(x0,y0) — Axg — By
= A(r —x0) + B(y — yo) + f (20, %0)

Tato rovina je te¢nou rovinou, jestlize existuje totdlni diferencidl v bodé
P = [z0, 0], tj. podle véty 4.3 je A = f,(P), B = f,(P). Tetna rovina ke
grafu funkce z = f(x,y) v bodé T = [xo, Yo, f(x0, yo)] je pak urcena rovnici

z— 20 = fo(w0,0)(x — 20) + fy(z0,0) (¥ — ¥0)-

Primka kolma k te¢né roviné plochy v jejim bodé dotyku 7T se nazyva normad-
la plochy, normaila ke grafu funkce z = f(z,y). Jeji smérovy vektor je urcen
normalovym vektorem tecné roviny, tj. (= f.(zo, yo), — fz (%0, ¥0), 1).

Porovndme-li rovnici tetné roviny v bodé T = [z, yo, 20] ke grafu funkce
z = f(z,y) se vzorcem pro totalni diferencidl v bodé P = [xg, yo|, vidime, Ze

2z — 29 = df(zo,y0)( — o,y — Yo)-

To znamend, Ze hodnota diferencidlu funkce z = f(x,y) v bodé P je rovna
prirtustku tfeti soufadnice, tj. z — 2g, te¢né roviny k plose o rovnici z = f(x,y)
v bodé T pii prechodu z bodu P = [zg, yo] do bodu X = [z¢ + h,yo + k], viz
obrazek 13.

Véta 4.11. Tecnd rovina plochy z = f(x,y) v bodé T = [xo,yo, f(To,yo)]
existuje pravé tehdy, kdyz je funkce f diferencovatelnd v bodé P = [xq, yol.
Rowvnice tecné roviny v bodé T je ddna vztahem

z— 20 = fa(To,90) (@ — 20) + fy(z0,50) (¥ — Yo)- (4.4)
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Obrazek 13: Diferencial funkce

Véta 4.12. Normdla n ke grafu funkce z = f(x,y) v bodé T je urcena
parametrickymsi rovnicemi

n:x = x9— fu(zo,Y0)t,
y = Yo— fy(xo,y0)t, (4.5)
z = zp+t,
kde t € R.
Priklady
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Priklad 4.13. Provéite diferencovatelnost funkee f(z,y) = 222 + 3zy — 52
v bodé P = [1,—1] a naleznéte jeji totalni diferencidl v bodé P.

Reseni. Definién{ obor zadané funkce je Df = R2. Vyuzijeme vétu 4.5, kterd
fika, ze spojité parcialni derivace funkce f v bodé P zarucuji diferencova-
telnost funkce f v bodé P. Spocteme prvni parcidlni derivace funkce f a
dosadime bod P, tj.

fu(x,y) = 4x + 3y, fy(z,y) = 3z — 10y,
fz(l’ _1) - 17 fy(l, —1) =13.

Tyto funkce jsou spojité na celém definicnim oboru Df, tedy i v bodé P.
Funkce f je diferencovatelna v bodé P.

Nalezneme totalni diferencidl funkce f v bodé P. Podle vzorce (4.2) dosta-
neme

df(1,=1)(h, k) = fo(1,—=1)h+ f,(1,—1)k = h + 13k.

Dalsi moznosti zapisu jsou
df(1,—1)(dz,dy) = dz + 13dy,
df(l,-)(z—-1L,y+1)=(x—1)+13(y+1) =z + 13y + 12.

Piiklad 4.14. Urcete totalni diferencial funkce f(x,y) = % v bodé

P =[-2,2] pro h=0,03 a k =0,01.

Reseni. Funkce f je definovand pro  # 0 a y # 0, tedy definiéni obor je
Df = {[z,y] € R*;z # 0,y # 0}. Spoc¢teme prvni parcidlni derivace funkce
f:
22 4y 22 4 g2
fl‘('xay): ) fy(x7y>:_ .Ty2 .

Protoze derivace jsou na Df spojité, totalni diferencial existuje.

Jelikoz f,(—2,2) =1, f,(—2,2) = 1, dosazenim do vzorce (4.2) dostavame

x2y

df(—2,2)(0,03,0,01) = f,(—2,2)0,03 + f,(—2,2)0,01 = 0,03 + 0,01 = 0,04.

Priklad 4.15. Urcete totdlni diferencidl funkce f(z,y) = In(143) v obecném
bodé.

Reseni. Funkce f je definovana pro 1+ § = %“y > (. Tedy defini¢ni obor je
Df ={[x,y) eR*(y > —x Ay >0)V(y < —x Ay < 0)}. Spocteme prvni
parcialni derivace funkce f:

1 1 1 1 -z —x
2

o\, Y) = z o ) ,Y) = z TR
fo(z,y) vy a4y fy(z,y) T+ P g




Derivace jsou na Df spojité, totalni diferencial existuje. Dosazenim do vzorce
(4.2) dostavame

1 T

df(x;y)<hv k) = fx(:c,y)thfy(:c,y)k - x—l—yh_ a:y—l—ka'

Piiklad 4.16. Pomoci totalniho diferencidlu ptiblizné vypoctéte 0,982 -e%13.

Reseni. Oznacme f(x,y) = z%e¥. Mame urcit £(0,98,0,13). Zvolme bod
[0, y0] = [1,0] a spocteme diference h = z — 1 = —0,02, k =y — 0 = 0,13.
Podle vztahu (4.3) plati

£(0,98,0,13) = £(1,0) + df(1,0)(—0,02,0,13).
Ze vztahu (4.2) dostaneme
df(z,y)(h, k) = 2zeYh + 22k,

df(1,0)(—0,02,0,13) =2 (-0,02) + 1 - 0,13 = 0,09.
Celkoveé tedy

0,982 - &% = £(0,98,0,13) = £(1,0) + df(1,0) = 1+ 0,09 = 1,09.

Pro porovnéni hodnota spoctena na kalkulétoru je £(0,98,0,13) = 1,093 73. . ..
Priklad 4.17. Urcete rovnici te¢né roviny a normaly ke grafu funkce
flz,y) = /a2 +y?> vbode T = [4,-3,7].

Reseni. Dopocteme tieti soufadnici bodu T: zo = f(xo, %) = f(4, —3) = 5.
Spocteme parcidlni derivace prvniho fadu v bodé P = [4, —3], tj.

x 4 Y 3
T P e — = -, P = —— = ——.
fa(P) Va2l 5 $ulP) V2?3 b

Ze spojitosti parcidlnich derivaci v bodé P = [4, —3] plyne existence totalniho
diferencidlu v tomto bodé a tudiz i existence tecné roviny. Rovnici tec¢ny
ziskdme dosazenim do vzorce (4.4), tj.

4 3 4 3
5= (-4 —2(y+3 > — 2y —2=0.
z 5(96 ) 5(y+ );&596 Py 2

Normala ke grafu funkce f ma dle vzorce (4.5) parametrické vyjadireni

4 3
x=4——t =—-3+-=1 =5+1
n:x 5b Y +5, z + t,
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kde t € R.

Nyni se budeme zabyvat pojmem diferencialu funkce n-proménnych. Tedy
rozsitime definici diferencidlu funkci dvou proménnych.

Definice 4.18. Rekneme, 7e funkce f : R — R definovana v okoli bodu
¥ = [z7,...,2;] € R je v tomto bodé diferencovatelnd, jestlize existuje
A= (A, ..., A,) € R takové, ze pro h = (hy,...,h,) € R™ dostatetné
malé plati

fla™+h) = f(z") = (A h)

lim =0, (4.6)
e I
kde ||h]] = \/hi+ ...+ h2 a (A h) = > Ah; je skaldrni soucin v R™
Linedrni funkci df(z*)(h) = (A, h) nazyvame totdlnim diferencidlem

funkce f v bodé z*.

Obdoba véty 4.5 a véty 4.8 plati i pro diferencial funkci n proménnych.
Z toho odvodime, ze f, (z*) = A; proi =1,...,n. Pak je totalni diferencil
v bodé z* dén vyrazem

df(z")(h) = fo (@")h1 + fo, (7)o + -+ + fo, (27) Do (4.7)
Priklad 4.19. Urcete diferencidl funkce f(x,y, z) = (va)% v obecném bodé.

Reseni. Funkce f je definovana pro z # 0 a zy > 0. Tedy definiéni obor je
Df = {[r,y,2] € R xy > 0,z # 0}. Parcialni derivace prvnfho fadu
(zy)= (wy)+ In(zy)

(QSZ?JI) , fy(zy,2) = o fox,y,2)=— =2

1

w =

fa:(x’ Y, Z) =

jsou spojité na Df. Totélni diferencidl existuje. Dosadime do vzorce (4.7) a
dostaneme

df(x,y,z)(hl, h2> h3) = fx(x,y,z)hl + fy(xvyaz)hQ + fz(at,y,z)hg =
(zy)* Byt (zy)* hy — (zy)* In(xy) he.

zx 2y 22
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4.2 Diferencialy vyssich rada

Nyni se budeme zabyvat diferencialy vyssich radu pro funkce vice proménnych.
Pripomenme, ze m-ty diferencial funkce jedné proménné v bodé x( se znaci
d™f(zo)h a plati d™ f(zo)h = f™(xo)h™, kde h je piirustek. Existence dife-
rencialu m-tého radu je ekvivalentni existenci m-té derivace funkce f v bodé
ZIg-.

Podrobny postup odvozeni diferencialu m-tého radu funkei n proménnych
naleznete v [11]. Zde pro jednoduchost uvedeme jen vysledek, ktery nejprve
zformulujeme pro funkci dvou proménnych.

Definice 4.20. Necht funkce f : R*? — R m4 v n&jakém okoli bodu [z, yo]
parcialni derivace az do fadu m, které jsou v tomto bodé spojité. Totalnim
diferencidlem m-tého Fadu funkce f v bodé [z, yo] rozumime homogenni
funkci m-tého stupné

d™ f(zo, yo)(h, k) = Z (T) Wy{"—j(%’ Yo )W K™ (4.8)
=0

Pomoci vztahu (4.8) si zapiseme totalni diferencidly m-tého fadu pro
m=1,23.
Pro m = 1 je vzorec d™f totozny se vztahem (4.2), tj. vzorec pro totalni
diferencial

df(zo,y0)(h, k) = fu(x0,y0)h + fy(z0, y0)k.

Pro m = 2 dostaneme totalni diferencidl druhého fadu

de(xm Yo)(h, k) = frz(0, yo)h2 + 2f:ty(a707 Yo)hk + fyy(xm yo)kZ-

Pro m = 3 dostaneme totalni diferencidl tietiho rédu

d3f(ﬂ70» yO)(h7 k) =
= fmmx($07 yO)h3 + '?)fxacy(IOa y0>h2k + Sfacyy(xm yO)hk2 + fyyy(xm y(])kg-

Pozndmka 4.21. Ve snadnéjsim zapamatovéani vztahu (4.8) ndm pomuze
rozvoj mocniny dvojélenu (a+b)™ podle binomické véty a formalni umocnéni
d™f pséno nasledovne d” f(xg, yo)(h, k) = (a%h + a% )™ f (20, Y0)-

Prom = 2 je (a+b)? = a® + 2ab+ b*. Nyn{ formalné umocnime (%h—i— a%k)Q
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a roznasobime f. Tedy

0

a 2
& o m) 0F) = (5 5k) Foon) =

A% , 00 9\2 2
= (%) f (o, y0)h +2%a—yf($o,yo)hk+ (8_y) f(zo, o)k~ =
0 f 0 f 02 f
= @(%7 yo)h? + 26x—8y(x0’ Yo)hk + a—yg(ﬁo, yo) k.

Poznamka 4.22. Pro ptipad n proménnych je diferencial m-tého fadu ho-
mogenni funkce n proménnych h = (hq, ..., hy,)

m! o f , ,
d™ f(z*)(h) = —— —(z*)hd" .. B,
jﬁ,;ﬁ:m gl gnl Oz Ozl

Tento vztah lze formalné zapsat nasledovneé

0 0 "
d"f(z*)h) = =—h1+ ...+ =—h, "), 4.9
F ) = (ot + ot gt ) ) (1.9)
pricemz po normalnim umocnéni nahradime souciny (%)jz f(x*) cleny
g%z{(x*), i=1,...,n.

Piiklad 4.23. V obecném bodé urcete totalni diferencial druhého radu
funkce f(z,y) = In /22 + y2.

Reseni. Definicn{ obor funkce f je Df = R?\ {0,0}. Funkce f mé na Df
spojité parcialni derivace druhého fadu, z ¢ehoz plyne existence diferencialu.
Vypocitame parcialni derivace druhého radu

T —x? + 92 —2xy
folz,y) = ma fua(,y) = m, fay(2,y) = ma
2 _ 2
Y =Y
fy(z,y) = o fyy(,y) = @t
Parcidlni derivace druhého fadu dosadime do vzorce (4.8) a dostdvame
—a® 4y (=2)zy v’ —y?
d? h, k)= h? 42 hk + ——— S K”.
fla,y)(h, k) (22 + 2)?2 T (22 + y2)2 T (22 + y2)2

Piiklad 4.24. V bodé [-2,1,0] urcete totalni diferencidl druhého fadu
funkce f(z,y,2) = 2*(y> + e77).
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Reseni. Definién{ obor funkce f je Df = R3. Budeme potfebovat parcidlni
derivace druhého tadu. A jelikoz jsou na Df spojité, nezavisi na poradi de-
rivovani.

fo(@,y,2) = 22(y® +e7%), for(@,y,2) = 2(y° + e7%),
facy(l‘: Y, 2) - 6=Ty27
fuz(x,y,2) = —2w€™7,

fo(z,y, 2) = 3222, fou (2,9, 2) = 622y,
fyz(xvyu Z) =Y,

[z, y, 2) = —2%e 7, for(z,y,2) = 2%e77

farﬂﬁ(_?alvo) :47 fxy<_271a
Fou(—2,1,0) = 2 2,1

Dosadime do vzorce (4.9) pro diferencial druhého fadu a dostavame
de(_27 17 0)(h17 h27 h?)) - f:m:(_Qa 17 O)h% + fyy(_2a 17 O)hg + fzz<_27 1a O)h§+

+2fuy(=2,1,0)h1hy + 2f0.(—2,1,0)h1hs + 2f,.(—2,1,0)hohy =
= 4h} + 24h3 + 4h3 — 24h1hy + 8hyhs.

4.3 Kmenové funkce

Je dana dvojice funkci dvou proménnych P(x,y) a Q(x,y). Polozme si otazku,
kdy vyraz P(z,y)dz + Q(x,y)dy je totdlnim diferencidlem néjaké funkce, tj.
kdy existuje funkce f(x,y) takova, ze df(x,y) = P(z,y)dz + Q(z,y)dy.
Funkce f(x,y) se pak nazyva kmenovd funkce.

Véta 4.25. Necht funkce P(x,y) a Q(x,y) maji spojité parcidlni derivace
na jednoduse souvislé oblasti M C R%. Pak vijraz

P(z,y)dz + Q(z,y)dy

je totalnim diferencidlem néjaké funkce na mnoziné M prave tehdy, kdyz
plat
Py(x>y) = Qz(xvy) pTO kaZdé [:E,y] E M
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Piiklad 4.26. Rozhodnéte, zda viraz (2zIny + 5y)dz + (2 + 5z + 3)dy
je totdlnim diferencidlem néjaké funkce. Pokud ano, urcete tuto (kmenovou)
funkei.

Reseni. Pifklad budeme fesit pro y > 0. Nejprve ovéifme, zda je zadany
vyraz opravdu diferencidlem. Oznac¢ime P(x,y) = 2xlny + 5y a Q(x,y) =

22 L , . .
- 4 bz + 3. Podle véty 4.25 musi platit, ze Py(z,y) = Qu(z,y). Spocteme
parcialni derivace

2x 2x

a dostaneme, ze P,(z,y) = Q.(x,y). Zadany vyraz je tedy diferencidlem jisté
kmenové funkce f. Déle plati

flz,y) = /(Qxlny + 5y)de = 2* Iny + 5zy + p(y),

kde ¢(y) je integracni konstantou, nebot jeji derivace podle z je nulové.
Derivovanim funkce f podle proménné y a dosazenim do vztahu f, = Q

dostavame ) )

x x
fy:§+5x+¢'(y)=?+5x+3,

odtud mame, ze ¢'(y) = 3, tedy ¢(y) = 3y + c. Spocetli jsme, ze zadany
vyraz je diferencidlem funkce

f(z,y) =2*Iny + 52y +3y+c, c€R.
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4.4 Krokovany priiklad

Priklad. Urcete totalni diferencidl tfetiho radu funkce f(z,y) = %—I—\/@ v bodé
[0, yo] = [-1,1].

Reseni.

Vypocteme nejprve vSechny parcidlni derivace az do fadu tii.

Parcialni derivace podle x

fx(%y) : fm(%y) : f:vy(xay) :
foaa(m,y) =Tl foay(a,y) =Tl foyy(z,y) =T
Parcidlni derivace podle y
vy) =Pl fule,y=__T foe(z,y) = 2|
fow@y) =Bl fyely) =Bl frlz,y)=[__T
Potrebné parcidlni derivace v bodé [—1,1]
fzxx<_171) :7 fxzy(_lal) :
fa:yy - fyyy( ) = ~
Totdlni diferencidl tretiho tddu v bodé [—1,1]

d3f(—1, 1) - fxxx(_17 1)h3+3facxy(_1a 1)h2k+3.f:cyy(_1a 1)hk'2+fyyy(_1, 1)k3

= BIn* +3[_PBIn* + 3[_Plnk® + [ TJ&*.
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4.5 Taylortv polynom

Na zavér kapitoly si budeme definovat Tayloruv polynom pro funkce dvou
a vice proménnych. Tayloruv polynom se pouziva k ptibliznému vypoctu
funkénich hodnot funkce f : R — R v okoli bodu z* € R"™. Taylorova véta
udavé velikost chyby, které se dopustime pii aproximaci funkce Taylorovym
polynomem.

Pro funkce dvou proménnych plati nasledujici véta.

Véta 4.27. (Taylorova) Necht funkce f: R* — R md v néjakém okoli O(P)
bodu P = [xg,y0] spojité parcidlni derivace tadu m + 1, m € N. Pak pro
kazdy bod [x,y] z tohoto okoli O(P) plati

f(z,y) = Tn(z,y) + Ru(z,9), (4.10)

kde

Tn(r,y) = f(20, %) +% (%(%J/o)h + %(%JJOVO +

0x? 0x 0y 0y?
o f —
+ m' Z < )al‘m ]a J(ZEo,yo)h ]]{7] (411)

2 2 2
T (‘9 oy yo)h? + 22 (o, o)k + ﬂ(xo,yo)kZ) i

(wo + 6h , Yo + 9k’)hm+1 Jk'J

1 T /me1\ omt!
Ry(z,y) = ( )a /

(m+1)! - T =i dyi

ak‘deh:x—xo,k:y—yo,HG(O,l).

Poznamka 4.28.

1. Vzorec (4.10) se nazyva Tayloruv vzorec fadu m, polynom T,,, Tayloruv
polynom tadu m a R,, zbytek v Taylorové vzorci.

2. Pomoci diferencialu zapiseme Tayloruv polynom (4.11) takto

Tm<x7 y) = f(x()?y()) + %df(x()ayO)(h‘a k) + %dzf(x(]?yO)(hv k) +

+... 4 %dmf(ffg,yo)(h, k) =
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.To,yo h l{), (412)

Ms
Nl}_|

i=0
kde d°f(x0,y0) = f(w0,40), a zbytek Ry, (z,y) takto

1

T ot Ohyo + OR) (). (4.13)

Ry(z,y) =

3. Tayloruv vzorec pak lze zapsat pomoci diferencidlu nasledovné

m

Fo) = 32 0 a0) o) o™ a6 08 . ),
tedy
Fom) = 3 5 d F o) k) + Ruly). (414)
i=0

Piiklad 4.29. V bodé [2, —1] najdéte Tayloruv vzorec druhého fadu funkce
fl,y) = 2%y + 9.
Reseni. Podle (4.14) bude platit

£(,) = £, 1)+ A2 =1(h ) + 3812, ~1)(b, ) + Rola, ),

kdeh=x—2k=y+1aRy(x,y) = 5d*f(240h, —1+0k)(h, k). Oznacéime
v=2+60hapu=—-1+0k.

Funkce f mé spojité parcidlni derivace az do tretitho fadu v libovolném bodé
R2, tedy nezavisi na potadi derivovani.

fo(,y) = 32y, foa(,y) = 62y, faza(,y) = 6y,
fy(z,y) = 2° + 3¢°, fyy(x,y) = 6y, Fyyy(,y) =6,
fry(a% y) = 33727 fwxy(xa y) = 6,
fxyy(xv y) =0.
Po dosazeni bodu [2, —1] vyjde
fy(—Q, 1) =11, fyy(—2, 1) = —0, fxy(—Q, 1) = 12.

Diferencialy potifebné k sestaveni Taylorova polynomu druhého fadu (4.12)
maji tvar:

Af(2, —1)(h, k) = fo(2, —=Dh + f,(2, =1k = —12(z — 2) + 11(y + 1),
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f(2,-1)(hk) = fou(2,=1)R* +2f0, (2, —1)hk + f,, (2, —1)k* =
= —12(x —2)? +24(z — 2)(y + 1) — 6(y + 1)*

Tayloruv polynom je
1
T2<x7y) = f(27 _1) + df(27 —1)(513' - 2>y + 1) + §d2f(27 —1)(.1' - 2,?/ + 1) =

=—9-12(x —2)+11(y+1) —6(x —2)* +12(x — 2)(y + 1) — 3(y + 1)

Abychom vyjadrili Tayloruv zbytek podle vzorce (4.13), potfebujeme dife-
rencial tretiho tadu, tj.

& f(v, p)(h, k) = 6ph® + 3(6v)h*k + 6k>.
Pak
Ro(z,y) = %de(V, p)(x—=2,y+1) = ple—2)° +3v(z —2)*(y+1) + (y +1)°.
Celkové pro funkci f(z,y) dostavame

f($7y> = TQ(xvy)+R2(x7y):
= —9-12(z—2)+11(y+1)—6(z —2)2 +12(z — 2)(y + 1) —
— 3y + 1D +pulz—2P°+3v(@ -2y + 1)+ (y+1)>

Priklad 4.30. Najdéte Tayloruv polynom druhého radu se stiedem v bodé
siny

[ill'o, yU] = [%7 %] pro funkci f(:r;,y) = Sine
Reseni. Podle vzorce (4.11) bude platit

e = 1592 G a G0

b b (5 D)Wy (5T 0kt S (5T 12

Vypocitame parcialni derivace do druhého fadu. Jelikoz vSechny vypoctené

derivace budou v bodé [7, 7] spojité, nebude zdviset na poradi derivovéni.
cos zsiny siny(1 + cos? )
fx(xay) = - ) ) fxx(xay) = - 3 ’
sin” sin®
cosy COS T COS Y
A — T x7 = -
fy(@,v) sinz’ foy () sin? z
sin y
T,y) = — .
fyy( ,Y) sin
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Po dosazeni za h a k do vzorce (4.

1
new - 1594 (G0

1) mame

D) D6

+ ~~

+ %f G5 mGHE-3) -5
S ACHIGHE
V2 V2 ™ V2 ™2 V2 ™\ 2
o L R ) IR (R
\/§ 2 2 \/§ \/§ ™ 5vV2 2 \/5 \/§
= T@ - - Ty (14 ) -G oSy

Piiklad 4.31. Pomoci Taylorova polynomu druhého tadu ptiblizné vypocteé-
te 0,982 - %13, Vysledek porovnejte s hodnotou ziskanou pomoci diferencidlu
z ptikladu 4.16.

Reseni. Pouzijeme Taylortiv polynom druhého stupné Ty(z,y) = f(z,y).
Zvolime funkci f(z,y) = 2 - ¥, bod [z, yo] = [1,0] a spocteme diference
h = —0,02, k = 0,13. Nejdiive spocteme pozadované parcialni derivace funkce
flx,y) = 2% e¥, tj.

fo(z,y) =22, foo(z,y) = 2¢, fxy(xay> = 2z¢’,
fy<x7y) = ‘IQeyv fyy(l'ay) = x2ey'
Taylorav polynom ze vzorce (4.11) po dosazeni za h a k je
1
Tyw,y) = f0,0)+ £(L0) 1)+ f,(L0)(y — 0)+ 3 fual1,0)(x — 1 +
1
+ fay(1,0)( = 1)y = 0) + 5 (1, 0)(y — 0)* =
= 1+2z—-1)+y+(z—-1)>*+2z -1y +v~
Odtud

0,982 - %13 =14 2(—0,02) + 0,13 + (—0,02)® + 2(—0,02)0,13 + 0,13%> =
=1—0,04 + 0,13 + 0,0004 — 0,0052 + 0,0169 = 1,1021.

Pro porovnani hodnota vypoctend pomoci diferencialu je f(0,98,0,13) = 1,09
(viz piiklad 4.16).

Na zaver kapitoly si zavedeme Tayloruv polynom pro obecny ptipad
funkce n proménnych.
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Véta 4.32. Necht funkce [ : R® — R md v néjakém okoli O(x*) bodu

x* = [xF,...,x}] spojité parcidlni derivace rddu m + 1, m € N. Pak pro

libovolné dostatecéné malé h = x — x* existuje 6 € (0,1) takové, Ze plati

Flt+h) = F@) S f )R+ o) (h) +

oot %dmf(x*)(h) + Ro(z), (4.15)
kde ]
Roa) = gy 0" + 00D (4.16)

Poznamka 4.33. Vyraz (4.15) nazyvame Tayloruv vzorec fadu m nebo
také Taylorova formule. Hodnota R,,(z) ze vztahu (4.16) se nazyva Tayloruv
zbytek. Polynom

T(z) = f(a*) + %df(x*)(h) + %de(x*)(h) ot %dmf(x*)(h), (4.17)

se nazyva Tayloriv polynom m-tého tadu funkce f v bodé x*. V ptipadé, ze
z* =10,...,0], mluvime o vzorci (4.15) jako o Maclaurinové vzorci.

Priklad 4.34. Pro funkci f(x,vy, 2) = 22(y*+e~*) najdéte Tayloriav polynom
druhého tédu se stiedem [zg, yo, 20] = [—2, 1, 0].

Reseni. Defini¢ni obor funkee f je Df = R*. Podle vzorce (4.17) bude platit
1 1
TQ(xaya Z) = f(_27 1a O) + ﬁdf(_2v 1a O)(h) + Ede(_27 17 O)(h)’

kde h = (hy, ho,h3) a hy = x + 2, hy = y — 1, hg = z. Budeme potiebovat
parcialni derivace do druhého tadu. A jelikoz jsou na Df spojité, nezavisi
na potadi derivovani. Parcidlni derivace prvniho i druhého fadu pro funkci
f jiz byly spocteny v prikladu 4.24 a také byl spocten diferencidl druhého
rfadu. Tyto vypocty nyni pouzijeme pii dosazovani do vzorcu jednotlivych
diferencialu. Tedy iferencidly potiebné k sestaveni Taylorova polynomu maji
tvar:

d’f(=2,1,0)(h) = f(-2,1,0) =8,
df(—=2,1,0)(h) = —8hy + 12hy — 4hs,
d?f(=2,1,0)(h) = 4h? + 24h2 + 4h2 — 24h1hy + Shyhs.
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Spoctené diferencidly dosadime do vztahu pro Taylortuv polynom a dostavame

1
TQ(IL‘,Z% Z) = 8 + ﬂ[—8h1 —I— 12h2 — 4h3] —f-
1

* g

[4h? + 24h3 + 4h3 — 24h,hg + 8hyhg)].
Po dosazeni za hy, ho a hs mame
1
Ty(z,y,2) = 8+ F[—S(x +2)+12(y — 1) — 4z] +
!
+ A+ 224 24(y — 1)2 4+ 42 — 24(x + 2)(y — 1) +
+ 8(x+2)z] =
= 207 +12¢% + 22% — 120y + 4oz + 120 — 36y + 42 + 24.
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4.6 Krokovany priklad

Priklad. Urcete Tayloruv polynom tietiho stupné se sttedem [z, yo] = [—1, 1]
pro funkei f(x,y) = % + /Y-
Resent.

Vypocteme nejprve vSechny potiebné parcialni derivace.
Parcialni derivace podle x

vy) =Pl fuly)=[__T foy(z,y) = 2|

fa:xz X ?/ _ fmxy(l‘ ?/) 7 fxyy($7y) == _

Parcidlni derivace podle y

Y) : fyy<17’y) =L [ fyx(xay) =L [

fo(@,y) =B fpe(e,y) =Pl fraule,y) =T

Taylorova véta se stiedem v bodé [—1,1]

Ts(z,y) = f(=L 1) + fo(=1L, Dz + 1) + f,(-1, )y — 1) +

+%[fm(—1, D@ + 1%+ 2fo (=1, D (@ + 1y — 1) + fry (=1, 1)y — 1] +

gl fore (=1 )+ 1P 4 By + 1)y — 1) +
+3fzyy<_1> D(z+1)(y — 1)2 + fyyy<_1> 1)(y — 1)3]

Ty(w,y)=[_Bl’+ [ Bly’ -~ [_Pla® -

- Bly- [ Ble+ [ Bly- [T
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4.7 leohy k samostatnému reSeni a kontrolni otazky
Cviceni 4.1. Pomoci totalniho diferencidlu priblizné vypoctéte /3,01 - 0,99.

Cviceni 4.2. Rozhodnéte, zda je funkce f(z,y) = 2 + ycosx diferencova-
telnd v bodé [7, 1].

Cviceni 4.3. Urcete totalni diferencial funkce f(x,y) = xyIn(x+y) v obec-
ném bodé.

Cviceni 4.4. Urcete totalni diferencial funkce f(z,y) = % v bodeé
[0, 0].

Cviceni 4.5. V bodé [—2, 3] urcete tecnou rovinu a normélu ke grafu funkce
flw,y) = we?r 2.

Cviceni 4.6. Na grafu funkce f(z,y) = /1 — 22 — y? najdéte bod, v némz
je tetna rovina rovnobézna s rovinou p : 12z + 3y — z = 0. Urcete rovnici
normaly v tomto bodé.

Cviéeni 4.7. Urcete totalnf diferencial druhého fadu funkce f(z,y) = z(*+¥)
v bodé [1,1].

Cviceni 4.8. V bodé [—4, 7, 0] urcete totalni diferencidl tietiho fddu funkce

f(z,y,z) = 2% siny arctg z.

Cviceni 4.9. Zjistéte, zda dany vyraz (y — S‘g#)dx + (x4 % + 1)dy je
totalnim diferencidlem néjaké funkce. Pokud ano, urcete ji.

Cviceni 4.10. Urcete Tayloruv polynom druhého radu se sttedem v bodé
: _ l—x+y

[—1, 1] pro funkci f(z,y) =1In e

Otazka 4.1. Jak se definuje totdlni diferencial funkce dvou proménnych a

jaky je jeho geometricky vyznam?

Otazka 4.2. Jak hledame tecnou rovinu a normalu ke grafu funkce dvou
proménnych?

Otazka 4.3. Jak definujeme diferencidl m-tého fadu pro funckce t¥{ promén-
nych?

Otazka 4.4. Co je to kmenové funkce?
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Otazka 4.5. Porovnejte totalni diferencial funkce jedné proménné s totalnim
diferencialem funkce dvou proménnych z hlediska jejich geometrického vyzna-
mu.

Otazka 4.6. Co je to Tayloruv vzorec?

Otazka 4.7. Co je to Tayloruv polynom?

4.8 Vysledky iloh k samostatnému reSeni

Cviceni 4.1. %g pro bod [zg, 0] = [3, 1]

Cviceni 4.2. funkce je diferencovatelna

(z+y)y In(z+y)+ay h+ (zty)zIn(z+y)+zy k

Cviceni 4.3. pawy pawy

Cviceni 4.4. df(z,y)(h,k)=h—k

Cviceni 4.5. tecnd rovina bx +4y+ 2z = 0; normala x = —2+5¢t, y = 3+4t,
z2=—-2+4+t kdeteR

Cviceni 4.6. P = [\;%, \/%]

Cviceni 4.7. d%f(1,1)(h, k) = 4h? + 2hk

Cviceni 4.8. d*f(—4,%,0)(h1, ho, h3) = —1h3 + 2 In* 2hThy — 2 h3hs
Cviceni 4.9. f(x,y) =yxr + % +y+c kdeceR

Cviéenf 4.10. Ty(z,y) = 322 + 292+ Way — Yy — 2y — 24 In3
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4.9 Kontrolni test
Diferencial

1. Pomoci totalniho diferencidlu vypoctéte (s presnosti na dvé desetinna
mista) 4,21°-0,85° =[]
2. Pomoci Taylorova polynomu druhého stupné vypoctéte (s presnosti na

dvé desetinnd mista) 4,212 -0,85% = |

3. Urcete totaln{ diferencial funkce f(x,y) = In(sin(zy?)) v obecném bodeé.

(a) df(z,y)(h. k) = ytg(z®y)h — vy tg(a®y)k
(b) df(z,y)(h. k) = y* tg(y*2)h + 22y tg(y°r)k
(c) df(z,y)(h, k) = ysin(y*x)h — zy cos(x®y)k
(d) df(z,y)(h, k) = 2% cos(y?x)h + 2zy teg(y?x)k

4. Uréete tecnou rovinu a normélu ke grafu funkce f(x,y) = cos(2z + 3y)
v bodeé [Z

557

(a) Te¢na rovina m4 rovnici
[122+3y—2z—3r=0 [13z+2y+2-5=0
[]-22-3y—2+1=0 [(]-3z—2y—2—-1=0

(b) Normaéla mé rovnici
|:|:17———|—3t y=%,2=1+t¢ sz%—Bt,yzg—Qt,z:l—t
[Je=2-2ty=2-3t,z2=t [Jo=T+42y=2+3t2=t
(c) Tteti soufadnice bodu 7' mé hodnotu
[]1 [1-1
[Jo ]2
5. Urcete Tayloruv polynom tfetiho réadu se stredem v bodé [0, 1] pro funkci
flz,y) = e Iny?.

(a) Ts(z,y) =2 —3(y—1) =2y — 1) +3z(y — 1)* + 2* + (y — 1)
(b) Ty(z,y) = 3z — 22% + 3x(y — 1)* + (y — 1)°

(¢) Ts(z,y) =3(y—1) = 3(y—1)* +32°(y — 1) + (y — 1)?

(d) Ty(z,y) =x—5(y—1) =32 (y — 1) + 2+ (y — 1)°

6. Urcete totdlni diferencidl druhého fadu funkce f(z,y,2) = “¥ v bodé
1,2,3].
(d) ( 3)(h1, hg, hg) = lh% - %hghg + 5]'L2 4h1h3
(b) d?f(1,2,3)(h1, ha, hs) = §hi+ $h3 — $h3 — 2hohs + Zhiho + 5 h1h3
(C) ( 3)(h1, hg, h3) = Qh% — %hghg + 3h1h2 9h1h3
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(d) d2f(1, 2, 3)<h1, hg, h3) == %h% + %hth - %hlhg, - ghghg,

7. Rozhodnéte, zda dany vyraz (% —cosy)dx + (493 Inx + zsiny + 5)dy je
totalnim diferencidlem néjaké funkcee.
(a) (a) ano (b) ne
(b) Pokud ano, funkce je
(a) f(z,y) =y*+1Inz —ysinz + 5y + ¢
(b) f(z,y) =y*Inz —ysinz — 5z + ¢
(¢) flz,y) =y*Inx — zcosy + b5y + ¢
(d) f(z,y) =vy*Inz —ycosx — bxr + ¢
8. Rozhodnéte, zda nasledujici véta plati:

Je-li funkee f : R? — R spojitd v bodé [z, 0], pak je v tomto bodé
diferencovatelna.
(a) ano, véta plati (b) ne, véta neplati
9. Rozhodnéte, zda nasledujici véta plati:

Funkce f : R?> — R ma spojité parcidlni derivace v bodé [z, yo] prave
tehdy, kdyz je v tomto bodé diferencovatelna.
(a) ano, véta plati (b) ne, véta neplati

10. Rozhodnéte, zda nasledujici véta plati:
Ma-li funkce f v daném bodé totalni diferencial, pak jsou v tomto bodé
prvni parcidlni derivace funkce f spojité.

(a) ano, véta plati (b) ne, véta neplati

| Konec testu | |Oprava testul

Pocet spravné zodpovézenych otdzek: | |

Procento dspésnosti: | |

Zobrazeni spravného vysledku: | |
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5 Parcialni derivace slozenych funkci

Klicova slova. Slozena funkce, vnitini slozka, vnéjsi slozka.

5.1 Pravidla pro derivovani slozenych funkci

Nejdiive bychom radi pripomnéli pravidlo pro derivaci slozené funkce jedné
proménné. Jsou-li ddny funkce y = f(x) a x = g(t), pricemz f a g jsou
diferencovatelné, muzeme proménnou y chépat jako funkci proménné ¢, kdy
zavislost je zprostredkovand prostiednictvim funkci f a g. Vztah pro derivaci
proménné y v zavislosti na t muzeme psat ve tvaru

dy dy dx

At dz dt
Podoba pravidla pro derivaci slozené funkce vice proménnych je analogii
vyse uvedeného vztahu. Diive nez jej zformulujeme, uvedeme definici slozené
funkce vice proménnych pro ptipad, kdy vSechny slozky slozené funkce jsou
funkcemi dvou proménnych.

Definice 5.1. Necht jsou funkce u = g(z,y) a v = h(z,y) definovany
na mnoziné ) C R? pficemZ mnozina vSech pifslusnych bodu [u,v] lezd
v mnoziné I' C R? na které je definovana funkce 2 = f(u,v). Pak je na
mnoziné €2 definovana funkce

z=F(z,y) = f(9(z,y), h(z,y)),

kterou nazyvame slozenou funkci. Funkce g, h nazyvame jejimi vnitfnimi
slozkami a funkci f jeji vnéjsi slozkou.

Piiklad 5.2. Uvazujme funkci z = cos(z + y) + sin(z — y).

Tuto funkci muzeme chapat jako slozenou funkeci, jejiz vnirni slozky jsou
funkce u = g(z,y) = x+y av = h(z,y) = x —y. Vnéjsi slozkou je pak funkce
z = f(u,v) = cosu + sinv. Definitnim oborem vsech slozek je prostor R?.
Ovsem v ptipadé vnitinich slozek uvazujeme tuto mnozinu v proménnych z,
y, kdezto v ptipadé vnéjsich slozky v proménnych u a v.

Poznamka 5.3. Podobné jako pro funkce dvou proménnych muzeme defi-
novat predpisem

w = F(x,y,z) = f(gl(xvya 2)792<x7y7 z),gg(x,y,z))
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slozenou funkci tii proménnych, pficemz jejimi vnittnimi slozkami jsou funkce
ur = q1(x,y, 2), us = ga2(x,y, 2) a ug = gs(x,y, z) a vnéjsi slozkou je funkce
w = f(uy,us,uz). Obecné je pak predpisem

z2=F(x1,29...,2,) = f(g1(T1, T, Tp), G2(T1, Toeery Tp)y ovey G (X1, Toeeny X))

definovana slozena funkce n proménnych, jejimiz vnitinimi slozkami jsou
funkce uy = gp(z1, 29...,7,), 1 < k < m a vnéjsi slozkou je funkce m pro-
meénnych z = f(uy, ug, ..., Up,).

Jestlize se nyni dostdavame k otdzce formulovat vztah pro derivovani
slozené funkce vice proménnych, je zapotiebi si uvédomit, ze jeho tvar bude
ziejmé zaviset na tom, kolik proménnych maji vnitini a vnéjsi slozky slozené
funkce. Neni tedy mozné hovorit o jednom konkrétnim vztahu, ale o vice
vztazich, které budou ovsem mit analogickou strukturu. Nejprve formulu-
jeme pravidlo pro derivaci slozené funkce vice proménnych pro piipad, kdy

v~

Véta 5.4. Necht funkce u = g(x,y) a v = h(z,y) maji parcidlni derivace
proniho Tdadu na oteviené mnoziné Q a funkce z = f(u,v) je diferencova-
telnd v kaZdém bodé otevrené mnoziny I'. Potom za predpokladu uvedenijch
v predchazejici definici ma slozend funkce z = F(x,y) = f(g(x,y), k(z,y))
na mnoziné ) parcialni derivace proniho radu a plati vztahy

0z 0z0u 0z0v 0z 0z0u 0z0v

oz ouor ovor “ 9y oudy  owdy

Dikaz. Dokézeme pouze platnost prvniho vztahu, protoze je ziejmé, ze
druhy vztah by se dokazoval zcela obdobnym zpusobem. Zacneme tim, ze
prirustek Az funkce z = f(u,v) vyjadiime ve tvaru

Az = f(u+pi,v+p2) — f(u,v),

kde pq, p2 jsou prirustky proménnych u, v. Je uzitetné si nyni uvédomit, ze
proménna z je prostiednictvim funkei u a v zavisla na proménnych x a y.
Proto muzeme prirustky pq, po uvazovat jako funkce proménnych x a y a psat
je ve tvaru

p=gx+q,y) —g(z,y), p2 = h(xz+ q,y) — h(z,y),

kde ¢ je prirustek proménné x (pfirustek proménné y nyni neuvazujeme,
protoze dokazujeme vztah pro derivaci slozené funkce podle proménné x).
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Z definice diferencovatelnosti funkce f plyne existence funkce 7(py, p2) spl-
nujici podminku lim 7(py, p2) = 0 pro (p1,p2) — (0,0) takové, ze

flu+pr,v+p2) — f(u,v) = fu-p1+ fo ~p2+7(p1,p2)\/pf+p%.

Pti limitnim ptrechodu pro ¢ — 0 dostavame

N\ _
tim 2% = £ 1im 9 +q,y) — g(z,y)
q—0 ¢ q—0

Mz +q,y) = h(z,y)

+ f, lim +
q—0

1 1
+1,13‘)57(p1’p2) p%ﬂ?%:fu~gm+fv-hx+(1151(1)57(p1,p2)\/p?+p%-

Zbyva ukazat, ze posledni limita je nulova. Pro ¢ # 0 mame

Vit i ISgnq\/<g(I+q’y) _g(x’y))2+ <h(l’+q,y) —h(x,y)>2_
q

q q

Nulovost uvazované limity nyni vyplyva ze vztahu

hm\/(g(xﬂz,y)—g(x,y)>zJr (h(x+q,y) —h@ay))Q: JE T,

q—0 q q
lim 7(py, = lim  7(p, =0
o (p1,p2) (o103 (0.0) (p1,p2)
a z toho, ze vyraz sgn q je ohraniceny. o

Poznamka 5.5. Jsou-li funkce g, h zavislé pouze na jednom argumentu, pak
je slozend funkce z = F(z,y) = f(g(x), h(x)) funkei proménné z. V dusledku
toho prejdou ve vztahu pro vypocet derivace této slozené funkce parcialni
derivace 2, 94 2v y ghycejné derivace, takze obdrzime vztah

9z’ 9z’ Oz
dz B 8zdu+azdv
dz  Oudx Ovdz’

Piiklad 5.6. Vypoctéte derivaci slozené funkce z = uv?+u?v, kde u = sin z,
U = COS .
Reseni. Podle pozndmky 5.5 dostdvéame vyuzitim uvedeného vztahu

dz Ozdu 0z @

q. T 4o 3. - = (v? . 2\ (@ _
1z aUdm+8vdx (v° + 2uv) - cosz + (2uv + u?) - (—sinx)
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= cos®x 4+ 2cos? rsinx — 2sin? x cos z — sin® 7.

Obdrzeny vysledek je mozné jesté dédle upravit. Tyto upravy vsak jiz po-
nechavame na ctenéfi.

Priklad 5.7. Vypoctéte parcidlni derivace slozené funkce z = e"sin v, kde
u = zy?, v = 22y, podle proménnych z a y.
Reseni. Pfi vypoctu vyuzijeme vztahy dané vétou 5.4, piicemz dostavame

0: _0:0u  0:00
or Oudr Ovox

= e"sinv -y +e“cosv - 2wy

= yZeg”y2 sin(z?y) + 2acye3‘“y2 cos(z?y),

%_%@+%@—eusinv 2xy + e cosv - 2
oy oudy " ovoy Y

= 2zye™” sin(2%y) + 2%V cos(z%y).

Na zaver odstavce pojednavajictho o parcidlnich derivacich slozené funkce
uvedeme obecny tvar pravidla pro jejich vypocet. Pravidlo formulujeme pro
slozenou funkci, jejiz vnéjsi slozka ma m proménnych a kazda jeji vnitini
slozka je funkci n proménnych. Budeme vychézet z oznaceni, které jsme
zavedli v poznamce 5.3. Dukaz pftislusnych vztahu by byl jen technicky

N

Véta 5.8. Necht jsou funkce uy = g1(x1, .0y Tn)yeo st = G (X1, vy Tny)
spojité diferencovatelné na oblasti Q0 a funkce z = f(uq,...,uy) je spojité
diferencovatelnd na oblasti I'. Potom je sloZend funkce

z2=F(x1,..,x,) = f(g1(x1, ., Tn), ooy G (X1, o, T0))

na oblasti ) spojité diferencovatelnd a pro jeji parcidlni derivace podle jed-
notlivych promeénnych plati vztahy

0z 0z duy n 0z 8u2+ +ﬁ8um
Ox;  Ouy Ox;  Oug O, Oy, Ox;

pro vsechna j = 1,....n.

Piiklad 5.9. Napiste vztahy pro parcidlni derivace funkce z = f(u, v, z,y),
kde u = gl(s7t)7 U= gZ(Sat)a T = gB(Sat)7 Y= g4(8,t).
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Reseni. Jednd se o specidlni pifpad véty 5.8, kdy m = 4, n = 2, pricem?
r1 = s, 9 = t. Dostavame tedy vztahy

0: _0:0u 0200 0:00 020y
ds Ouds Ovds 0Oxrds 0Oyds
0z 0z0u 0z0v 0z0x 0z0y
S m o bt e
ot OJudt Oovdt 0Oxot Oyot

Priklad 5.10. Vypoctéte parcidlni derivace funkce w = zy 4+ xz + yz,
kde x =s+t,y=s—1t, 2 = st.

Reseni. Piihlédneme-li ke struktuie vztahi, vidime, Ze proménnd w je funkef
proménnych s a t prostiednictvim proménnych z, y a z. Vidime tedy, ze bu-
deme nejdiive derivovat podle kazdé ze tii , zprostfedkovavajicich“ promeén-
nych a nasledné pak vzdy podle jedné ze dvou nezavislych proménnych.
Dostavame tedy

Ow Owdr Jwdy Owdz

g—%as+a—yas-I—&%:(y—l—z)-l—{—(m—l—z)-l—l—(z—i—y)-t:

=s—t+st+s+t+st+2st=2s2t+ 1),
ow Owdx Owdy Owidz
E—%E—f—a—ya‘l'&a—(y+z)-1+($+Z>-(—1)+($+y)-8—

=s5—t+st—s—t—st+25 =2(s>—1).

Poznamka 5.11. Ve vsech piikladech, které jsme v této kapitole uvedli,
byla zndma vnéjsi slozka slozené funkce. V takovém piipadé je mozné ziskat
vysledek pfimym derivovanim, jestlize do vnéjsi slozky dosadime prislusné
vnitini slozky. V predchazejicim prikladu jsme tedy mohli psat

w=(s+1t)(s—t)+ (s+t)st+ (s —t)st =s* —t> + 25°t.

Odtud ihned vidime, ze

0 0
a—f:2s+4st:2s(1+2t), 8—2::—2t+252:2(52—t).

Vnéjsi slozka ale znamé byt nemusi a pak uz se bez pouziti pravidel pro
derivovani slozenych funkci neobejdeme. Odvozené vztahy maji siroké vyuziti
napf. pii feSeni rovnic z oblasti matematické fyziky. Zde se casto muzeme
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setkat s rovnicemi, ve kterych se vyskytuji parcidlni derivace neznamé funkce.
Resenfm téchto tzv. parcidlnich diferencidlnich rovnic je néjaké funkce dvou,
pripadné vice proménnych. Obvykle je vSak nutné vyuzivat pii hledani feseni
téchto rovnic transformaci, které umoznuji prevést feSenou rovnici na tvar
vhodnéjsi pro jeji dalsi studium. Pravé pti téchto transformacich se vyuzivéa
vzorcu pro derivovani slozenych funkci. Nasledujici ptiklad je jednoduchou
ukazkou takového postupu.

Piiklad 5.12. Transformujte rovnici z f,(z,y) + yf,(z,y) = 0 do poldrnich
soutadnic x = rcos ¢, y = rsin ¢ za predpokladu spojitosti parcidlnich deri-
vaci prvniho fadu funkce f.

Reseni. Mame
z = F(r,¢) = f(rcos¢,rsing).
Podle vztahu uvedenych ve vété 5.4 plati

0z 0z0x 0z0y

E_£§+8y8 = fycos¢ + f,sin ¢,
0z 0z0xr 0z0y
0_(;5 8$3¢+8y8¢ —farsing + f,rcos¢.

Vynéasobime-li prvni rovnici vyrazem r cos ¢ a druhou vyrazem sin ¢, dosta-
neme

0
2% cos ¢ = furcos® ¢ + f,rsin¢cos ¢,

or
0z
8¢ sing = — fyrsin® ¢ + fyrsin¢cos ¢
a po odecteni druhé rovnice od prvni vyjde
%rcosgzﬁ — 8gb smgb far.

Analogicky pak po vynasobeni prvni rovnice vyrazem r sin ¢ a druhé vyrazem
cos ¢ a jejich nasledném secteni ziskame

%7‘ ing + — 0z
or > 96

Vysledky, které jsme obdrzeli, ndm umoznuji transformovat vyraz z f,(x, y)+
yfy(x,y) do polarnich soufadnic. Dostavame

cos ¢ = f,r.

vfo(@,y) +yfy(2,y) = reosfo(r,y) +rsindfy(z,y) =
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0z 0z 0z 0z 0z
zcosgb(grcosgb— 8¢Sln¢> +Smgb<—rsm¢—|—a¢cosgb) :TE'

Zadana rovnice ma tedy v polarnich souradnicich tvar

az

o =0.

5.2 Ijlohy k samostatnému reSeni a kontrolni otazky

Cviceni 5.1. Uvazujte funkci z = e cos(s%t) jako slozenou funkei a uréete
jeji vnitini slozky a vnéjsi slozku.

Cviceni 5.2. Uvazujte funkci z = t?arctg(t*se’) jako slozenou funkci a
urcete jeji vnitini slozky a vnéjsi slozku.

dz

Cviceni 5.3. Pomoci vzorcu pro derivaci slozené funkce vypoctéte 7,

jestlize z = x? + y* z =t y = t3.

dw

Cviceni 5.4. Pomoci vzorci pro derivaci slozené funkce vypoctéte 7,

jestlize w = sin(z +y) +cos(y + 2), x =, y =1, 2 = VL.

Cviceni 5.5. Pomoci vzorcu pro derivaci slozené funkce vypoctéte %, %,

jestlize z = 22 — y%, ¥ = scost, y = tsin s.

Cviceni 5.6. Pomoci vzorcu pro derivaci slozené funkce vypoctéte %, %,

jestlize z = we¥ + ye®, x = st, y = s/t.

Cviceni 5.7. Pomoci vzorcu pro derivaci slozené funkce vypoctéte %—f, %—qf

a g—zj, jestliie w = 1‘2 +y2 + 2’2’ T = ssint, Y= USiHS, ~ = tsinu.

Cviceni 5.8. Pomoci vzorcu pro derivaci slozené funkce vypoctéte 88—1:, %—1;’,
jestlize w = sinayz, v = s%r, y =r?s, z =r — s.

Cviceni 5.9. Pomoci vzorcu pro derivaci slozené funkce vypoctéte %—1;’,
jestlize w = e™ + e** 4 €Y%, x = scost, y = ssint, z = e*.

Cviceni 5.10. Necht z = f(z,y) je diferencovatelna funkce. Vyjadrete vyraz
(&)2+ (gz) v poldrnich souradnicich.
Otazka 5.1. Jak je definovan pojem slozend funkce?

Otazka 5.2. Je rozklad funkce na vnéjsi a vnitini slozky dén jednoznacné?
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Otazka 5.3. Na cem zavisi struktura vztahu pro vypocet parcialni derivace
slozené funkce?

Otazka 5.4. Formulujte pro procviceni ruzné verze pravidla ve vété 5.8 na
zakladé konkrétné zvolenych hodnot m a n.

Otazka 5.5. Zamyslete se nad zpusobem vypoctu parcialnich derivaci vyssich
radu pro slozené funkce.

5.3 Vysledky tuloh k samostatnému reseni

Cviceni 5.1. Vnitinimi slozkami dané funkce jsou funkce x = st? a y = s%t.
Vnéjsi slozkou je funkce z = e* cos y.

Cviceni 5.2. Vnitinimi slozkami dané funkce jsou funkce z = t* a y = se’.
Vngjsi slozkou je funkce z = x arctg(zy).

Cviceni 5.3. § = 2t°(4t” + 3).
Cvigeni 5.4. 42 = cos(e! +t)(e! + 1) — sin(t + VI)(1 +1/2v).

Cviceni 5.5. 2 = 2scos?t + t?sin(2s), £ = s*sin(2t) — tsin(2s).

% , 2
Cvigeni 5.6. 22 = te*/! + S, %2 = ge¥/t — 53¢,

Cvi€eni 5.7. %2 = 2ssin®¢ + t?sin(2s), & = s?sin(2t) + 2t sin’ v,

92 — 12 5in(2u) + 2usin’ s.

= (4s3r® — 3s%r?%) cos(s*r3(r — s)),

Cviceni 5.8. (‘;7—1:
S0 = (3s%r" — 4s°r%) cos(s*r? (r — s)).

Cviceni 5.9. 2% = —(ye™ + ze") sin t + (ze™ + 2e¥*) cos t + (ve™ + ze™*)te™.

Cvieni 5.10. (752)* + (%),
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5.4 Kontrolni test

Start testu | Parcialni derivace sloZenych funkci
jako slozenou funkci, muzeme

1. Uvazujeme-li funkci f(z,y) = r3s3t +
jejl slozky psat ve tvaru

t3

[ ]vnejsi slozka w = 2%y + yz,
vnitini slozky = = rst, y = s/t, z = 1/rt
[ ]vnejst slozka w = 2%y + y22,
vnitini slozky = = rst, y = rs/t, z = 1/rst
[]vnejsi slozka w = zy + y22,
vnitini slozky = =rs, y =rs/t, z = 1/st
2. Je-li ddno z = In(zy) a = t*, y = </t + 2 pak je derivace dz/dt déna

vztahem
4 1
D el 3(t+2)
D 4 1
t+2
D 4
t+2 3(t+2)2/3

3. Je-li ddno w = 2® +y> + 2% a x = cost, y = sint, z = t, pak je derivace
dw/dt ddana vztahem

[]2t
[]3t
[13t/2

4. Je-li ddno z = (22 +y?)%? ax = e !sins, y = e~* cos s, pak jsou parcidlni

derivace g‘j % dany vztahy

[ —3x(2® + y»)%e tsins — 3y(2? + y?)/%e " cos s,
3r(z? 4+ y?)2e tsins — 3y(z? 4+ y2)/2e cos s
[ —3x(2® + y?*)/2e* cos s — 3y(2® + y?)/%e ! sin s,
3x(x? +y?)2e cos s — 3y(z? 4 y?)/2e ! sin s
[ —3x(2® + y?)/2e ! sin s — 3y(2? + y?)/%e " cos s,
3r(x? +y*) 2t cos s — 3y(z? + y?)2e ! sin s

5. Je-li funkce w = f(z,y, z) diferencovatelnd a x = z(r, s,t), y = y(r, s, ),
z = z(r,s,t), pak je parcidlni derivace %—f dana vztahem

ow __ dw dw ow dw ow dw

Js Bz 85+8y 8s+8z s

dw __ Ow oz Ow Oy dw 9z
Js Ds 8s+ Ds 85+ Ds s
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ow __ Ow Iz Ow Oy ow 9z
9s 8xé95+ 8y83+ 0z s

6. Je-li ddno w = €*™¥* a x = st, y = rt a z = rs, pak jsou parcidlnf

derivace %—’f, %—fg a %—‘S”dény vztahy

%_1;} — (7“ 4 t)e(st—&—rt—&—rs)’ %_1;} — (8 + t)e(st—l—rt—&—rs)’ %_1;1 — (7,. + S)e(st—i-rt—i-rs)

%_1;1 — (S + t)e(stJrrtJrrs)7 %_1;) — (T + t)e(st+rt+rs)7 (96_1: — (T + 8)e(st+rt+rs)
D %_1;) — (8 _|_t)e(st+rt+rs)’ %_1;) — (T + S)e(st—&-rt—i—’/‘s), (96_15 — (T’ + t)e(st—l—’rt—i—rs)

7. Je-li funkce w = f(x,y,z) diferencovatelnd a x = rsingcost, y =
rsin¢siny a z = rcos ¢, pak je jedna z parcidlnich derivaci 8—77{’, g—;‘j a g—:z
dana vztahem
5. Sin @ cos + , Sin@sing — G2 cos ¢

6wrcos¢cosw+ TCOS(bsmw—i— Sorsin ¢

[]- rsmqﬁsmw—i- Tsmgbcosw

8. Necht je funkce z = f(z,y) diferencovatelnd, x = e“cosv, y = e“sinv.

Jestlize vyjadifme vyraz (42)? + (gz) v soutadnicich v a v dostaneme

o™ (57 + (3"
Dei% 3u (g_) ]
L1(5)°+ e‘2"<§§>2
9. Necht f je diferencovatelné funkce tif proménnych, piicemz méame ddno

w = f(z— y y ,z — x). Rozhodnéte o tom, zda funkce w splauje

rovnici 8“’ e 8— =0

0z
[ ]ano
[ne
10. Vyska valce roste rychlosti 2 centimetry za minutu, zatimco jeho polomér

klesa rychlosti 0.5 centimetru za minutu. Je objem vélce rostouci veli¢ina
v okamziku, kdy je vysoky 10 cm a mé prumeér 12cm?

[ ]ano
[Ine

| Konec testu | [Oprava testu|

Pocet spravné zodpovézenych otdzek: |

Procento dspésnosti: | |
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6 Derivace v daném smeéru

Klicova slova. Smérova derivace, gradient.

Na tuvod pripomenme, ze parcialni derivace funkce dvou proménnych
podle proménné z, resp. y jsou dany vztahy

lim f(xo + h,yo) — f(z0,0) resp. lim f(xo,yo +h) — f(ifo,yo).
h—0 h h—0 h

Vime jiz, ze tyto limity predstavuji smérnice jistych tecen. Sklon téchto tecen
nam naznacuje, jak rychle se hodnoty dané funkce méni v dostatecné blizkosti
bodu [xg, yo]. Je ale zapotiebi mit na paméti, Ze parcialni derivace nam tuto
informaci podavaji, jen pokud se z bodu [zg, 3] pohybujeme po piimce ve
sméru jedné ze souradnicovych os. O chovani funkce pti pohybu po jinych
piimkach jdoucich bodem [z, yo] nemédme tedy zaddné informace. Chceme-
li obdobné informace ziskat také o rychlosti zmény funkénich hodnot pri
pohybu libovolnym smérem, je zapotiebi zvolit obecnéjsi pristup nez ten, se
kterym jsme pii definici parcidlnich derivaci vystacili. Za timto tcelem se
zavadi pojem smérova derivace (derivace v daném sméru)

6.1 Smeérové derivace a gradient

Definice 6.1. Necht je funkce f(z,y) definovana na oblasti Q, ve které lezi
bod [z, yo], a necht @ = (u1, us). Jestlize existuje limita tvaru

Iim fxo + huy, yo + hug) — f(x0, yo)
h—0 h ’

nazyvame ji smérovou derivaci funkce f(z,y) ve sméru vektoru @ v bodé
(20, yo] & znacime ji
fa(zo, vo)-

Pozndmka 6.2. Parcidlni derivace funkce f(z,y) podle proménnych x
a y jsou specidlnimi pripady pojmu smérova derivace, kdy vektor « mé
soufadnice (1,0) pro f, a (0,1) pro f,.

V pripadé, ze chceme dat geometrickou interpretaci pojmu smérova derivace,
je nutné si nejdiive uvédomit, ze délka vektoru @ ma vliv na hodnotu smérové
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derivace. Lze totiz ukazat, ze existuje-li v daném bodé smérova derivace fz,
pak pro libovolné ¢ € R existuje v tomto bodé také f.; a plati f.z = cfz.
Abychom uréili smérnici piimky dotykajici se v bodé [z, yo] grafu funkce,
ktera lezi v roviné kolmé k roviné xy obsahujici piimku prochazejici bodem
[0, yo] ve sméru daného vektoru @, musime brat v ivahu pouze vektor jed-
notkové délky. Geometricky vyznam smérové derivace ilustruje obrazek 14.

Z A
7z=f(x,y)
‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ tgy=FfXo,yo)
----------------- -
______ s /——/‘y >
Xo u=(u,,1,)

Obréazek 14: Derivace ve sméru — geometricka interpretace

Obdobnym zpusobem je mozné definovat pojem smérové derivace pro

funkei tif a vice proménnych v bodé [z}, 25, ..., 2], tj. jako limitu tvaru
lim f@y + huy, x5 + hug, ... xf + huy,) — f(af, x5, ... xk) _
h—0 h
= fa(x}, x5, ..., 7)), kde o= (u,uz...,uy,).

Nyni se budeme zabyvat otdzkou vypoctu smeérovych derivaci. Muzeme
samoziejmé vyjit ptimo z definice.

Priklad 6.3. Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(x,y) = zy? ve sméru
vektoru @ = (2, 3) v bodeé [4, —1].

Reseni. Dosazenim do definice a néslednym vyuzitim ’'Hospitalova pravidla
dostavame
f(4+2h,—1+3h) — f(4,-1)

f(2,3) (47 —1) = }ILE% h =
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2h +4)(3h — 1)2 — 4
:]llirr(l)( ht )(3;; ) = lim 2(3h — 1)* + 6(2h + 4)(3h — 1) = —22.

Za predpokladu, ze funkce f je diferencovatelnd v bodé [xg, yo|, muzeme
odvodit pro vypocet smérovych derivaci vztah, ktery nevyzaduje vyuziti de-
finice. Postaci nam znalost parcidlnich derivaci prvniho fadu v bodé [z, yo|.
Muzeme uvazovat nasledovneé: funkce f je diferencovatelnd v bodé [z, yo],
prave kdyz existuje tecnd rovina ke grafu funkce f v bodé [xg, yo, f(x0, yo)]-
Smérové derivace jsou smérnicemi jednotlivych tecen, které vSechny lezi v tec-
né roviné a prochdzeji bodem [xg, yo, f(x0, yo)]. Mezi témito tecnami hraji
zvlastni ulohu dvé z nich. Jednd se o tecny, jejichz smérnice vystupuji jako
koeficienty v rovnici tecné roviny, tj. jsou parcidlnimi derivacemi funkce
f v bodeé [xg, yo]. Uvédomime-li si, ze libovolny vektor (u, us) muzeme vyjé-
drit jako linearni kombinaci vektoru (1,0) a (0,1), muzeme vyslovit nasledujici
domnénku: mohla by byt vysledna hodnota smérové derivace ve sméru vek-
toru (uy,us) v bodé [xg, yo| ziskédna jako vhodn4 linearni kombinace hodnot
parcidlnich derivaci v tomto bodeé (tj. smérovych derivaci ve smérech vektoru
(1,0) a (0,1))? Nésledujici véta ukazuje, ze tomu tak skutecné je.

Véta 6.4. Je-li funkce f(x,y) diferencovatelnd v bodé |xg,yo], pak md v
tomto bodé smérovou derivaci ve sméru libovolného vektoru i = (uy,us) a
plati vztah

fa(wo,90) = fe(wo, yo)ur + fy (w0, yo)us.

Dukaz. Oznac¢me
g(h) = f(zo + huy, yo + hus).

Pro funkci g takto vyjadirenou dostavame

g(h) — g(0) ~ im f(xo + huy, yo + hug) — f(xo, yo)

9/(0> = lim h = fa(zo,yo)-

h—0 h h—0

Pro funkci g plati
g(h) = f(z,y),  kde x=uxo+hu,y=yo+ hus.

Jestlize nyni vypocteme podle pravidla o derivovani slozené funkce derivaci
funkce g, obdrzime
_dg Ofdx  Ofdy
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a pro h = 0 dostavame

9'(0) = fu(wo, yo)ur + fy (0, yo)us.
Porovnanim vysledku, které jsme obdrzeli pro hodnotu derivace funkce g

v bodé 0, je tvrzeni dokazano. o

Priklad 6.5. Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(x,y) = 22 + zy + 42,
v bodé [2, 1] ve sméru vektoru @ = (1, 1).

Reseni. Podle véty 6.4 stacf vypocitat parcialni derivace funkce f(z,v)
v daném bodé. Mame tedy

fo=2z+y, tj. fo(2,1)=5 a  f,=2y+z 1t f,(2,1) =4
Celkoveé tedy dostavame

fi(2,1)=5-14+4-1=09.

Piiklad 6.6. Vypoctéte smérovou derivaci funkee f(z,y) = sinx + cosy,
v bodé [r/2,0] ve sméru jednotkového vektoru daného thlem 7 /4.

Reseni. Nejdiive je zapotiebi si uvédomit, ze smérovy vektor mé souradnice
cos(m/4),sin(mw/4). Jestlize dale vypocteme

fao(m/2,0) =0 a fy(7/2,0) =0,
vyplyva odsud, ze rovnéz hledana hodnota smérové derivace je nulova.

Povsimnéme si nyni znovu zépisu smeérové derivace funkce v daném bodé
[0, yo]. Je ddn vztahem, ktery muzeme vyjadrit jako skaldrni sou¢in dvou
vektoru

fa(xo,y0) = fe(To,yo)u1 + fy(%,?/o)uz = (fm(x07y07fy(x07y0)) - (u, ug).

Prvni z vektoru, jehoz slozky jsou parcidlni derivace funkce f, se v mate-
matice nevyskytuje pouze ve spojitosti se smérovymi derivacemi, ale lze se
s nim setkat v fadé dalsich pripadu. Jeho casty vyskyt vedl k tomu, Ze tento
vektor ma své oznaceni i nazev, s nimz nés seznamuje nasledujici definice.
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Definice 6.7. Necht je funkce f(x,y) diferencovatelnd v bodé [zg, yo]. Gra-
dientem funkce f(z,y) v bodé [xg, o] nazyvame vektor, jehoz soufadnicemi
jsou parcialni derivace fce f v tomto bodé a znacime jej

V f(xo,v0) = (fa(z0, Yo, fy(zo, o))

Poznamka 6.8. Symbol V, ktery jsme pouzili pro oznaceni gradientu,
se nazyva Hamiltonuv operator nebo také nabla operator. V literature se
kromé toho pro gradient funkce f v bodé [xg,yo] Casto pouzivd oznaceni

grad f(zo, yo)-
Priklad 6.9. Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(x,y) = 2% + zy + 92,
v bodé [2, 1] ve sméru jejiho gradientu.

Reseni. Na zdkladé predchézejich vysledki vime, ze
V£2,1)=(f(2,1), f,(2,1)) = (5,4).
Celkoveé tedy dostavame

feren(2,1)=5-5+4-4=41.

Véta, kterou nyni zformulujeme, udava jednu ze zajimavych vlastnosti
gradientu. Pokud jde o smérové derivace funkce v bodé [xg, o], pozname-
nali jsme uz, ze jejich hodnota ukazuje, jak rychle se méni hodnoty funkce,
pohybujeme-li se v definiécnim oboru funkce v daném sméru. V této souvis-
losti prirozené vyvstava tato otdzka: Ve sméru kterého z vektoru se hodnoty
funkce méni nejrychleji? Ukazuje se, ze timto vektorem je pravé gradient.

Véta 6.10. Predpokldadejme, Ze funkce f je v bodé [xo,yo] diferencovatelnd a
plati’ ¥V f (o, y0) # (0,0). Pak je hodnota smérové derivace funkce f ve sméru
vektoru o stejné nenulové délce maximdlni pro vektor, kteryy md stejny smér
jako gradient.

Dtikaz. Na zdkladé vztahu pro smérovou derivaci muzeme psét

fa(zo,y0) = V (2o, y0) - @ = ||V f(x0,y0)]| - || - cos ¢,
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kde ¢ je uhel, ktery mezi sebou sviraji vektory V f(xo,y0) a 4. Z uvedeného
vyjadreni vyplyva, ze obdrzeny vyraz je pii vektorech stejné nenulové délky
maximélni v piipadé, ze ¢ = 0. To neznamend nic jiného, nez ze gradient a
vektor ¥ maji stejny smer. o

Poznamka 6.11. Pro funkce tii a vice proménnych je zavedeni pojmu
gradient zcela analogické. Za predpokladu diferencovatelnosti funkce f v bodé

[x3, 23, ..., 2%] jim rozumime vektor tvaru
* * * * * * * * *
V(] xs, ..o xr) = (fo, (], 25, cosxn ) oo fo, (2,25, .., 20).
Snadno lze také nahlédnout, ze vétu 6.10 je mozné zformulovat pro funkce
n proménnych pouhou zdménou bodu [z, yo] za bod [z}, 25, ..., xf] a gradi-

entu V f(zo,y0) za Vf(zf, x5, ..., 2%).

n

Poznamka 6.12. Predpoklddame-li, ze gradient funkce f je ruzny od nu-
lového vektoru, je hodnota smérové derivace ve sméru gradientu je kladna.
Gradient tedy udava smeér, ve kterém funkce f nejrychleji roste. Z dukazu
véty 6.10 je rovnéz vidét, ze pokud uvazujeme jen vektory o délce 1, je ma-
ximdalni hodnota smérové derivace rovna ||V f(zo,yo)||. Naopak, ve sméru
vektoru, ktery ma opacny smér jako gradient, je hodnota smérové derivace
zaporna. Déle pak je minimalni mezi vSemi vektory stejné nenulové délky,
pricemz pro jednotkové vektory je toto minimum rovno —||V f(xq, yo)||.

Skutecnost nejrychlejsiho narustu funkce f ve sméru gradientu si trpce
uvédomil snad kazdy, kdo byl nékdy na turistickém pochodu a cekalo jej
zdolani prudkého kopce. Jestlize turisticka znacka na mapé prochazi prak-
ticky kolmo vrstevnicemi daného kopce, pak mate jistotu, ze jdete ve sméru
nejprudsiho stoupani, tj. ve sméru gradientu. Jestli bude ¢tenaii tato na-
bytéa znalost pii zdolavani kopcu utéchou, nevime, ale muze byt uzitecna pii
planovani trasy.

6.2 Ulohy k samostatnému Feseni a kontrolni otazky

Cvigeni 6.1. Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(z,y) = (zy+1)? v bodé
[3,2] ve sméru vektoru @ = (2/v/5,1/V/5).

Cviceni 6.2. Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(z,y) = arctg(¥) v bodé
[2, —2] ve sméru vektoru @ = (1, —3).
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Cviceni 6.3. Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(z,y) = sinzcosy
v bodé [r/3, —27/3] ve sméru vektoru @ = (4, 3).

Cviceni 6.4. Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(x,y) = xe¥+ye” v bodé
[0, 0] ve sméru jednotkového vektoru daného tihlem 27/3.

Cviceni 6.5. Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(z,y) = xlny v bodé
[5, 1] ve sméru jednotkového vektoru daného ihlem —m /6.

Cvigeni 6.6. Vypoctéte gradient funkce f(x,y) = e * %" v bodé [0, 0].
Cviceni 6.7. Vypoctéte gradient funkce f(z,y) = yIn(x/y) v bodeé [2, 1].

Cviceni 6.8. V bodé [0,0,0] vypoctéte gradient funkce dané vztahem
f(z,y,2) = e"siny + e¥sin z + e*sin .

Cviceni 6.9. Vypoctéte maximélni hodnotu smérové derivace funkce dané
vztahem f(z,y) = 2% — Txy + 4y* v bodé [1, —1], uvazujeme-li vektory

o délce 1.

Cviceni 6.10. Vypoctéte maximalni hodnotu smérové derivace funkce dané

vztahem f(z,y) = 2* — y*> — siny v bodé [1,7/2], uvazujeme-li vektory

o délce 1.
Otazka 6.1. Jak je definovana smérova derivace funkce n proménnych?

Otazka 6.2. Vysvétlete, jak je mozné smérové derivace interpretovat geo-
metricky:.

Otazka 6.3. Plyne z existence parcidlnich derivaci v daném bodé ve vsech
smérech spojitost funkce v tomto bodé?

Otazka 6.4. Definujte pojem gradient funkce pro funkci n proménnych.

Otéazka 6.5. Pokuste se vymyslet (popf. vyhledat) néjakou redlnou, napf.
fyzikalni aplikaci, kterd vyuziva pojem gradient.

Otazka 6.6. Zduvodnéte, pro¢ pro smérovou derivaci plati znama pravidla
pro derivovani souctu, rozdilu, sou¢inu a podilu funkci (tedy napt. (f+g)z =
= fz + gz atd.). Zformulujte analogii véty 3.6 pro smérové derivace.

Otazka 6.7. Ktery vektor udava smeér, v némz funkce nejrychleji klesa?
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Otdzka 6.8. Necht jsou dany linedrné nezéavislé vektory @ = (uy,usp), v =
(v1,v9). Uved'te pifklad funkce dvou proménnych, kterd ma derivaci ve sméru
daného vektoru u, ale nemé derivaci ve sméru vektoru v.

Otazka 6.9. Muzeme vyuzit gradient pti vypoctu smérové derivace funkce?

Otazka 6.10. Jakd je hodnota smérové derivace vypoctené ve sméru vek-
toru, ktery je kolmy ke gradientu?

6.3 Vysledky tloh k samostatnému reseni
Cviceni 6.1. 98/\/5.

Cviceni 6.2. —1/2.

Cviceni 6.3. 5/4.

Cviceni 6.4. 1/2(v/3 —1).

Cviceni 6.5. —5/2.

Cviceni 6.6. (0,0).

Cvicéeni 6.7. (1/2,In2 —1).

Cviceni 6.8. (1,1,1).

Cviceni 6.9. 3v/34.

Cviceni 6.10. /4 + 72,
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6.4 Kontrolni test
Smérové derivace

1. Pro vypocet smérové derivace diferencovatelné funkce f(z,y,z) v bodé
[0, Yo, 20| ve sméru vektoru @ = (uy, us, ug) plati vztah

D fﬂ(xo, Yo, Zo) = fa:(%, Yo, ZO)UQ + fy(%, Yo, Zo)us + fz(Io, Yo, Zo)u1
D fa(xo, v0, 20) = fa(20, Yo, 20)u1 + fy(x(byO’ 20)ug + f2(x0, Yo, 20)us
[ fa(wo, 9o, 20) = fo(0, Yo, 20)us + f, (70, Yo, 20)us + f- (20, Yo, 20)u1

2. Parcidlni derivace funkce f(z,y) podle proménné x je specidlnim piipadem
smérové derivace

[]ve sméru vektoru (0,1) []ve sméru vektoru (1,1)
[]ve sméru vektoru (1,0) [ ] nesouvisi s pojmem smérova
derivace

3. Gradient diferencovatelné funkce f v daném bodé je vektor, jehoz slozkami
jsou

[ ]parcidlni derivace funkce f(z,y) podle proménnych = a y v daném
bodé

[]smérové derivace ve sméru vektori (1,0) a (1,1) v daném bodé

[]smérové derivace ve sméru vektorii (1,1) a (0,1) v daném bodé

4. Gradientem funkce f(z,y) = 2%y + 2xy? v bodé [—2, 1] je vektor

5. Hodnota smérové derivace funkce f(z,y) = 23 — 3zy + 4y* v bodé [1, 2]
ve sméru vektoru délky 1 daného thlem 7/6 je

[113—-+3/2
[1(13-3v3)/2
[1(13-v3)/2
6. Hodnota smérové derivace funkce f(x,y) = 72?—3y+4 ve sméru vektoru
(v/3/2,1/2) v bodé [1,1] je
[17v3-3/2
[14v3+1/2
[15v3+3/2
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7. Hodnoty diferencovatelné funkce f(x,y) s nenulovym gradientem nej-
rychleji klesaji ve sméru vektoru, ktery

[ ]je kolmy ke gradientu funkce v daném bodé

[ ] ma4 stejny smér jako gradient, ale dvojnasobnou délku
[ ]svird s gradientem thel ¢ = 7

[ ]svird s gradientem thel ¢ = /3

8. Hodnota smérové derivace funkce f(z,y, z) = x¥+3yz? ve sméru vektoru
(2/3,—4/3,4/3) v bodé [1,—1,1] je

[122/3
[135/3
[]1-38/3
9. Vektor o délce 1, v jehoz sméru funkce f(z,y) = x* — Tzy + 4y* v bodé
[1, —1] nejrychleji roste, mé souradnice
Ol =5%)
(

227 5V27
[ (3, 2%

V2 V2
10. Je déna funkce f(x,y) = xeY. Minimélni hodnota smérové derivace
funkce f v bodé [2,0] mezi véemi vektory o délce 1 je rovna

| Konec testu | [Oprava testu|

Pocet spravné zodpovézenych otdzek: |

Procento tspésnosti: | |
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7 Implicitni funkce

Klicova slova. Funkce, funkce zadana implicitné, existence implicitni funkce,
derivace implicitni funkce.

Doposud jsme se setkavali u funkci jedné proménné se zadanim funkce
ve tvaru y = f(x) a u funkei dvou proménnych se zapisem funkce ve formeé
z = f(z,y). Tento zépis zavislosti jedno ¢isla na jednom ¢éisle, resp. jednoho
¢isla na dvou ¢islech nazyvame explicitni a fikame, ze funkce f je zadand
explicitné (piimo).

Uvazujme rovnici F(x,y) = 0, kde F' je funkce dvou proménnych. Z této
rovnice bychom chtéli vypocitat y jako funkci proménné z, tj. vyjadrit je ve
tvaru y = f(x).Tomuto vyjadieni funkce f rovnici F(z,y) = 0 fikdme impli-
citni vyjadreni, nebo-li ze funkce f je rovnici F(z,y) = 0 zadand implicitné
(neptimo).

7.1 Implicitné zadana funkce jedné proménné

Funkce F'(z,y) je funkce dvou proménnych. Oznac¢me {2 mnozinu vSech feseni
rovnice F(z,y) = 0, tj. Q = {[z,y] € DF; F(z,y) = 0}. Na nésledujicich
prikladech si ukdzeme rozmanitost mnoziny 2:

1. Pro F(z,y) = 2*+22+1je Q = 0, tj. nenajdeme zadny bod [z, ] € R?,
ktery by spliioval rovnici z* + 2% +1 = 0.

2. Pro F(z,y) = 522+ je Q = {[0,0]}. Mnozina vsech bodt [z, y], které
vyhovuji rovnici 522 + y? = 0, se tedy skladd z jediného bodu [0, 0].

3. Pro F(z,y) =3z —y+4je Q = {[z,3z + 4];2 € R}. Mnozinu Q tedy
tvoii piimka o rovnici y = 3z + 4. Libovolnému é&islu = € (—o0, 00) je
pfritazeno pravé jedno ¢islo y.

4. Pro F(x,y) = /22y%2 — a2y je Q = {[z,yl;z,y > 0V z,y < 0}, tj.
mnozina vsech bodu [z, y], které vyhovuji rovnici /z2y? — zy = 0,
vypliuje cely prvni a tret{ kvadrant, véetné souradnicovych os.

5. Pro F(x,y) = 22 +y*—1 je mnozina Q) jednotkova kruznice se stfedem
v pocatku. Rovnice 22 +1? —1 = 0 popisuje kiivku, kterou si vsak nelze
piredstavit jako graf funkce y = f(z). Z rovnice 22 +y?—1 = 0 je mozné
vypocist y = v/1 — 22 nebo y = —v/1 — 22, —1 < x < 1, coz jsou horni
resp. dolni pulkruznice, a to uz jsou grafy funkce. Tedy mnozina {2
neni grafem zadné funkce jedné proménné. Nicméné v okoli nékterych
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konkrétnich bodu P = [zg, 1] € Q ji vSak jiz za graf funkce povazovat
lze. Tyto uvahy vedou k zavedeni pojmu funkce dané implicitné.

Definice 7.1. Necht F je funkce dvou proménnych, € mnoZina vsech feSeni
rovnice F'(z,y) = 0 a necht [z, yo] € Q je bod. Jestlize existuje okoli O =
(o — 6,20+ 8) X (Yo — &, y0 + €) bodu [zg, yo] takové, Zze mnozina QN O je
totoznd s grafem funkce y = f(x), x € (¢ — 9, z9 + J), Fekneme, ze funkce
f je v okoli bodu [z, yo] definovédna implicitné rovnici F'(x,y) = 0.

Jinymi slovy muzeme tici, ze funkce y = f(x) je v okoli bodu [z, yo]
zaddna implicitné rovnici F(x,y) = 0, jestlize existuje 6 > 0 takové, ze
F(z, f(x)) = 0prox € (xg — 0,29+ 6).

Vratme se nyni k ptikladu s jednotkovou kruznici, viz obrazek 15. K rov-
nici F(z,y) = 22 + y> — 1 = 0 hleddme funkci y = f(z) takovou, ze
F(z, f(z)) = 0. Vyjadfenim y z rovnice z? + y*> — 1 = 0 dostdvame y =
+v1—22 pro x € (—1,1). Rovnice 2? + y*> — 1 = 0 zaddvd implicitné
dvé funkce, funkci y = /1 — 22 pro body lezici na horni pulkruznici a
y = —V1 — 22 pro body lezici na dolni pulkruznici. V okoli krajniho bodu
[1,0] nebudou Feseni rovnice tvorit graf funkce proménné z, protoze nena-
jdeme okoli tohoto bodu tak, aby neobsahovalo jak horni, tak dolni cast
kruznice, tudiz na tomto okoli nemuze existovat funkce dana implicitné. Ob-
dobnd situace je v bodé [—1,0].

V uvedenych ptikladech jsme védéli, jak vypadd mnozina feSeni €2, i kdyz
nebyla grafem funkce jedné proménné, nebo jsme byli schopni vyjadrit y
v zavislosti na x. Otéazkou je, jak ziskat informace o funkci y v ptipadeé,
ze ji nedokazeme z rovnice F(x,y) = 0 piimo vyjadfit. Proto si uvedeme
nasledujici vétu, ktera pojednava o existenci jediné implicitné zadané funkce
a jeji derivaci.

98



-
=

f(x,)+€ 1

f(x,)-
f(x,)-€+

Obréazek 15: Jednotkova kruznice

Véta 7.2. Necht F(x,y) je funkce dvou proménngjch a md tyto tri vlastnosti:

e md na okoli O = (xg— 6,20+ 9) X (Yo —&,y0+¢), § >0, £ >0, bodu
[0, yo| spojité parcidlni derivace pruniho Tddu,

e v bodé [xo, yo] je F'(wo,y0) =0,
o parcidini derivace F,(zo,yo) # 0.

Pak je rovnici F(x,y) = 0 v okoli O([xg,yo]) bodu [xo,yo] implicitné defi-
novdna pravé jedna funkce y = f(x) takovd, Ze

e md graf prochdzejici bodem [xq,yol, tj. yo = f(z0),
o F(z, f(z)) =0,
e je spojitd v okoli bodu xq, tj. (xg — I, 20+ 9),

e md spojitou prvni derivaci, pro niz plati

y'(z) = —]gjg’zi pro x € (xg — 0,9 + 9). (7.1)




Poznamka 7.3.

1) Pro existenci implicitné zadané funkce je podminka Fj(xo,yo) # 0
pouze postacujici. Napiiklad pro rovnici F(z,y) = y> —x = 0 je
F,(0,0) = 0. I pfesto v okoli pocatku existuje jedind implicitné zadana

funkce y = /z uréend rovnicf * —x = 0.

2) Vzorec y'(z) = —% muzeme také psat ve tvaru y’ = —I;—; nebo
! _ _FI(xvy)
F@) =~

3) Je-li funkce y = f(z) déna rovnici F(x,y) = 0 a funkce F(z,y) je
jedenkrat spojité diferencovatelnd, muzeme pouzit pravidla pro derivo-
vani slozené funkce a dostaneme

dx dy

Fo——+F,~~ =0

dy dy _,_ I
dx dr

dr F,

pro I, # 0. Timto zpusobem muzeme odvodit i vyssi derivace funkce
y = f(z) dané implicitné, coz formuluje nasledujici véta.

Véta 7.4. Necht jsou splnény predpoklady véty 7.2 a funkce F md
v okoli bodu [xg,yo| spojité parcidlni derivace do tddu k, k € N. Pak
implicitné dand funkce y = f(x) md spojité derivace do radu k. Jejich
vzorce dostaneme opakovanym derivovanim vztahu (7.1).

4) Bez ztraty na obecnosti uvazujeme rovnici F'(x,y) = 0, jelikoz obecnou
rovnici G(z,y) = H(x,y) lze vzdy upravit a vSechny jeji ¢leny prevést
na levou stranu, tedy G(x,y) — H(z,y) = 0. Pak staci polozit F' =
G- H.

Priklad 7.5. K rovnici sinzy —x +y = 0 najdéte bod, v némz jsou splnény
predpoklady véty 7.2 o existenci implicitné dané funkce y = f(z). V tomto
bodé spocitejte prvni derivaci implicitné dané funkce y = f(z).

Reseni. V tomto piipadé nevime, jak vypadd mnozina feseni a ani nelze
z rovnice piimo vyjadiit y. Rovnice je vSak splnéna pro bod [0, 0]. Zjistime,
zda v jeho okoli zaddva tato rovnice implicitné funkci y = f(z). Podle
véty 7.2 zbyvéa ovérit, zda funkce F(z,y) = sinzy — z + y = 0 spliuje
podminku F,(0,0) # 0. Spoc¢teme derivaci funkce F(z,y) podle proménné
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y. Pripomenme si, ze v tomto ptipadé pii derivovani vystupuje proménna x
jako konstanta. Fy(x,y) = x cos zy+ 1, dosadime bod [0, 0], £,(0,0) = 1 # 0.
Spocteme jesté F,(z,y) = ycoszy — 1 dosadime bod [0,0], F,(0,0) = —1.
Protoze funkce F' je jedenkrat spojité diferencovatelnd, je také f(x) diferen-
covatelna a plati

Fo(x,y ycosxy — 1 F,(0,0 —1

F,(0,0) 1

E,(y,z) ~zcoszy + 1

Funkce f(x) zadand implicitné rovnici sinzy — 2 + y = 0 ma v nule derivaci
rovnu 1.

Piiklad 7.6. Ovéite, ze rovnice 5z° + y* — 6zy = 0 zaddvd v bodeé [1,1]
implicitné jedinou funkci y = f(x), a najdéte rovnice teény a normdly ke
grafu této funkce v bodeé [1,1].

Reseni. Ovéifme, Ze jsou splnény predpoklady véty 7.2 pro funkei F(z,y) =
523 + y3 — 6x a pro [xg,y0] = [1, 1]. Funkce F' m4 spojité parcidlni derivace
v R% Plati F(1,1)=5+1-6=0a

Fy(z,y)=3y*—6x = F,(1,1)=-3#0.

Predpoklady véty 7.2 jsou splnény, takZe rovnici 523 +1° —6zy = 0 je v jistém
okoli bodu [1,1] urcéena implicitné funkce y = f(z) takova, ze f(1) = 1.
Hledédme teénu k implicitné dané funkci. Budeme vychézet z rovnice tecny t
ke grafu funkce y = f(x) v bodé [z, yo = f(z0)], tj. ¥y — yo = ['(x0)(x — x0).
Dosadime do rovnice za f’ vzorec (7.1) a dostavame

F. (0, Y0)
—_ = - \X — X .
Y Yo Fy<l'0, yO) ( 0)

Parcialni derivaci F}, jiz spoctenou mame, dopocteme parcidlni derivaci F
F.(z,y) =152 —6y = F,(1,1)=09.

Derivace ' v bodé z =1 je

Rovnice teény t je

y—1=3(z—-1) = y—-3x+2=0.
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Normala n je primka kolma k tecné. Vyuzijeme faktu, ze smérovy vektor
tecny je stejny jako normélovy vektor normély nebo toho, Ze soucin smérnic
dvou navzijem kolmych piimek je roven —1. Rovnice normély n je

1 1 4
y 3@ ) y+ze—3

Piiklad 7.7. Ovéite, ze rovnice 3z°y* 4+ cosy = 0 zaddvd v bodeé [0, 5]
implicitné jedinou funkci y = f(x), a urcete jeji prvni derivaci.

Reseni. Oznatme F(z,y) = 323y? + cosy, [zo,y0] = [0, %]. Funkce F m4
spojité parcidlni derivace. Ovérime, ze jsou splnény predpoklady véty 7.2.
Plati F'(0,5) =0+cos§ =0a

F,(z,y) = 62y —siny = F, (O, g) =—-1#£0.

Piedpoklady véty 7.2 jsou splnény, takze rovnici 3z3y? + cosy = 0 je v okolf
bodu [0, 7] urcena implicitné funkce y = f(x) pro niz plati, ze f(0) = 7.
Derivovanim F(x,y) podle x dostdvame

F(v,y) =92%* = F, (0, E) = 0.

2
Dosazenim do vzorce (7.1) dostdvame
Fy(z,y 92%y? F:(0,3)
Vo) =m0 =~ =0
Fy(z,y) 63y — siny F,(0,%)

Priklad lze také spocist podle poznamky 7.3 s vyuzitim derivaci slozené
funkce, tj. Fxg—i + Fyg—z = 0. Tedy bereme y za funkci proménné x a rov-
nici derivujeme podle z. Pro nasi konkrétni funkci dostavame

92%y* + 62°yy’ — zsinyy’ =0,
odtud vyjadiime 1/,
. 9$2y2

v = 623y —siny

pro 623y # xsiny a y'(0) =0 .

Priklad 7.8. Ovéite, ze rovnice 22 +y = 3zy zadévé v okolf bodu [—1, —1]
implicitné jedinou funkei y = f(z). Najdéte jeji prvni a druhou derivaci.
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Reseni. Oznacme F(z,y) = 2> +y — 3ay, [0, y0] = [—1, —1]. Ovéifme, ze
jsou splnény predpoklady véty 7.2. Funkce F' m& spojité parcialni derivace

v R2. Jelikoz F(—1, —i) =(-1)* - i — 3(—}1) =0a

1
Fyz,y)=1-3z = Fy<_1’_z_1>:47£0’

jsou predpoklady véty 7.2 splnény. Rovnici 22 + 3 — 3zy = 0 je v okoli bodu
[—1, —4] uréena implicitné funkce y = f(z) majici derivace vSech Fadu, pro
niz plati, ze f(—1) = —1. Protoze

1 5
Folz,y)=2x -3y = F, (—1, —Z) =7

je podle (7.1)

V@) = [0 =~ = g J) =

Druhou derivaci y”(z) spocteme podle véty 7.4 derivovanim prvni derivace a
dostaneme

/A N 21‘—33/ /_ (2—3y,)<1—3l‘)—(2:13—3@/)(—3)_

oo (y)_<_1—3x>__ (1— 32)?

(2 -3(—F54))(1 = 3x) — (20— 3y)(—3) 2 — 18y + 6
(1 — 3z)2 T (1—3x)?

Hodnota druhé derivace y”(z) v bodé —1 je

" " 2_18'(_%1)+6'(_1)_ 1

Jelikoz jsme spocetli prvni i druhou derivaci, muzeme funkci y = f(x) na-
hradit Taylorovym polynomem druhého fadu se sttedem v bodé xqg = —1.
Tayloruv polynom T(x) mé tvar

1
To(w) = [(=1) + [(=D( + 1) + 5 /(= Dz +1)°,
tudiz
Piiklad 7.9. Ovéfte, ze rovnice ™ — 2% +y3 = 0 zadéva v okoli bodu [0, —1]
implicitné jedinou funkci y = f(x). Najdéte Maclaurinuv polynom druhého

radu této funkce.
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Reseni. Oznacme F(z,y) = ™ — 22 + o°, [20,0] = [0, —1]. Funkce F m4
spojité parcialni derivace v R2. Pii vypoc¢tu budeme vychédzet z véty 7.2.
Nejdiive ovéifme, ze F(0,—1) = 0. Skuteéné > —0+ (—=1)> =1 -1 =0.
Dale F,(0,—1) # 0, j.

F,(0,-1) = (ze™ + 3y®)|jo,—1) = 3 # 0.

Podle véty 7.2 je rovnici e® — 22 + y> = 0 v okoli bodu [0, —1] implicitné
déna funkce y = f(z) majici derivace vsech fadu a plati pro ni f(0) = —1.
Prvni derivaci 3/ si spoc¢teme dvéma zpusoby:

1. Pii uréovani y' dosadime do vzorce (7.1)

ye™ — 2x -1

1
/O — ,O — _— = - = —,
y'(0) = 1(0) xe® + 3y? ljo,-1] 3 3

2. Hleddme 3’ pomoci derivace slozené funkce, tj. v rovnici e — 2%+ y* = 0
bereme y za funkci proménné x a rovnici derivujeme podle x. Pak dostavame

ye™ 4 xy'e™ — 2z 4 3y%y = 0.
7 této rovnice vyjadiime 3/,

;) 2z — ye™
e + 3y?’

dosadime bod [0, —1] a dostavéame

K ziskani druhé derivace implicitné dané funkce " derivujeme zadanou rov-
nici e® —z? +y* = 0 dvakrdt podle z (neustéle piedpokldddme z4vislost y na
x) a vyjadiime y”. Rovnici F(z,y,z) = 0 jsme jiz jednou podle x derivovali,
staci tedy pridat jesté jednu derivaci podle z,

<ye:vy ‘l’ xylezy . 21, + 3y2y1)/ — O/,
2y'e™ + 2™ + 2xyy'e™ + xy’e™ + (zy)%e™ — 2+ 6y(y)? + 3y%y" = 0.
Odtud vyjadiime y”

2+ yPe™ 4 2ayy'e™ + (zy)%e™ — 2+ 6y (y)°

ey + 312 ’
y”(O) _ f//(o) _ _2 '3 + (_1) 3_<31—;26 : (_1) : (3) _ %
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Maclaurinuv polynom druhého tédu Tz(x) mé tvar

Ty(x) = f(0) + f/(0)z + 31" (0),

tudiz ) )
Poznamka 7.10. Jelikoz druhd derivace je kladnd, d& se usoudit, ze f(x)
je konvexni na okoli nuly.

Piiklad 7.11. K rovnici 22 — > = —1 najdéte body, v nichz jsou splnény
predpoklady véty o implicitni funkci 7.2 a které jsou stacionarnimi body
takto implicitné definovanych funkci jedné proménné. Rozhodnéte, zda jsou
v téchto bodech lokalni extrémy.

Reseni. Oznacme F(z,y) = 22—y>+1. Hleddme body, které vyhovuji rovnici
F(x0,y0) = 0 takové, ze F,(xo,yo) # 0. Potom z véty 7.2 vyplyvd, ze v okoli
kazdého takového bodu je rovnici F'(z,y) = 0 ur¢ena jedind implicitni funkce
y = f(z). Déle pozadujeme, aby xy byl staciondrnim bodem této funkce, tedy
aby

Fy (0, o)
Fy(wo, y0)

Hledané body ziskdme vyfesenim soustavy rovnic F'(x,y) =0 a F,(x,y) = 0.
V nasem pripadé tedy

f/(xO) - - =0 = Fl«(l‘o,yo) =0.

Fle,y)=2"—y*+1=0 a Fy(z,y) =2z =0.

7 druhé rovnice mame x = 0. Dosazenim x = 0 do prvni rovnice dostaneme
y = £1. Dostali jsme dva body A = [0, 1], B = [0, —1]. Nyn{ musime ovéfit,
zda v téchto bodech plati Fy(z,y) # 0. Spocteme F,(z,y) = 2y a dosadime
body A, B, tj.

F,(A)=2+#0, F,(B)=-2#0.

Jak v okoli bodu A, tak v okoli bodu B je rovnici F(x,y) = 0 ur¢ena impli-
citné funkce jedné proménné f;(z), resp. fo(x).

K urceni extrému pottebujeme druhé derivace, které spo¢teme pomoci véty
7.4, tj.
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Postupné dosadime stacionarni body A, B:

1+0
1(0) = —% = —1 < 0 = maximum,
1+0
5 (0) = _Ll = 1> 0 = minimum.

Funkce fi(z) mé v bodé 0 lokdlni maximum a funkce fo(z) ma v bodé 0
lokalni minimum.

7.2 Implicitné zadana funkce dvou proménnych

Pro funkci F(z,y, z) tii proménnych budeme postupovat obdobné jako pro
funkci dvou proménnych v predchozi kapitole. 2 je mnozina vSech feseni rov-
nice F(z,y,2) =0, tj. Q ={[z,y, 2] € DF; F(z,y, z) = 0}.

Definice 7.12. O funkci dvou proménnych z = f(z,y) tekneme, zZe je
v okoli bodu [z, yoyo] € © implicitné zaddna rovnici F'(x,y, z) = 0, jestlize
je mnozina € v okoli bodu [zg, Yoyo] totozna s grafem funkce z = f(x,y), tj.
v okoli bodu [z, yoyo] plati F(x,y, f(z,y)) =0 a f(xo,y0) = 20.

Mnozina vsech Fesen{ rovnice x? + y* + 2> — 1 = 0 (kulové plocha) nenf
grafem funkce dvou proménnych. Nicméné v néjakém okoli bodu [z, yo, 20|,
ktery je fesenim dané rovnice, lze mnozinu feseni povazovat za graf funkce
dvou proménnych. Uvedeme si vétu, ktera udava postacujici podminky pro
existenci pravé jedné implicitné zadané funkce dvou proménnych.
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Véta 7.13. Necht F(x,y, z) je funkce t7 proménnych a md tyto tri vlast-
nostu:

e md na okoli O = (xg— 01,0+ 01) X (Yo — 02, Yo + 2) X (20 — &, 20+ €),
91 > 0,95 >0, e >0, bodu [, Yo, 20| spojité parcidlni derivace proniho
radu,

e v bodé [0, Yo, 20] je F(o,Y0,20) =0,
e parcidlni derivace F,(xq, Yo, 20) # 0.

Pak je rovnici F(z,y) = 0 v okoli O([zo, Yo, 20]) bodu [xo, Yo, 0] implicitné
definovdna prdvé jedna funkce z = f(x,y), kde

f (w0 — 01,20+ 61) X (Yo — b2, 50 + 02 — (20 — €, 20 + ),
takovad, Ze
e identicky vyhovuje rovnici F(x,y, z) =0, takze F(x,y, f(x,y)) =0,
e prochdzi bodem [xo, Yo, takze zo = f(xo,Yo),
e je spojita na okoli bodu [xq,yo] a md spojité pruni parcialni derivace

Fx($0, Yo, ZO)
Fz(.fCO, yO; ZO) ’

Fy(l’g, Yo, ZO) (7 2)
Fz(x0> Yo, ZO)

fx(l"o,yo) = - fy(anyO) = -

Nasledujici véta pojednava o existenci a vypoctu vyssich derivaci funkce
dvou proménnych dané implicitné.

Véta 7.14. Necht jsou splnény predpoklady véty 7.18 a funkce F md v
okoli bodu [xo, yo, 20| spojité parcidlni derivace do Tadu k, k € N. Pak impli-
citné dand funkce z = f(x,y) md spojité derivace do Tadu k. Jejich vzorce
dostaneme opakovanym derivovdnim vztahu (7.2).

Priklad 7.15. Ovéfite, Ze rovnice 23 + 3 + 23 + 6zyz + 7 = 0 zadava v okoli
bodu [0, 1, —2] implicitné jedinou funkei z = f(z,y) Vypoctéte jeji parcidlni
derivace prvniho fadu a urcete jejich hodnotu v bodeé [0, 1, —2].

Reseni. Oznacme F(z,y, 2) = 2 +y> 4+ 23 +62y2+ 7, [10, Y0, 20] = [0, 1, —2].
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Ovérime predpoklady véty 7.13. Plati
F(0,1,-2)=0+1+(-2+0+7=1-8+7=0.
Dale
F.(v,y,2) =32 +6zy = F.(0,1,-2)=3-(-2)>=12#0.

Rovnicf 2% + y3 + 23 + 6xyz + 7 = 0 je v okoli bodu [0, 1, —2] implicitné
zadéna spojitd funkce f(z,y) takovd, ze f(0,1) = —2. Parcidlni derivace z,,
2z, vypocteme ze vzorce (7.2), tj.

F, 322 + 6yz —12
2(0,1) = fo(0,1) = == = 32 oay Tt
2:(0,1) = f2(0,1) F. 1.2 322 + 6y ljo,1,-2] 12
F 3y% + 622 3 1
0,1) = £,(0,1) = ==~ o - T v
zy( 1) fy( 1) F. lio.1,-2 322 + 6y l0,1,-2) 12 4

Totéz muzeme ziskat i jinym zptusobem. Hleddme z,, 2z, pomoci derivace
slozené funkce. Nejdiive spoc¢teme derivaci z,, tzn. v rovnici F(z,y,z) = 0
budeme uvazovat y jako konstantu a z bude funkei z, y. Rovnici zderivujeme
podle x a vyjadifme derivaci z,. Tentyz postup plati i pro urceni derivace z,
jen s tim rozdilem, ze v rovnici F'(x,y,z) = 0 budeme uvazovat proménnou
x jako konstantu a rovnici derivujeme podle y.

(2 +y° + 2° + 6ayz — 1), =0, = 3% + 32%2, + 6yz + 62yz, = 0.
Odtud vyjadiime z, a dosadime bod [0, 1],

2
%(0.1) = _% 012 __1_122 =1
Analogicky spocteme derivaci z podle y v bodé [0, 1].

(® + 9> + 2° + 6zyz — 1 =0), = 3y*>+32%z, + 612 + 67y2, = 0.
Odtud vyjadiime z, a dosadime bod [0, 1],

3y? + 6z 3 1
0,1) = —24 TOT2 0
%(0,1) 322 + 6xyl0,1,—2] 12 4

Piiklad 7.16. Ovéite, Ze rovnice 22 + y?> — 32z + v +y — 2 = 0 zadava
v okoli bodu [1,1, 1] implicitné jedinou funkci z = f(z,y), a najdéte rovnici
tecné roviny ke grafu funkce f v tomto bodé.

108



Reseni. Pro funkci F(xz,y, 2) = 224y>—3zz4+x+y—2 a [0, yo, 20] = [1,1, 1]
ovéifme predpoklady véty 7.13. Platf F/(1,1,1) =1+1-3+1+1—-1=0.
Dale

F.(r,y,2)=3r—-1 = F,(1,1,1)=3-1=24#0.
Rovnicf 2% + y* — 3zz + x +y — 2z = 0 je v okoli bodu [1,1,1] implicitné

zadana pravé jedna funkce f(x,y) takovd, ze f(1,1) = 1. Rovnice tetné
roviny k funkci z = f(x,y) v bodé [xg, yo] ma tvar

z— 20 = fa(To,90)(x — x0) + fy($0>yo)(y — %)

Urcime parcidlni derivace funkce z = f(x,y), kterd je zaddna implicitné
rovnici F(x,y,2) = 0. Derivovanim F(z,y,2) = 2* +y* —3xz+x+y — 2
podle z, y a podle z dostavame ze vztahu (7.2)

1 F, 20 —3z+1 F F, 2y+1
Zx: x:——:——,Z: = - =
F, —3x—1 Y Y F, —3r—1
Hodnoty parcidlnich derivaci v bodé [1, 1] tedy jsou
20 — 3z +1
A1) = L1 1) = =T
(1) = f(1,1) —3r—1 I,
2y+1 3 3
1,1)=f,(1,1) = —— =——=—.
Zy( ) ) fy( ) ) —3r—1 [1,1,1] —4 4

Vypoctené hodnoty derivaci v bodé [1,1] dosadime do vzorce pro tecnou
rovinu a ziskavame

z—le(x—l)jLz(y—l),

po upravée
3y —4z = 0.

Priklad 7.17. Ovéite, Ze rovnice x + y? + 2% + z — 4 = 0 zaddva v okoli
bodu [1,1,1] implicitné jedinou funkci z = f(z,y), a vypocitejte prvni a
druhé parcidlni derivace této funkce f v daném bodé.

Reseni. Oznacme F(z,y,2) = = + 3> + 2> + 2 — 4, [z0, 50, 20] = [1,1,1].
Ovétime piedpoklady vety 7.13. Je F(1,1,1) = 1+12+13+1-4=4—4 = 0.
Dale

F.(z,y,2)=32+1 = F,(1,1,1)=3+1=4#0.

Predpoklady véty 7.13 jsou splnény a rovnici o + y? + 2% + 2 — 4 = 0 je
v okoli bodu [1,1, 1] implicitné zaddna pravé jedna funkce f(x,y) takova,
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ze f(1,1) = 1. Protoze funkce F' mé spojité parcidlni derivace libovolného
radu, plati totéz podle véty 7.14 i pro funkci f. Nejdiive budeme pocitat
parcialni derivace prvntho tadu, tzn. z,, z,. Muzeme pocitat bud pifmym
dosazenim do vzorce (7.2) nebo derivovanim rovnice F'(z,y, z) = 0. Ukazeme
si druhou zminénou moznost. V rovnici F'(x,y, z) = 0 nejprve prohldsime y
za konstantu, z bude funkci z, y. Rovnici zderivujeme podle z a vyjadiime
derivaci z,. Tentyz postup plati i pro urceni derivace z, jen s tim rozdilem,
ze v zadané rovnici F'(x,y,2) = 0 prohlasime za konstantu proménnou = a
rovnici derivujeme podle y.

x4+ +2+2-4),=0, =1+32%2,+2,=0.
Odtud vyjadiime z, a dosadime bod [1, 1],
1 1

3224+ 1l S

z:(1,1) = f.(1,1) =
Analogicky spocteme derivaci z, v bodé [1,1].
(z+y*+2°+2-4),=0, =2y+32%2z,+2,=0.
Odtud vyjadiime z, a dosadime bod [1, 1],

2y 2 1

%GJ):QQJ):_3#+1ulu:_iz_ﬁ'

K ziskani druhych parcidlnich implicitné dané funkce z musime zadanou rov-
nici F(z,y,z) = 0 derivovat dvakrat podle z a vyjadrit derivaci z,,, deri-
vovat dvakrat podle y a vyjadiit derivaci z,,, derivovat jednou podle z a
jednou podle y a vyjadfit derivaci z,,. K vypoctu druhych parcidlnich deri-
vaci vyuzijeme jiz vypoctenych prvnich parcidlnich derivaci. Rovnici jsme jiz
jednou podle z derivovali a ted ji zderivujeme podle z jesté jednou,

(143222, + 20)e = 0p = 62(2)° + 32240 + 2Zuw = 0.
Odtud vyjadiime z,, a dosadime bod [1, 1],

62 (22)* 6-(—1) :
(L 1) = frn(1,1) = — o S S T
Zar(1,1) = foa(1:1) 322 + 111,11 4 4

Zadanou rovnici jiz jednou derivovanou podle z ted budeme derivovat podle

Y,
(143222, + 2y )y = 0y = 6222, + 3222@ + 24y = 0.
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Odtud vyjadiime z,, a dosadime bod [1, 1],

622y 2, 6-(— )(_%1)

1 3
_ —_ _ 2 _
322 4+ 111,11 4

3
4 _ _ =
4 16

ny(lv 1) = fa:y(17 1) =

Rovnici F(z,y,2) = 0 jiz jednou derivovanou podle y ted budeme derivovat
jesté jednou podle y,

(2y + 32%2, + 2,)y, = 0, = 2+ 62(2,) + 32°2,, + z,, = 0.

Odtud vyjadiime z,, a dosadime bod [1, 1],

2+ 62(z,)? 2+6(—1)> u 7
zyy(1,1) = fyy(1,1) 32+ 1 I 1 5 3

Jelikoz jsme spocetli prvni i druhé parcialni derivace, muzeme funkci z =
f(z,y) nahradit Taylorovym polynomem druhého Fadu se sttedem v bodé
[0, y0] = [1,1]. Tayloruv polynom Ty(x,y) ma tvar

T(z,y) =fLD+ L1 D@—-1)+ f,(1, 1)y —1)+
+ %[fm:(la 1)(z — 1)2 +2fey (1L, 1)(x = 1)(y — 1) + fi, (1, ) (y — 1)2]7

tudiz
Twy) = 1- 3w —1)~ 5y~ 1)+
by S =Dy -1 - Ly 17
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7.3 Krokovany priklad

Priklad. Zjistéte, zda rovnice x — 2y + 22 — In 2 = 0 zadavd implicitné funkci
z = f(x,y) v okoli bodu [—1,0,1]. V kladném piipadé urcete jeji gradient.
Reseni.

Oznacme F(z,y,2) = x — 2y + 2% — In 2. Funkce F' ma ve svém definicnim
oboru spojité parcialni derivace.

Ovérime predpoklady véty o existenci a derivaci implicitni funkce, tj.

F(_1707 ]-) = -

r(-r0n)=___ [ =| 2] #| 2}

[—1,0,1]

Predpoklady véty jsou splnény, tudiz rovnice zadéva v okoli bodu [—1,0, 1]
implicitné funkei z = f(x,y) takovou, ze f(—1,0) = 1.

Spocteme tedy gradient funkce z,

grad z = (2, 2y) = (— %, —%) = (l [2]] |?|),

V bodé [—1, 0] pak dostaneme

grad 2(—1,0) = (| 12} [2)).
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7.4 leohy k samostatnému reSeni a kontrolni otazky

Cviceni 7.1. Ovéfte, ze rovnice x¥ — y* = 0, kde x > 0, y > 0, zadava
v okoli bodu [1,1] implicitné jedinou funkci y = f(z), a vypocitejte prvni
derivaci této funkce f a urcete jeji hodnotu v daném bodé.

Cviceni 7.2. Ovérte, ze rovnice 224 2zy+y® = 0 zaddva v okoli bodu [—1, 1]
implicitné jedinou funkci y = f(x), a vypocitejte prvni a druhou derivaci této
funkce f urcete jeji hodnotu v daném bodé.

Cviéeni 7.3. Ovéite, ze rovnice e® +siny+y? = 1+72 zaddva v okoli bodu
[0, 7] implicitné jedinou funkci y = f(x). Vypocitejte prvni a druhou derivace
této funkce f v daném bodé. Najdéte Maclaurinuv polynom druhého radu
této funkce.

Cviceni 7.4. Ovéite, ze rovnice y — %siny —x = 0 zadavéa v okoli bodu
[0, 0] implicitné jedinou funkci y = f(z), a napiste rovnice tetny a normaly
ke grafu této funkce v daném bodé.

Cviceni 7.5. K rovnici —2? + y? — 22y + y = 0 najdéte body, v nichz
jsou splnény vsechny predpoklady véty o implicitni funkci a které jsou sta-
cionarnimi body takto implicitné definované funkce jedné proménné. Roz-
hodnéte, zda jsou v téchto bodech lokdlni extrémy.

Cviceni 7.6. Ovéite, Ze rovnice z+e* —zy = 3 zadava v okoli bodu [—2, 1, 0]
implicitné jedinou funkci z = f(z,y), a vypoéitejte prvni parcidlni derivace
této funkce f v daném bodé.

Cviceni 7.7. Ovérte, ze rovnice sin xy + cos zx + sin zy — % = 0 zadava v
okoli bodu [%, 0, 7] implicitné jedinou funkci z = f(z,y), a vypocitejte prvni
parcialni derivace této funkce z v daném bodé.

Cviceni 7.8. Ovéite, Ze rovnice 7 = In? zaddvd v okoli bodu [0,1,1]

implicitné jedinou funkci z = f(x,y), a vypocitejte prvni a druhé parcidlni
derivace této funkce z v daném bodé.

Cviéeni 7.9. Ovéite, Ze rovnice 22 + 3% + 22 — 3zyz = 0 zadava v okoli bodu
[1,1,1] implicitné jedinou funkci z = f(x,y), a uréete rovnici teéné roviny ke
grafu funkce z v daném bodé.

Cviéeni 7.10. Ovéite, Ze rovnice z + 23 — 2e3*+2Y = 0 zad4va v okoli bodu
[—2,3,7] implicitné jedinou funkci z = f(z,y). Najdéte rovnici tetné roviny
ke grafu funkce z v daném bodé.

113



Otazka 7.1. Co je to implicitné zadand funkce?

Otazka 7.2. Jaka je postacujici podminka pro existenci funkce jedné promeén-
né dané implicitné rovnici F(z,y) = 07

Otazka 7.3. Jak se derivuje funkce jedné proménné dand implicitné rovnici
F(z,y) =07

Otazka 7.4. Jaka je postacujici podminka pro existenci funkce dvou promén-
nych dané implicitné rovnici F(z,y,z) = 07

Otazka 7.5. Jak spocteme derivaci funkce dvou proménnych dané implicitné
rovnici F(x,y,z) =07

Otazka 7.6. Jak spocteme vyssi derivace funkce dané implicitné rovnici
F(z,y,z) =07

Otazka 7.7. Jak se hleda tecna k implicitni funkci?
Otazka 7.8. Jak se hledda normala k implicitni funkci?

Otazka 7.9. Jaka je spojistost mezi derivaci implicitni funkce a derivaci
funkce slozené?

Otazka 7.10. Jak se hledaji lokalni extrémy k implicitni funkci?

7.5 Vysledky tuloh k samostatnému reseni

.s , /Yy lny—yzy! / _
Cviceni 7.1. ¢y = e na—zyr 10 Y (1) =1

Cviceni 7.2. = 2ety) y(-1)=0,y" = _M’ y'(—1) = -2

T 20—3y2’ 2z+3y?
Cvigeni 7.3. ¢/(0) = —5, y(0) = —*& Ty(a) = 7 — ;70 —
22r—1)+72 92
(2m—1)3

Cviceni 7.4. tecna 2z —y = 0, normala z + 2y = 0
Cviceni 7.5. ¢ = 0 lokalni minimum, zy = % lokalni maximum

Cviceni 7.6. z, = 7=, 2,(-2,1) = 1, 2y = e 2y(=2,1) = —1
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Cvigeni 7.7. z, = Zoewesm o, (3 g) — 31, _ _ccosaytzeosys
ycosyz—xsinxz’ 40 7Y ycosyz—xsinxz’

2,(1,0) = @

Cviceni 7.8. 2,(0,1) = 2,(0,1) =1, 2,,(0,1) = —1, 2,,54(0,1) = 2,,,(0,1) =0
Cviceni 7.9. z4+y—2=1

Cviceni 7.10. zy = —1, %x—i—y—i—z— % =0
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7.6 Kontrolni test
Implicitni funkce

1. Ovéite, Ze dana rovnice sin?(e**¥) = xIny+ (sin 1) zad4va v okoli bodu
P = [—1,1] implicitné jedinou funkei jedné proménné y = f(x).
(a) Vypocitejte jeji prvni derivaci.

D 1Y cos2e®TY 4 Iny D —e®1t¥sin2e* Y 4Iny
ifex"'y cos 2eT Y 2eZt¥ sine?t¥ coserty—2L

|:| —e®tYsine® Y cose® Y —Iny —e®1t¥ cos2e® Y 41Iny
2eZ+Y sin e 1Y cos ez+y+% %—e”y sin 2ez+Y

(b) Urcete hodnotu prvni derivaci v bodé P.

|:| —cos2 2sin1cos1+2
1—sin 1cos?2 2cos2—-2
D —coslsinl—In1 sin 2
2sin2cos1—1 —1—2cos1sinl
z2+y?

2. Oveite, ze dana rovnice In ¥—— = arctg £ zadava v okoli bodu [~2, 0]
implicitné jedinou funkci jedné proménné y = f(z).Vypocitejte jeji prvni
derivaci v bodé [—2,0].
y(=2)=_ 1]
3. Necht je ddna implicitni funkce y rovnici xe?*¥ — yInz = 8 v bodeé [1, 7].
(a) Urcete druhou soufadnici bodu [1, 7]:
[]In8 []In*v8
Clint V8 s

(b) Vypoéitejte hodnotu prvni derivace implicitnl’ funkce v daném bodé:
I:l y _ ln8+16 I:l y + 1n1\6/§
D y 1nf 16 D y +16

(c) Vypomteﬁe hodnotu druhé derivace 1mph(:1tm funkce v daném bodé:
Lly"(1) = 256[112 —7In8 — In*§]

[1y"(1) = :5[224 — 8In8 — In* §]
[Jy"(1) = 55112 — 7TIn8 — In® V/3]
[Jy"(1) = 25[112 = 7In2 8 — InZ §]

4. Ovéite, ze dana rovnice sin(siny) + cos(sinz) = 1 zadava v okoll bodu
P = |0, 0] implicitné jedinou funkci jedné proménné y = f(x).Vypocitejte
jejl prvni a druhou v bodé P.

(a) Hodnota prvnf derivace implicitn{ funkce v bodé Pje:[ |

(b) Hodnota druhé derivace implicitnf funkce v bodé Pje:[ ]

5. Ovéite, Ze dand rovnice e® — siny + y? = —1 + %2 zadava v okoli bodu
P = [0, 5] implicitné jedinou funkei jedné proménné y = f(x). Napiste
rovnici tecny a normaly ke grafu funkce f v bodé P.
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(a) Teéna m4 rovnici:

[Jt:le+y+Z=0 [Jt:la+y—7=0

[Jt:x+2y—7=0 Dt:%x—i—?y—f—gzo
(b) Norméla m4 rovnici:

[In:4z—2y+7=0 [In:2c—y+7=0

|:|n12x+y+§:O [In:—4z—-2y+7=0

. K rovnici 22 + 3y? — 3zy = 0 najdéte body, v nichz jsou splnény vsechny
predpoklady véty o implicitni funkci a které jsou staciondarnimi body
takto implicitné definované funkce jedné proménné. Rozhodnéte, zda jsou
v téchto bodech lokalni extrémy.

(a) = 0 lok. minimum, = = 3 lok. maximum

(b) = 0 lok. maximum
(¢) = 2 lok. minimum, = 0 lok. maximum
_ 2 ;
(d) z = £ lok. maximum
. Ovétte, ze dana rovnice \/zy — 2z + In(2? + y?) = 0 zadav4 v okoli bodu
P = [1,1,1 + In2] implicitné jedinou funkci dvou proménnych z =
flz,y).
(a) Spoctéte jeji prvnf parcidln{ derivace.
DZIZQ\?@ Exed Dzﬂ::_ﬁ@ el
. x 2y _ Yy 2x
Yy = gyag T R Py = 3 yay
D P 2y D P 2y
T 2\/@ 12+y2’ T 2\/@ 12+y27
P 2z g =¥ _ 2z
Yoo2vmy YT 2ymy o ty?

(b) Spoctéte jeji prvm’ parcialni derivace v bodé P.
Dzz:g = Dzz:%;fzy:
I:lzz—:; = Dzmzéazy:

. Ovéite, ze dand rovnice z* — 3 4+ 8 = tg(e*® — 2) zaddvd v okoli bodu

P = [0,2,1] implicitné jedinou funkci dvou proménnych z = f(x,y).

Spoctéte jeji prvni parcidlni derivace v bodé P.

(a) 2,(0,2) =0, 2,(0,2) =2 (b) 2;(0,2) =1, 2,(0,2) =2

(¢) 2(0,2) =2, 2,(0,2) = 6 (d) 2,(0,2) =0, 2,(0,2) = 1

. Ovéite, ze dand rovnice y* = 2%2% — 9322 zaddva v okoli bodu

P = [0, —2,1/2] implicitné jedinou funkei dvou proménnych z = f(z,y).

Spoctéte jeji prvni parcidlni derivace v bodé P.

(a) Zx(ov _2) = I:l
(b) 2,(0,-2) =[]

NI Y [SY
NN
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10. Ovéite, ze dand rovnice z — cos(2z + 3y) = 0 zaddva v okoli bodu
P = [},%,7] implicitné jedinou funkci dvou proménnych z = f(x,y).
Napiste rovnici tecné roviny ke grafu funkce z v bodé P.
(a) 2e —3y+2=0 (b) 4x — 6y + z = 37
(c)z—3y—1z+3r=0 (d) 2z +3y —z =37
| Konec testu | [Oprava testu|

Pocet spravné zodpovézenych otdzek: | |

Procento dspésnosti: | |

Zobrazeni spravného vysledku: | |
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8 Lokalni extrémy funkci n proménnych

Klicova slova. Kvadraticka forma, lokalni maximum, lokalni minimum, sta-
cionarni bod.

Drive nez se zacneme zabyvat vySetfovanim extrémnich hodnot funkci
vice proménnych, provedeme stru¢nou rekapitulaci postupu pii hledani extré-
mu u funkei jedné proménné. Zakladni informace umoznujici urcit druh
extrému vychazi u funkci jedné proménné z poznatku o vlastnostech prvni
a druhé derivace. Zatimco pro nalezeni potencidlnich extrému je nutné urcit
nulové body prvni derivace, druh extrému urcujeme pomoci druhé derivace.
Budeme-li chtit provést predbézné tivahy o tom, jak by mohl vypadat postup
pii hledani extrému funkci vice proménnych, napadne nas vyuzit k nalezeni
potencialnich extrému parcialnich derivaci prvniho fadu. K této tvaze nas
vede jejich vyuziti pro sestrojeni teé¢né roviny, obzvlast uvédomime-li si, ze
z nulovych hodnot téchto derivaci vyplyva, ze tecna rovina v daném bodé je
rovnobéznd s rovinou zy. Zde je zjevna geometricka analogie s funkcemi jedné
proménné, u kterych nulovost prvni derivace znamena, ze tecna sestrojena v
prislusném bodé je rovnobézna s osou x.

Obtiznéji uz lze nahlédnout, jakym zpusobem by bylo mozné vyuzit parci-
alnich derivaci druhého tadu. V dalsim uvidime, Ze jejich nalezeni skutecné
ma vyznam pro uréeni druhu extrému. Jejich hodnoty totiz ovliviiuji vlast-
nosti druhého diferencidlu vysettované funkce. Druhy diferenciél je vlastné z
hlediska ptirustkia proménnych kvadratickym polynomem. Ke zkoumani jeho
vlastnosti se vyuziva poznatku o kvadratickych formach, které mame k dis-
pozici z linedrni algebry. Proto za¢neme vyklad problematiky vysSetfovani
lokélnich extrému funkci vice proménnych kratkou ,,exkurzi“ do oblasti kvad-
ratickych forem, pti které uvedeme ovSem jen to nejnutnéjsi pro nase dalsi
uvahy.

8.1 Kvadratické formy

Definice 8.1. Kvadratickou formou n proménnych nazyvame poly-
nom druhého stupné n argumentu, ktery lze psat v nasledujicim tvaru

n n
P — 2 19 T
o(x1, 9, . .. y) = a;T; + a;; ;T 5,
i=1 ij=1,i<j

kde Q5 = Ajj-
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Poznamka 8.2. Napt. kvadraticka forma dvou argumentu ma tvar

Dy(z,y) = ana® + 2a122y + axny’.

Poznamka 8.3. Sestavime-li z ¢isel a;; symetrickou matici a chédpeme-
-li z jako n-rozmérny vektor, muzeme kvadratickou formu zapsat ve tvaru
Oy (21,19, ...2,) = 2T Az, kde symbol T znaéi transponovanou matici.

Dalsi zapis je mozné ziskat, pokud vyuzijeme skalarniho soucinu. Pak lze
psat ®o(xy, 19,...2,) = 2T Ax = (Az, x).

Je ztejmé, ze vSechny kvadratické formy nabyvaji v poc¢atku nulové hod-

noty. Podle toho, jakych hodnot nabyvaji mimo pocatek, je délime na pét
druhu.

Definice 8.4. Kvadratickd forma n proménnych se nazyva

e kladné definitni, jestlize v bodech ruznych od poc¢atku nabyva pouze
kladnych hodnot;

e zaporné definitni, jestlize v bodech ruznych od pocatku nabyva
pouze zapornych hodnot;

e kladné semidefinitni, jestlize v bodech ruznych od poc¢atku nabyva
pouze nezapornych hodnot;

e zaporné semidefinitni, jestlize v bodech ruznych od poc¢atku nabyva
pouze nekladnych hodnot;

e indefinitni, jestlize v nékterych bodech ruznych od pocatku nabyva
kladnych hodnot, zatimco v jinych bodech ruznych od poc¢atku nabyva
zapornych hodnot.

Piiklad 8.5. Rozhodnéte o druhu kvadratické formy, ktera je dana ve tvaru
Dy (11, 2) = ax? + 2bx179 + CT3.

Reseni. Upravime formu ®, ndsledovné
2 b 2 b L 2 2
Oo(x1,29) =a | 2] +2—x129 | +cx5=a |21+ -2 | — —a5+ cry =
a a a
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b\ 1
=a (x1+—x2) + - (ac—bQ) x%, a # 0.
a a

Nyni 1ze nahlédnout, ze druh kvadratické formy zavisi na koeficientu a a déle
pak na vyrazu ac — b?, ktery nazyvdme diskriminantem kvadratické formy
®, a znac¢ime pismenem D, tj. D = ac — b%. Moznosti, které mohou nastat,
muzeme rozdeélit nasledujicim zpusobem:

e Jeli D > 0, je kvadraticka forma ®, definitni, a to

— kladng, jelia >0

— zéaporné, je-li a < 0.
e Je-li D <0, je kvadratickd forma &, indefinitni.
e Jeli D =0, je kvadraticka forma ®, semidefinitni, a to

— kladng, jelia >0

— zaporneé, je-li a < 0.

Je-lia =0 ab# 0, je kvadratickda forma P, indefinitni. Lze totiz snadno
nahlédnout, ze za téchto podminek muze byt pro libovolné hodnoty koefici-
entu ¢ vyraz 2bxzs + cr3 kladny, resp. zdporny. Staci vhodné zvolit hod-
notu proménné x;. Je rovnéz ziejmé, ze v tomto piipadé je diskriminant
D zaporny.

Pokud a = 0, b = 0, je kvadraticka forma ®, kladné semidefinitni pro
¢ > 0 a zaporné semidefinitni pro ¢ < 0. V tomto ptipadé plati D = 0.

Jestlize nyni dosazené vysledky shrneme, vidime, ze kvadraticka forma
D, je

e kladneé, resp. zaporné definitni, jestlize plati D > 0;
e kladné, resp. zaporné semidefinitni, je-li D = 0;

e indefinitni, pokud D < 0.

V jednodussich pripadech je mozné o druhu kvadratické formy rozhod-

VVVVVV

nevystacime a k rozhodnuti o druhu kvadratické formy vyuzivame vétu, kterd
se opira o vlastnosti symetrického determinantu tvoreného koeficienty kva-
dratické formy a;;. Tento determinant nazyvame diskriminantem kvadratické
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formy a méa nasledujici tvar

apiy Qi - Aip

ag1 Qg2 -+ A2pn
D =

Anp1 QGp2 - Gpp

Pii zkoumani vlastnosti diskriminantu maji klicovy vyznam jeho minory
tvaru

aix @12 - Ain
a1 Q12 Q21 Q22 -+ A2y
Dlzalb D2: ) "7Dn: . . . )
21 Q22 : : :
Ap1 Qp2 -°° App

které nazyvame zakladni hlavni minory diskriminantu D piislusného k
dané kvadratické formé. Vétu, ktera umoznuje rozhodnout na zakladé vlast-
nosti zakladnich hlavnich minoru o druhu kvadratické formy, dokazal jiz v
predminulém stoleti James Joseph Sylvester.

Véta 8.6. Necht Dy, Ds,..., D,, jsou zdkladni hlavni minory determinantu
D kvadratické formy ®. Pak je tato forma

e fLladne definitni, pravé kdyzZ jsou vSechny jeji zakladni hlavni minory

kladné;

e zdporné definitni, pravé kdyz je kvadratickd forma —® kladné definitni.

Poznamka 8.7. Véta, kterou Sylvester dokazal, je ve skutecnosti obecnéjsi
a zahrnuje rovnéz kritérium pro urceni semidefinitnosti. Nicméné pro nasSe
ucely vystacime s nami uvedenou verzi. Poznamenavame jen, ze kritérium
kladné semidefinitnosti je dano nezdpornosti tzv. hlavnich minoru, coz jsou
vSechny zakladni hlavni minory, a ddle minory, jejichz diagonalni prvky jsou
brany z diagondly diskriminantu. Zaporna semidefinitnost se opét stanovi
vysetienim kvadratické formy —®.

Priklad 8.8. Urcete druh kvadratické formy, kterou mame danu ve tvaru
Dy (11, 19, 13) = —a2 — 225 — 372 + 27119 — 22173 + 2797 3.
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Reseni. Sestavme prislusné determinanty

o 1 1 -1
D, = —1, DQ:’ 1_2',1)3: 1 -2 1
-1 1 -3

Snadno vypocteme, ze D1 < 0, Dy =1 > 0 a D3 = —2 < 0. Vidime tedy,
ze forma ®, neni kladné definitni. Jestlize chceme ovérit zda je tato forma
zaporné definitni, musime uvazovat formu —®,. V uvazovanych determinan-
tech se tedy u v8ech prvku zméni znaménka. Tato znaménkova zména se
projevi tak, ze vSechny determinanty lichého fadu zméni znaménko, zatimco
u determinantu sudého fadu zustane znaménko zachovano. Forma —®5 bude
tedy mit vSechny tfi zakladni hlavni minory kladné a to tedy znamena, ze
puvodni forma je zaporné definitni.

Poznamka 8.9. 7 postupu, ktery jsme pouzili v predchazejicim prikladu,
vyplyva nasledujici praktické kritérium pro urceni zaporné definitnosti kva-
dratické formy:

Kvadraticka forma ® je zaporné definitni pravé tehdy, kdyz jsou vSechny
zakladni hlavni minory lichého fadu diskriminantu D zaporné a vsechny
zakladni hlavni minory sudého tadu diskriminantu D kladné, tj. praveé tehdy,
kdyz zakladni hlavni minory D,..., D, = D pravidelné stiidaji znaménko
pocinaje zapornym.

Poznamka 8.10. Zbyva jesté stanovit, kdy je kvadraticka forma indefi-
nitni. Jestlize uvazime, ze hlavni minory sudého fadu maji stejnou hodnotu
pro formu ® i —® a ze kritérium pro kladné definitni, resp. semidefinitni
formu vyzaduje, aby byly zakladni hlavni minory kladné, resp. hlavni minory
nezaporné, dojdeme k zavéru, ze je-li alespon jeden z hlavnich minoru sudého
radu zaporny, je dana kvadraticka forma indefinitni. Ziskavame tim vsak jen
postacujici podminku pro urceni indefinitnosti a ne nutnou, protoze uvede-
nou implikaci nelze obratit. Nicméné pro ucely tohoto textu s ni vystacime.
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8.2 Lokalni extrémy

Definice 8.11. Rikdme, ze funkce n proménnych f(x1,...x,) ma v bodé
x* = [z}, 25, ..., x%] svého definicniho oboru lokdlni maximum, popi.

lokdlni minimum, jestlize existuje okoli O(x*) C Df takové, ze plati

flz) < f(a7),  popt.  f(z) = f(z7)

pro kazdy bod x € O(z*). Jsou-li uvedené nerovnosti splnény pro z # z*
ostie, hovotime o ostrém lokdlnim maximu, popf. minimu.

Souhrnné nazyvame maximalni a minimélni hodnoty funkce f jejimi ex-
tremalnimi hodnotami, struc¢né jen extrémy.

V dalsim se budeme zabyvat odvozenim nutnych a postacujicich podminek
pro existenci lokalniho extrému funkce f za predpokladu, ze v daném bodé
ma funkce parcidlni derivace. Jak jsme jiz naznacili v ivodu této kapitoly,
budeme postupovat podobné jako u funkci jedné proménné, coz znamen4,
ze k formulaci nutné podminky vyuzijeme stacionarniho bodu a pii formu-
laci postacujicich podminek budeme vychazet z parcialnich derivaci druhého
radu.

Véta 8.12. (Fermatova) Predpoklidejme, Ze funkce f(xq,...x,) md lokdlni

extrém v bodé x* =[x, x5, ... 2] a Ze v bodé x* existuje parcidlni derivace
funkce f podle proménné x;, 1 <1i <n. Pak plati
fu,(z%) = 0.

Diikaz. Necht mé funkce f extrém v bodé x*. PoloZzme

o(x;) = fa3, ...z, x).

Protoze funkce f nabyva v bodé z* lokédlntho extrému, ma i funkce ¢(x;)
extrém v bodé x}, a tedy ¢'(z}) = 0. Zaroven ale plati

&' (x;) = fo, (2], w4y .., 20).

To ovsem ale znamena, ze f,,(z*) = 0. o
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Definice 8.13. Bod z*, ve kterém jsou vSechny parcialni derivace prvniho
fadu funkce n nulové, nazyvame stacionarnim bodem funkce f.

Z véty 8.12 nyni dostdvame nutnou podminku pro existenci lokalniho
extrému.

Disledek 8.14. Necht md funkce f v bodé x*, ve kterém ewistuji vsechny
parcidlni deriwace proniho tddu funkce f, lokdlni extrém. Pak x* je sta-
ciondrnim bodem funkce f.

Fermatova véta nevylucuje moznost, ze lokalni extrém nastane v bodé,
ktery neni stacionarnim bodem kvuli neexistenci parcidlnich derivaci.

Déle poznamenavame, ze podminky Fermatovy véty nejsou postacujici
pro existenci lokalniho extrému. Prikladem, ktery ilustruje tento pripad, je
funkce f(x,y) = y? — 2% Tato funkce ma stacionarni bod v po¢dtku, piicemz
plati f(0,0) = 0. Ddle pak mame f(z,0) = —2% < 0 pro z # 0 a rovnéz
f(0,y) = 4% > 0 pro y # 0. Z uvedeného vyplyv4, Ze na kazdém prstencovém
okoli pocatku nabyva funkce kladnych i zapornych hodnot. Situaci ilustruje
obrazek 16.

Y

Obrazek 16: Pocéatek jako sedlovy bod funkce f(z,y) = y? — 2
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Priklad 8.15. Naleznéte lokélni extrémy funkce f(z,y) = (z+2)?+(y—3)2.

Reseni. Jelikoz funkce f mé parcidlni derivace v celém svém definiénim
oboru, muze nabyvat extrémnich hodnot pouze ve stacionarnich bodech. Ty
nalezneme tak, ze vypocteme parcialni derivace a polozime je rovny nule. Ze
vztahtu

fo=2(x+2), f,=2y—3) vyplyva r=-2, y=3,

piicemz plati f(—2,3) = 0. Déle snadno nahlédneme, ze (z + 2)? > 0 pro
r# —2a (y—3)2 >0 proy # 3. Vidime tedy, ze bod [-2,3] je bodem
lokalniho minima funkce f.

Priklad 8.16. Naleznéte lokaln{ extrémy funkce f(x,y) = 2? — (y — 1)?

Reseni. Obdobné jako v piedchizejicim piikladé je nutné polozit parcidln
derivace, které existuji v celém definiécnim oboru funkce f, rovny nule. Ob-
drzime tedy vztahy

fe=2x, f,=-2(y-1), a odtud r=0, y=1,

pticemz plati f(0,1) = 0. Déle snadno nahlédneme, ze v piipadé, kdy z = 0
mdme —(y — 1)? < 0 pro y # 1 a naopak pro y = 1 plat{ 22 > 0 pro x # 0.
7 provedenych uvah je zfejmé, ze funkce f nabyva na libovolné malém okoli
bodu [0, 1] kladnych i zdpornych hodnot. Nemuze tedy nabyvat v tomto bodé
extrémni hodnoty.

Véta 8.17. Necht z* = [z}, x5, ..., 2%] je staciondrni bod funkce, v jehoZ

’n

okoli ma funkce f spojité vsechny parcidlni derivace druhého rddu. UvaZujme
kvadratickou formu ®, kterou predstavuje diferencidl druhého tadu funkce f
v bodé x*, tj. kvadratickou formu tvaru

0 0 0
2 *\ - )2 e
d°f(z )_(h18x1+h28$2+ hn@xn) f(z*) = ®(hy, hoy... hy).

V bode x* nastava lokdlni extrém, a to
e ostré lokdlni maximum, je-li ® zdporné definitni forma,
e ostré lokdlni minimum, je-li ® kladné definitni forma.

Je-li ® indefinitni forma, pak v bodé x* lokalni extrém nenastavd.
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Dikaz. Vétu dokazeme pro funkci dvou proménnych. V pripadé funkce n
proménnych bychom postupovali zcela analogicky. Jestlize rozvineme funkci
do Taylorovy fady v bodé z*, dostavdme na okoli bodu O(x) vztah

* 1 * 1 2
fla) = f(2") + 3df (27) + 5;d°f(O),

kde © = [z} + Ohy, x5 + Ohs] pro vhodné éislo 6 € (0,1). Vzhledem k pied-
pokladu, ze x* je staciondrni bod, plati df(z*) = 0. To ale znamen4, ze pro
rozdil funkcénich hodnot funkce f v bodech x a z* dostavame

Vzhledem k ptedpokladu spojitosti parcidlnich derivaci funkce f druhého
radu plati
i (£ (O)} + 22y (O)hihs + £, (O)1)) =

= foo()RT + 2f0y (T h1ho + fo (x5 = A2 f(2%).

Pokud tedy plati, ze d2f(z*) # 0, pak na dostatecné malém okoli bodu z* tj.
pro dostatecné malé 6, diky spojitosti diferencialu druhého radu plati

sgnd?f(©) = sgn (fuz(O)hT + 2fuy (O)hihz + [, (O)h3) =
= sgn (foe(2")] 4 2fuy (2" ) h1ho + fyy(x*)h3) = sgnd® f(z*).

Odtud vidime, ze znaménko rozdilu funkénich hodnot funkce f v bodech
x a x* je dano vztahem

sgu(f (z) — f(a")] = sgnfua(@)h] + 2 foy (x")h1ha + fy (27)D3] = (P, ha).

Nyni je zfejmé, ze staci vysettit vlastnosti kvadratické formy, kterou predsta-
vuje diferencial druhého tadu funkce f. Druh této kvadratické formy
urcuje znaménko rozdilu f(z) — f(z*). Shrneme-li obdrzené zavéry, dosta-
neme nasledujici vysledky:

o Je-li ®(hy,hy) kladné definitni forma, je ®(hy, hy) > 0 za predpokladu
(h1, ha) # (0,0), a proto na vhodném prstencovém okolf plati nerovnost
flx)—f(x*) > 0,tj. f(x) > f(z*). V bodé x* nastdva tedy ostré lokdlni
minimum funkce f.

o Je-li ®(hy, he) zaporné definitni forma, je ®(hq, hy) > 0 za predpokladu
(h1, ha) # (0,0), a proto na vhodném prstencovém okolf plati nerovnost
flz)—f(z*) <0, tj. f(z) < f(x*). V bodé z* nastava tedy ostré lokalni
maximum funkce f.
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o Je-li ®(hy, hy) indefinitni forma, muze byt rozdil f(z) — f(2*) kladny
i zaporny ve vhodné zvolenych bodech z néjakého okoli bodu x*. To
ovsem ale znamenad, ze funkce f nemuze mit extrém v bodé z*. o

Poznamka 8.18. V pripadé, ze je druhy diferencial nékterou ze semide-
finitnich forem, muze ale nemusi nastat v bodé x* extrém. K rozhodnuti o
existenci extrému je vSak nutné zkoumat vlastnosti funkce f pouzitim jinych
metod. Témito postupy se ale nebudeme zabyvat.

Poznamka 8.19. Sylvesterovu vétu muzeme aplikovat na diferencial druhého
fddu, polozime-li fi.., = ai; = fz;2; = aj. Matice kvadratické formy, kterou
predstavuje diferencidl druhého fadu v bodé z* ma tedy tvar

fmlxl (:C*) fIIIQ(x*> R lemn(x*)
Jaowr (T°) fagwn(T°) oo faga, (77)

om0 Foma (@) o fonm (2°)

Tuto matici nazyvame druhou derivaci funkce f nebo také hessidnem a
znacime ji symbolem f”(z*).

Priklad 8.20. Naleznéte lokdln{ extrémy funkce f(z,y) = 2° — 2%y +1y*+4y.
Reseni. Z predchézejicich pifkladi jiz vime, ze nejdifve musime najit nulové
body parcialnich derivaci funkce f prvniho fadu. Dostavame tedy

fo(m,y) = 32* — 22y = 2(3x — 2y) a fy(z,y) = —2% + 2y + 4.

a dale ze vztahu

x(3z —2y) =0
vidime, Ze rovnost nastava tehdy, jestlize x = 0 nebo 3z = 2y. Z prvni
moznosti vyplyva, ze y = —2. Druha moznost vede na teSeni kvadratické
rovnice, 2 — 3z — 4 = 0, jejiz kofeny jsou x = 4 a x = —1. Témto FeSenim
odpovidaji hodnoty y = 6 a y = —3/2. Vysledkem nasich vypocti jsou tedy
celkem tii stacionarni body S; = [0,—2], Sy = [4,6] a S5 = [-1,—-3/2].

V dalsim postupu ukazeme, jakym zpusobem lze rozhodnout o tom, zda se
jednéa o body, ve kterych funkce f nabyva extrému ¢i ne. K tomu je nutné
vysettit vlastnosti kvadratické formy tvaru

D(hi, ho) = foahi + 2feyhiha + fyyhs.
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Vidime tedy, Ze nejprve je nutné vypocitat parcidlni derivace druhého fadu
funkce f. Jednoduchy vypocet ndm dava

fa7$:6$_2y7 fa:y:_2xa fyy:2'

Hodnoty parcialnich derivaci budeme vy¢islovat pro kazdy stacionarni bod
zv14st.
e Pro bod S; = [0, —2] mé kvadratickd forma tvar

®(hy, hy) = 4h% + 0 - hyhy + 203,

Prislusné minory jsou
4 0
D1—4>0, DQ—‘02’>0

Prislusna kvadraticka forma je kladné definitni a to znamena, ze bod
S1 = [0, —2] je bodem lokélnfho minima funkce f.

e Pro bod Sy = [4,6] mé kvadratickd forma tvar
®(hy, hs) = 1252 — 16h1hs + 253,

Prislusné minory jsou

12 -8

D1:12>0, D2:’—8 2

<o

Kvadraticka forma je tedy indefinitni, protoze minor sudého tadu je
zéporny. V dusledku toho je bod Sy = [4, 6] sedlovym bodem funkce f.

e Pro bod S5 = [—1, —3/2] mé kvadratickd forma tvar
®(hy, hy) = —3h2 + dhihy + 2h2.

Prislusné minory jsou

D, =-3<0, D2:’ _‘;’ g

‘<0.

Piislusna kvadraticka forma je tedy opét indefinitni, coz znamena, ze
bod S3 = [—1,—3/2] je sedlovym bodem funkce f.

8.3 Ijlohy k samostatnému reseni

Cviceni 8.1. Urcete druh kvadratické formy, kterou mame danu ve tvaru
Dy (21, 72) = 22 + 223 + 62175.
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Cviceni 8.2. Urcete druh kvadratické formy, kterou mame danu ve tvaru
@2(1‘1,%’2) = —31'% — 2.7)% + 4.%'11’2.

Cviceni 8.3. Urcete druh kvadratické formy, kterou mame danu ve tvaru
@2(1‘1, T2, I3) = 21‘% + 4.13% - 3$§ + 81’11’2 - 21’11‘3 + 41’2[[‘3.

Cviceni 8.4. Urcete druh kvadratické formy, kterou mame danu ve tvaru
@2(1‘1, T2, I3) = 61‘% + 31’% + ZL’% + 4ZE1I2 + 21321‘3.

Cviceni 8.5. Najdéte vsechny kritické body funkce, ktera je dand vztahem
f(z,y) = zy—x—y, a urCete, zda se jednd o bod lokdlniho maxima, lokalniho
minima nebo o sedlovy bod.

Cviceni 8.6. Najdéte vsechny kritické body funkce, ktera je dand vztahem
f(z,y) = 2> + 3zy* + 3y? — 152 + 6, a urcete, zda se jednd o bod lokdlniho
maxima, lokdlniho minima nebo o sedlovy bod.

Cviceni 8.7. Najdéte bod, ve kterém je tecna rovina ke grafu funkce
f(z,y) = 2% + 42 + y> rovnobézna s rovinou xy.

Cviceni 8.8. Najdéte vsechny lokalni extrémy funkce, ktera je dand vztahem
flz,y) = 42® +y* — 122 — 3y.

Cviceni 8.9. Najdéte vsechny lokalni extrémy funkce, ktera je dana vztahem
fley) =2y -2~ 7 +3.
Cviceni 8.10. Najdéte vSechny lokalni extrémy funkce, ktera je dana vzta-

hem f(z,y) = sinz + siny.

8.4 Vysledky tloh k samostatnému reSeni

Cviceni 8.1. Indefinitni.
Cviceni 8.2. Zaporné definitni.
Cviceni 8.3. Indefinitni.
Cviceni 8.4. Kladné definitni.
Cviceni 8.5. [1,1], sedlovy bod.

Cviéeni 8.6. [v/5,0] — lokdlni minimum, [—+/5,0] — lokdlni maximum,
[—1,2], [-1, —2] — sedlové body.
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Cviceni 8.7. [-2,0,—4].

Cviceni 8.8. f(—1,—1) = 10 — lokdlni maximum , f(1,1) = —10 — lokéln{
minimum.

Cviceni 8.9. f(—1,—2) =9 — lokdlni minimum.
Cviceni 8.10. Lokélni maximum f((2m + 1)7/2, (2n + 1)7/2) = 2, jsou-li

m a n sudd; lokdln{ minimum f((2m + 1)7/2, (2n + 1)7/2) = =2, jsou-li m
a n lichd.
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9 Vazané extrémy

Klicova slova. Vazané lokalni minimum, vazané lokalni maximum, Lagran-
geova funkce, Lagrangeovy multiplikatory.

V ptedchozi kapitole pojednavajici o volnych lokalnich extrémech jsme si
pripravili cestu k vySetfovani tzv. vazanych extrému neboli lokalnich extrému
vazanych vedlejsimi podminkami. Tyto tlohy jsou charakteristické tim, ze
kromeé funkce, jejiz extrém hledame, jsou predepsany dalsi dodatecné podmin-
ky, které méni povahu optimaliza¢ni ulohy.

9.1 Lokalni extrémy s vazbou

Definice 9.1. Necht f:R* = Ragy,...,gm :R* =R, kde 1 <m < n,
jsou funkce. Polozme M = {x € R";g;(z) = 0A ... A gn(z) = 0}. Necht
M C D(f), x* = [z7,...,2}] € M. Existuje-li okoli O(z*) bodu z* takové,
ze pro viechna x € O(z*) N M plati f(z) > f(x*), iikdme, ze funkce f ma
v bodé z* lokdlni vdzané minimum. Rekneme, 7e funkce f mé v bodé
x* € M lokalni vdzané maximum, jestlize existuje okoli O(z*) bodu z*
takové, ze pro viechna x € O(z*) N M plati f(z) < f(z*). Lokdln{ vdzana
minima a maxima funkce f se nazyvaji lokalni vazané extrémy.

Poznamka 9.2.

1. Rovnice g1(z) = 0,...,g9m(xz) = 0 se nazyvaji vazebné rovnice nebo
také vazebné podminky

2. Misto terminu lokédlni vazany extrém se muze pouzit terminu lokalni
extrém vzhledem k M nebo také lokalni extrém vazany podminkami

g1(x) =0,...,gm(x)=0.

3. V textu se budeme soustiedit na funkce dvou ¢i ti{ proménnych. Pro
piipad n = 2 budeme misto xy, zo psat x, y. V piipadé, ze n = 3
znacime x, y, z misto x1, x2, T3.

Geometricka interpretace vazanych extrému. Necht n = 2, m = 1.
Necht z = f(z,y) je spojité diferencovatelnd funkce na mnoziné M C D(f)
a M je zaddna rovnici g(x,y) = 0. Extrémy funkce f hleddme s ohledem
na podminku g. Extrémy mohou nastat pouze v bodech [z,y] defini¢niho
oboru funkce f, které lezi na kiivce o rovnici g(z,y) = 0, tedy v bodech
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[z,y] € M. z-ové soufadnice téchto bodu, tj. funkéni hodnoty odpovidajici
bodum [z,y] € M, lezi na kiivce 7, kterd vznikne prinikem plochy z =
f(z,y) a plochy uréené rovnici g(z,y) = 0. Maximum a minimum funkce
f(z,y) s vazebnou podminkou g(z,y) = 0 z geometrického hlediska najdeme
na kiivce 7, obrazek 17. Necht funkce f ma v bodé A = [x¢,yo] € M lokaln{
extrém vazany podminkou g(z,y) = 0, tj. g(A) = 0. Bodu A odpovidé na
plose z = f(x,y) a kiivce v bod B = [0, Yo, 20|, kde zo = f(x0,v0)-

Y

Obrazek 17: Geometricka interpretace vazanych extrému

Poznamka 9.3.

1. Vsimnéme si pro jednoduchost ptipadu n = 2, m = 1. Pak M je
kiivka v R? zaddna rovnici g(x,y) = 0. Pfedpokladejme, Ze je mozno
z této podminky jednoznacéné vyjadiit y = ¢1(x) resp. © = ¢o(y).
Dosazenim této funkce do dané funkce f(z,y), prevedeme tlohu najit
vazany lokalni extrém na tlohu urcit volny lokalni extrém fukce jedné

proménné f(z, (x)) resp. f(d2(y),y)-
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2. Tento postup neni vzdy prakticky zejména pti vétsim poctu proménnych.
V takovém pripadé se pouziva tzv. metoda Lagrangeovych multiplika-
toru. Funkce definovana vztahem

L(z,\) = L(x1, ..., Tpy A1y ooy A) = [, .. ,xn)—i—z Megr(x1, o )
k=1

se nazyva Lagrangeova funkce a konstanty A\, se nazyvaji Lagrangeovy
multiplikatoty.

Podobné jako v kapitole o lokalnich extrémech nejprve zformulujeme nut-
nou podminku existence lokalniho vazaného extrému.

Véta 9.4. Necht funkce n proménnych f, g1,. .., gm, 1 < m < n, maji spo-
gité parcidlni derivace 1. ¥ddu v oteviené mnoziné U C R™ a necht v kazdém
bodé mnoZiny U md matice
g1 991
o1 Tt Oz
9gm 9gm
o0z Tt Oz
hodnost m. Bud M mnoZina vsech bodi v = [x1,...,x,], které vyho-
vugi vazebnygm rovnicim gi(z) = 0,...,gm(z) = 0. Md-li funkce f v bodé
o = [x},...,2%] € M lokadlni extrém vzhledem k M, existuji redind cisla
A, ..y A takova, Ze
of —\ Jgi
— (") + M=—(x*)=0, j=1,...,n. 9.2
S+ NG E) =0, (9
k=1
Poznamka 9.5.
1. Bod z* = [z7,...,2}], ktery spliuje vazebné rovnice a je feSenim (9.2),

se nazyva stacionarni bod. Tedy bod z* z véty 9.4 je stacionarni bod.

2. Ozna¢me matici (9.1) jako matici G. Matice G je tvofena vektory

parcidlnich derivaci funkce g, tj. g;, £ = 1, ..., m. Podminka, Ze hod-
nost matice G je rovna m znamend, ze zadnd z rovnic gi(z) = 0,
k=1,...,m, neni zbytecna.
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3. Metodu multiplikatoru lze pouzit i v ptipadé, kdy bude zaddna mnozina
M={zeR" ¢(x)=0,...,9n(z) = 0} nikoli jen systémem rovnosti,
ale také systémem nerovnosti. Tato obecnéjsi tloha je popsdna napf.

v [3] nebo [8].

Véta 9.4 11ikd, ze lokdlni vazany extrém muze nastat pouze ve stacionarnim
bodé. Zda ve stacionarnim bodé lokalni extrém nastava ¢i nenastava roz-
hodneme pomoci vlastnosti matice druhych derivaci Lagrangeovy funkce
L"(x, \). Zformulujeme si postacujici podminku pro existenci lokalniho extré-
mu.

Véta 9.6. Necht funkce f, g1, ..., gm jsou dvakrdt spojité diferencovatelné
v bodé x*, ktery je staciondrnim bodem funkce f na M a A\i,..., A\, jsou
prislusné Lagrangeovy multiplikdtory, tj. L'(x,\) = 0. Ddle necht matice
(9.1) md v bodé x* hodnost m. Jestlize pro vSechna nenulovd h € R™ splriugici

podminku
(G(x*),h) =0 (9.3)

platt
(L"(x*)h,h) > 0, (9.4)

mda funkce f v bodé x* ostré lokdlni minimum vzhledem k M. Jestlize pro
vSechna nenulovd h € R™ splnujici podminku (9.3) plati

(L"(z*)h, ) < 0, (9.5)

md funkce f v bodée x* ostré lokdlni maximum vzhledem k M.

Poznamka 9.7.
1. Dukazy k vétam 9.4, 9.6 najdéte napt. v [2], [9].

2. Podminka (9.3) udava, ze skaldrni souc¢in je roven nule. To znamena,
ze vektory h maji byt kolmé k vektoru g, (z*), k = 1,...,m. Tyto
vektory tvoif matici G, jejiz hodnost je m. Tedy vektory g (z*) jsou
linearné nezavislé a tvori bazi néjakého m-rozmérného prostoru. Tento
prostor se nazyva normdalovy prostor k mnoziné M v bodé x*, kde
M ={z e R" gx(z) =0,k = 1,...,m}, a jeho ortogonélni doplnék se
nazyva tecny prostor k mnoziné M v bodé z*.

Nyni na zakladé véty 9.4 a véty 9.6 zformulujeme navod, jak postupovat
pri hledani vazanych extrému funkci se spojitymi druhymi derivacemi:
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1) Zapiseme vazebné rovnice ve tvaru gg(x) =0, k = 1,...,m a uré¢ime hod-
nost matice G.

2) Vytvorime Lagrangeovu funkci L a uréime stacionarni body funkce f
vzhledem k M.

3) Spocteme druhou derivaci Lagrangeovy fukce L ve stacionarnich bodech.
4) Urcime h € R™.

5) Vysetiime definitnost kvadratické formy (L”(z*)h, h).

Priklad 9.8. Urcete lokdlni extrémy funkce f(z,y) = bz? + y? — 4y — 10z
vézané podminkou 5z2 + y? = 25.

Reseni. Ulohu budeme fesit metodou Lagrangeovych multiplikatoru s vaz-
bou g(z,y) = 5a? + y? — 25. Matice G = (2, g—i) = (10, 2y) m4 hodnost 1.
Hodnost této matice by byla od jedné riznd, tedy nulova, pouze v ptipadé, ze
x =y = 0. Tyto hodnoty vsak nevyhovuji vazebné podmince. Lagrangeova

funkce ma tvar
L(z,y, A) = 52% + y* — 4y — 10z + A(52° + y* — 25).

Spocteme jeji parcidlni derivace podle proménnych z, y a polozime je rovny
nule. Spolu s vazbou ziskdme soustavu tii rovnic o tfech nezndmych vedouci
na vypocet stacionarnich bodu Lagrangeovy funkce L:

L,=10z —10+10zA=0=>0= ——

2

g(x,y) = 5z* +y* — 25 =0,

kde A # —1, jelikoz by nebyly splnény rovnosti L, = 0, L, = 0. Vyjadiené
hodnoty = a y dosadime do rovnice vazby,

1 \? 2 \? 2 8
5(—— 2 ) == N =2 A= ——
<1+/\) +<1+A) TAT Ty Ty

Pro \; = —% dopocitame x; = g, Y1 = %, ziskali jsme staciondarni bod
xy = [%, %] S5tejnlé(z) postupujeme pro hodnotu Ay = —%, Ty = —g, Yy = —%,
tedy 3 =[5, — 3]

Sestavime matici druhych parcidlnich derivaci Lagrangeovy funkce L:
L// — Lma: Lmy — ].0 + 1OA 0
Ly, Ly, 0 242X )7
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Dosadime do L” jednotlivé stacionarni body a piislusné hodnoty A:

2 N 6 0
/\1:—53 L//(xl)_(o 6)7

5>'

Nyn{ uréfme h = (hy, ho) spliujici podminku (9.3). Pro bod z} = [2,
dostévéme G(z7) = (3, %) a

>
no
|
|
oo
=
—~
8
DN *
N—
Il
VR
|
o))
o O

50 20 50 20 2
<G($>{)’h> = <(§’ ?) ) (h1>h2)> = ?hl + §h2 =0 = hy = —ghg,

tj. h = (—2t,t), t € R. Tedy

(L ()h, h) = <_§m> ( :

V bodé z7 je podle véty 9.6 lokdlni minimum.

—2t\ 54
L) _ 2
> ( ) )—25t >0 prot#D0.

cloe O

Podobné pro bod a3 = [-2, =] dostéavame G(z3) = (-3, —2) a
50 20 50 20 2
<G(:E;),h> = <(_§v _§> ) (hlah2)> = _ghl—ghQ =0= h; = —ghg,

tj. h = (—2t,t), t € R. Tedy

2 — —2t 4
(L"(x3)h, h) = <—5t,t> ( 0 0 _g ) ( t5 ) = —;—5t2 <0 prot#0.
5

V bodé z7 je podle véty 9.6 lokdlni maximum.

Priklad 9.9. Urcete lokdln{ extrémy funkce f(z,y) = 22 + 3xy — y* vdzané
podminkou z + y = 3.

Reseni. Ulohu vyTtesime dvéma zpusoby.
1) Z vazby = +y = 3 lze jednoznacné vyjadiit y, tedy y = 3 — x. Tento vztah

dosadime do zadané funkce f(z,y) = 2 + 3zy — y?, dostaneme funkci jedné
proménné

F(z)=f(z,3—2) =2 +32(3—2) — (3 —2)> = =327 + 150 — 9.

Zadanou tlohu jsme tedy prevedli na tlohu hledani extrému funkce jedné
proménné. Plati
F'(z) = —6x + 15.
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Derivaci polozime rovnu nule a nalezneme staciondarni bod = = g Protoze
F"(z) = =6 < 0, ma funkce F' v bodé z = 2 lokdln{ maximum. Dopocitdme
y=3-— g = % Odtud plyne, Ze funkce f(x,y) = x* + 3xy — y?> ma v bodé
2, 2] védzané lokdln{ maximum.

2) Ulohu muzeme fesit také pomoci Lagrangeovych multiplikatoru s vazbou

g(z,y) = z+y—3 = 0. Matice G = (22, 29) = (1,1) m4 hodnost 1. Sestavime

oz’ dy
Lagrangeovu funkci
L(z,y,\) = 2+ 3zy — y* + Mz +y — 3),
zderivujeme ji podle x a y a derivace polozime rovny nule
L,=2x+3y+A=0, L,=3z—-2y+X=0.
7 prvni rovnice vyjadiime A, z druhé rovnice vyjadiime A, hodnoty A po-
rovname a dostaneme, ze x = 5y. Dosadime do vazebné rovnice, tj.
1
+y=3=y= 7

K tomu dopoé¢teme hodnotu x = 2 a ziskdvame stacionarni bod z* = [2. 1].
2 272

Spocteme druhé derivace Lagrangeovy funkce L v bodé x*,

"%\ LIQ? ny o 2 3
L<I)_(L Lyy Jliga \3 =2 )7

ye Loy
Uréime h = (hy, he) splitujici podminku (9.3). Pro bod z* = [2, 1] dostdvame
G(z*)=(1,1) a

[

(G(x),h) = hy + hy =0 = hy = —hs, tj. h = (—t,1), t € R.

Tedy

(L (2*)h, ) = (=1, 1) ( . ) (‘tt) — 612 <0 prot#0.

V bodé x* je podle véty 9.6 lokalni maximum.

Piiklad 9.10. Urcete lokdlni vazané extrémy funkce f(x,y, z) = v —2y+ 2z
vzhledem k podmince 22 4 ? + 2% = 1.

Reseni. Ulohu budeme fesit metodou Lagrangeovych multiplikatoru s vaz-

bou g(z,y,2) = x? + y* + 2> — 1. Hodnost matice G = (%’%’%) =
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(2x,2y,2z) je ruznd od 1 pouze v nulovém bodé, ktery vsak nevyhovuje
vazebné podmince. Sestavime Lagrangeovu funkci

L(x7y727)‘):x_2y+22+)\($2—|—y2+22_1)7

spocCteme jeji parcialni derivace podle proménnych z, y, z a polozime je rovny
nule, tj.

L,=1+4+2x\=0,
L,=—-2+2y\ =0, (9.6)
L,=2+22A=0.

Spolu s vazbou ziskdme soustavu ¢tyt rovnic o ¢tyrech neznamych vedouci
na vypocet staciondrnich bodu Lagrangeovy funkce L. Z rovnic (9.6) plyne,
ze A # 0. Kdyby platilo, ze A = 0, pak bychom z prvni rovnice v (9.6) dostali,
ze 1 = 0. Tedy vyjadrené hodnoty z, y a z z rovnic (9.6)

1 1 1

z=—=,

o YT )

r=—

dosadime do vazebni rovnice,

1\? 1\?2 1\? 3 3
i - —Z) =1 M= —2 A=,
( QA) +<A> +( A) - 27 7?2

Pro A\ = —% dopocitame x; = %, Y1 = —§, z = % a ziskali jsme stacionarni

bod z} = [%,—%,g]. Stejné postupujeme pro hodnotu Ay = 2, 2y = —%,
_2 " 2 s 12 2

Yo =3, 22 = —3, tedy a3 = [—35, 5, —3].

Sestavime matici druhych parcidlnich derivaci Lagrangeovy funkce L:

Lzz L:ch L;L'z 200 0
L'=| Ly Ly L. | =0 2x 0

Dosadime do L” jednotlivé stacionarni body a piislusné hodnoty A:

3 -3 0 0
A =——; L'x}) = 0o -3 0|,
9 1
0 0 =3
3 3 00
00 3
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Nynf uréime b = (hy, ha, hs) splitujici podminku (9.3). Pro bod 2§ = (5, —%, 3]
dostévéme G(z7) = (3,—3,3) a
4

2 4
<G($T), h> = §h1 — §h2 + §h3 =0 = hi = 2hy — 2h3,

tj. h = (2t — 2p, t,p), t,p € R. Tedy

3 0 0 2% — 2p
(L"(«)hhy = 2t —2p,t,p) [ 0 =3 0 | =
0 0 -3 P

= —15t% — 15p* + 24pt.

To je kvadratickd forma zaporné definitni, takze v bodé x] nastava ostré
lokalni maximum.

Pro bod z3 = [—%, %, —%] nyni uréime h = (hy, ho, h3) spliujici podminku
(9.3). Dostévame G(z3) = (—3,3,—3) a

2
<G<I;), h) = —ghl -+ ghg — —hg =0 = ]’Ll = 2h2 — 2h3,

tj. h = (2t — 2p,t,p), t,p € R. Tedy

W
[GCRITEN

300 2t — 2p
(L"(z3)h,h)y = (2t —2p,t,p) | 0 3 0O t = 15t°+15p*—24pt.
00 3 »

Kvadraticka forma je kladné definitni, a tedy v bodé x} je ostré lokalni mi-
nimum.

Piiklad 9.11. Najdéte lokélni extrémy funkce f(x,y, z) = zyz na mnoziné
urcené rovnostmi x +y + 2 =30,z +y — 2 = 0.

Reseni. Ulohu vyfesime dvéma zptsoby.
1) Nejdiive ji budeme fesit metodou Lagrangeovych multiplikatoru s vazba-
mi g1(z,y,2) = z+y+ 2z — 30, g2(x,y,2) = = +y — z. Hodnost matice

G fa 11 1
G = % ?zif’é % = ( 11 -1 ) je 2. Sestavime Lagrangeovu funkci
T y z

L(l‘7yazv)\17)\2) = TYz + )\1<l' +y+ Z = 30) + )\2(1‘ + Y= Z)a

spocteme jeji parcialni derivace podle proménnych z, y, z a polozime je rovny
nule. Spolu s vazbou ziskdme soustavu péti rovnic o péti neznamych vedouci
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na vypocet staciondrnich bodu Lagrangeovy funkci L:

Lx:y2+)\1+>\2:0 = >\1+)\2:—y2
Ly=x2z4+XM+X=0 = AN+ X=—22
Lzzxy—i—/\l—/\g:O = /\1—/\2:—ny
g(z,y,2)=x+y+2—30=0,
gz, y,2)=c+y—2=0.

Z prvni a druhé rovnice vyplyva, ze yz = xz, tedy ze y = x nebo z = 0.
Nejdiive budeme uvazovat piipad pro z = 0. Po dosazeni z = 0 do vazebnych
rovnic dostavame

r4+y—30=0=2=30—-y, z24+y=0=2=—y.

Tato soustava neméd teseni. Neziskali jsme zadny singuldrni bod. Dale do-
sadime x = y do vazebnych rovnic a dostavame

r+2+2-30=0=2r4+2=30, z4+2x—2=0=22==2.

Tedy = = 15 . Dopocitame zbyvajici souradnice y = %, z = 15 a hodnoty
M= )\2 — 285 Ziskali jsme staciondrnf bod z* = [, 2,15].
Sestavnne matici druhych parcialnich derivaci Lagrangeovy funkce L:
Lyw Ly Ly 0 2z vy
"=\ Ly Ly Ly, |=|2 0z
Dosadime do L” stacionarni bod z*:
0 15 2
L'(z)=[ 15 0 2
15 E 0

Nyni uréime h = (hy, ha, hs) splitujici podminku (9.3). Pro bod z* = [£2, 15 15]

29 9
dostavame G(z*) = ( 1 i _1 ) a

% . h1+h2+h3 . 0 _ .
<G(x)7h>_<h1+h2—h3)_<0) = hl— hg, h3_07

tj. h = (t,—t,0), t, € R. Tedy

0 15 L
(L"(x*)h,h) = (t,—t,0) [ 15 0 2 —t | = =30t <0 prot #0.
15 15
L1
2 2
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V bodé z* nastava lokalni maximum.

2) Ulohu mizeme Fesit také piimym vyjadienim proménné y z vazebné rov-
nice go, tj.
@y z)=r+y—2=0=>y=z—ux.

Tento vztah dosadime do zadané funkce f(z,y,2) = zyz a vazby ¢, dosta-
neme
F(z,2) = f(z,2 —x,2) = 12* — 2°2,

Gz,z)=v+z—x+2—30=2z—30,

jelikoz G(x,z) = 0, pak z = 15. Tuto hodnotu dosadime do vztahu pro
F(z,z) a ziskdvame

F(z) = F(x,15) = 2257 — 1527,

Zadanou tlohu jsme tedy prevedli na tlohu hledéani extrému funkce jedné
proménné. Plati

_ 15
Fl(a)=225-300=0 = 30r=22 = ==

—30 < 0. Protoze je druh& derivace
lokalni maximum. Dopoc¢itame y = 17

2,2 15] vazané lokdln{

Spo¢teme druhou derivaci F”(x)
zéporné, ma funkce F' v bodé z =
Z toho plyne, ze funkce f(z,y,2) = ryz ma v bodé |
maximum.

Sl

Priklad 9.12. Z 12 m? lepenky se ma vyrobit krabice bez vika. Urcete jeji
maximalni objem.

Reseni. Oznaéme z, y rozméry dna a z vysku krabice. Podle zaddni méme
spocist maximalni objem krabice V (z,y, z), je-li povrch zy + 22z 4 2yz = 12
zadany. Hleddme tedy vézané maximum funkce V' (z,y,2) = zyz s vazbou
xy + 2x2 + 2yz = 12. Ulohu muzeme fesit dvéma zpusoby:

1) Metodou Lagrangeovych multiplikdtoru s vazbou o rovnici

g(x,y,2) = xy + 222 + 2yz — 12.
Sestavime Lagrangeovu funkci

L(I,y, 2, /\) =Yz + )\(xy + 2xz + 2yZ — 12)7
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spocteme jeji parcialni derivace podle proménnych z, y, z a polozime je rovny
nule. Spolu s vazbou ziskdme soustavu ¢tyf rovnic o ¢tyfech neznamych ve-
douci na vypocet stacionarnich bodu Lagrangeovy funkce L:

Yz

yz+ My + 22) S 2
xz

Ly=zz24+ XNz +22)=0 = )\:_x—l—Qz
Ty

T+ A2e +2y) 22 + 2y

g(x,y,2) = xy + 222 + 2yz — 12 = 0.

Z porovnani prvni a druhé rovnice vyplyva, ze y = x, je-li z # 0. Dosazenim

x = y do tfeti rovnice ziskavame x = 4\, y = 4. A tim tedy z druhé rovnice
mame, ze z = 2\. Dosazenim za x, y, z do rovnice vazby mame \ = %

Nalezli jsme jediny stacionarni bod z* = [2,2,1]. Sestavime matici druhych
parcialnich derivaci Lagrangeovy funkce L:

"=\ L, Ly L, |=1| 2+ 0 T+ 2\
L., L, L. y+2\ x4+ 2\ 0

Dosadime do L” stacionarni bod z* a hodnotu \ = %:

0 2 3
L'(z*y=[ 2 0 3
3 3 0
Uréime hlavni minory matice, pro které plati D;(z*) = 0, Dy(z*) = 2 > 0,

D;(z*) = 27 > 0. Podle kritéria nenastava v bodé z* extrém funkce L, coz
jesté netika, ze funkce f nemuze mit extrém vzhledem ke g.

2) Ulohu muzeme fesit také piimym vyjadienim proménné z z vazebné rov-
nice g, tj.

12 —zxy

r,y,2) =axy +202+2yz —12=0= 2 = —.
9(w,y,2) = wy y 2T y)
Tento vztah dosadime do dané funkce V' (z,y, z) = xyz a dostaneme

122y — 2?y?
a2 _ T ry

Ulohu na vazany extrém funkce V' jsme prevedli na tlohu o lokalnich extré-
mech funkce F'. Spocteme parcialni derivace, polozime je rovny nule a ziskame
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soustavu dvou rovnic o dvou neznamych. Plati

Y12 — 2 — 2ay) _2?(12 —y? — 2ay)

Fx— :07 Fm_
2(z +y)? 2(z +y)?

=0.

Ze vztahu F, = 0, F,, = 0 vyplyva x = 0, y = 0. Toto TeSeni vSak nebudeme
uvazovat. Polozime-li 12 — y? — 22y = 0, 12 — 22 — 22y = 0, obdrZime dalsf
feseni. Tedy 22 = y?, z ¢ehoz plyne rovnost x = y (zajimaji nds pouze kladné
hodnoty s ohledem na rozméry krabice). Nalezli jsme jediny stacionarni bod
x* = [2,2]. Dopoé¢itame z = 1. Spoc¢teme matici druhych parcidlnich derivaci
funkce F:

Ia F Y2y +12 2y(12—3zy—22 —y?
F— ze Ly | _ (z+y)3 (z+y)?
wa Fyy xy(12—3zy—a?—y? % (x24+12 :

(z+y)3 (z+y)3

Dosadime do F"” staciondrni bod z*:

P = (21 )

Uréime hlavn{ minory matice. Plat{ D(z*) = —1 < 0, Dy(z*) = 3 > 0.
Podle kritéria nastdva v bodé z* = [2,2] lokdlni maximum funkce F' a tedy
v bodé [2,2, 1] vazané maximum funkce V. Rozmeéry krabice jsou 2 x 2 x 1
a objem V = 4m3.

9.2 Ijlohy k samostatnému reseni

Cviceni 9.1. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(z,y) = 4o + xy — 5y na
mnoziné urcené rovnosti x — y = 4.

Cviceni 9.2. Urcete lokalni extrémy funkce f(x,y) = 41ny—2z za podminky
2
Yy =z°.

Cviceni 9.3. Najdéte lokalni extrémy funkce f(x,y) = —y + 4 na mnoziné
uréené rovnosti (z —2)% + (y — 2)? = 1.

Cviceni 9.4. Najdéte lokdln{ extrémy funkce f(z,y) = 4x(y? — 2y + 4) na
mnoziné urcené rovnosti ry = i.

Cviceni 9.5. Urcete lokdln{ vazané extrémy funkce f(z,y) = 2? + y vzhle-
dem k podmince 2% + y? = 1.
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Cviceni 9.6. Urcete lokalni vazané extrémy funkce f(z,y) = zy vzhledem
k podmince 922 + y? = 4.

Cviceni 9.7. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x,y,z) = x4+ y + z na
mnoziné uréené rovnosti z? + y? + 2% = 1.

Cviceni 9.8. Urcete vazané extrémy funkce f(z,y, z) = x—y+ 3z vzhledem
k podmince z? + y* + 422 = 4.

Cviceni 9.9. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(z,y,z) = v — 2y + z na
mnoziné uréené rovnosti 3z2 + 6y> + 222 = 1.

Cviceni 9.10. Urcete lokalni extrémy funkce f(z,y, 2) = + 2y + 3z vzhle-
dem k podminkdm 22 +¢y?> =1, 2 —y+2=1.

9.3 Vysledky tdloh k samostatnému reSeni
Cviceni 9.1. A= -2, [3, —3] lokdln{ vdzané minimum

Cviceni 9.2. \ = =, [8,64] lokdln{ vdzané minimum

167

Cviceni 9.3. X = 1, [2,3] lokdln{ vdzané minimum, A = —1, [2, 1] - lokdln{
vazané maximum

Cviceni 9.4. )\ = -8, [8,2] lokalni vazané minimum, \ = 24, [—%,—2]
lokalni vazané maximum

Cviceni 9.5. A = —3, [0, 1] vézané lokdln{ minimum, A = 3, [0, 1] lokaln{
vézané minimum, A = —1, [‘/7?:, 1] lokaln{ vdzané maximum, A = —1, [—%, 3]
lokalni vazané maximum

Cvicéeni 9.6. \ = l [—ﬁ \/§] vazané lokdlni minimum, \ = %, [— —\/_]
lokdIn{ vézané minimum, A = —3, [\/i V2] vézané lokdlni maximum, A\ =
—%, [—i —/2] lokélni vazané maximum

CVlcenl 9.7. A= 2 , [—7, —\%, —\1[] lokalni vazané minimum, \ = —\/75,

[L 7 f \[] lokalni vdzané maximum

Cviceni 9.8. \ = 8

A= VT [ A 4 3] ]okdInf

4 4 3 1 2 , ..
T T I ﬁ] lokalni vazané minimum,
8 0 W T VI VIt al

vazané maximum
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— V3 1 11 sIni vazand i — V3
Cv1cen119.9. A==, [3\/5, Wl \/g] lokalni vazané maximum, A = %,

1 1 ’ , , , . .
(=373 3737 — 73/ lokélni vdzané minimum

Cviceni 9.10. )\ = Y2 )\, = -3, (A5 — 5 1 — 5] lokdlnf vézané

minimum, A\; = ——V229, Ay = =3, [—\/%—9, \/i—g, 1—|—\/L2—9] lokalni vdzané maximum

[\
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10 Globalni extrémy

Klicova slova. Globalni minimum, globalni maximum.

Podobné jako u funkei jedné proménné je tieba rozliSovat mezi lokalnimi
a globdlnimi extrémy. U lokalnich extrému jsme zkoumali danou funkci pouze
lokélné, tj. v okoli néjakého bodu. O globalnich extrémech mluvime v piipade,
ze je zaddna mnozina a na této mnoziné hledame bod, v némz funkce nabyva
nejveétsi resp. nejmensi hodnoty.

10.1 VysSetrovani globalnich extrémiu

Definice 10.1. Necht f : R" — R, M C D(f), =* = [z},..., 2] € M.
Rekneme, Ze funkce f mé v bodé z* globdlni maximum na M, jestlize
Vo € M plati f(x) < f(x*).

Rekneme, 7e funkce f mé v bodé z* globalni minimum na M, jestlize
Vo € M plati f(z) > f(z*). Jsou-li nerovnosti pro x # x* ostré, mluvime
o ostrych globalnich extrémech. Misto terminu globalni extrém se pouziva

casto pojem absolutni extrém.

Je-li mnozina M kompaktni a funkce f spojita, pak podle Weierstras-
sovy véty 2.17 ihned plyne tvrzeni o existenci globalnich extrému. V kterych
bodech globalnich extrémtu muze funkce f nabyt, fika nasledujici véta.

Véta 10.2. Necht M C R™ je kompaktni mnoZina (tj. uzaviend a
ohranicend) a funkce f : M — R je spojita na M. Pak f nabjvd svijch
absolutnich extrémi bud v bodech lokdiniho extrému leZicich wvnity M nebo
v nékterém hranicnim bode.

Poznamka 10.3.

1. V pripadé, ze globalni extrém nastane uvnitt mnoziny M, je globdlni
extrém zaroven i lokalni extrém. Ale opak neplati, tj. ma-li dana funkce
v nékterém bodé lokdlni extrém, nemusi byt extrémem globalnim.

2. Pokud globalni minimum a globalni maximum existuji, pak jsou urcena

jednoznacné. Funkce muze téchto hodnot nabyvat obecné ve vice bo-
dech.
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3. Hranice mnoziny M lze ¢asto popsat pomoci rovnic. VysSetfovani hra-
nice mnoziny M vede k vazanym extrémum. Pokud je hranice tvorena
vice kiivkami, vysetiuji se vazané extrémy na jednotlivych krivkach.

Ptedchozi véta poskytuje navod pro nalezeni globalnich extrému diferencova-
telnych funkci na kompaktnich mnozinach. Postupovat budeme néasledovné:

1) Najdeme stacionarni body lezici uvnitt mnoziny M a ur¢ime jejich funkéni
hodnoty. Nebudeme ovérovat, zda se jedna o lokalni extrémy. Je to zbytecné a
obvykle i pracné vylucovat stacionarni body, v nichz extrém nenastava. Tim
sice vypocteme funkéni hodnoty i v nepotiebnych bodech, ale ty se stejné
neuplatni.

2) Vysetiime funkci f na hranici mnoziny M, tj. uréime vazané extrémy
funkce f. Spoc¢teme funkéni hodnoty v nalezenych bodech vazanych extréma.
Pokud je hranice tvotena vice kiivkami, je nutno spocist funkéni hodnoty i
ve vrcholech hrani¢nich kfivek, tj. v prunicich ruznych vazeb.

3) Porovndme vSechny spoctené funkéni hodnoty. Extrém s nejvétsi funkéni
hodnotou je globdlni maximum, extrém s nejmensi funkéni hodnotou je globél-
ni minimum.

Priklad 10.4. Urcete globalni extrémy funkce f(z,y) = 5z?+y* — 4y — 10z
na mnoziné M dané nerovnosti 52 4 y? < 25.

Reseni. Mnozina M je kompaktni a funkce f je spojitd, pak dle véty 10.2
na mnoziné M existuje maximum a minimum funkce f. V tomto ptipadé je
mnozina M zadéana elipsou, viz obrazek 18.

Nejprve hledame lokélni extrémy funkce f uvnitt mnoziny M. Spoc¢teme
parcialni derivace a polozime rovny nule,

fo(z,y) =100 —10=0 =zx=1, f(r,y)=2y—4=0 =y=2,

Dostali jsme bod z} = [1,2]. Je nutno ovérit, zda tento bod skutecné lezi uv-
nitt mnoziny M. Dosadime jej do zadané nerovnosti a zjistime, ze nerovnosti
elipsy vyhovuje. Bod z] = [1, 2] je prvni bod podeztely z extrému.

Déle hledame body extrému funkce f na hranici mnoziny M. Sestavime
Lagrangeovu funkci s vazbou g(z,y) = 5z + y* — 25 = 0. Z piikladu 9.8
vime, ze funkce f mé dva staciondrni body, tj. 3 = [2, Y] a 2% = [-2, -]
Spocteme funkéni hodnoty v nalezenych bodech, hodnoty porovname a roz-

hodneme o existenci globalnich extrému funkce f,

flay) = =9, f(a3) = =15, f(w3) =65 = f(x3) < f(a]) < fla3).

5 10]

‘ % % _ 5 10 Tt i % ok
Funkce f md v bodé x5 = [3, 3] globdlni minimum a v bodé 3 = [—3, —3

globalni maximum.
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Obrazek 18: Mnozina M

Piiklad 10.5. Na mnoziné M dané nerovnostmi 5z + y? < 25, > 0
najdéte nejmensi a nejvétsi hodnotu funkee f(z,y) = 5% + y* — 4y — 10x.

Reseni. Existence maxima a minima opét plyne z véty 10.2. Nejprve hleddme
lokdln{ extrémy funkce f uvniti mnoziny M (obrézek 19).
Spocteme parcidlni derivace a polozime rovny nule,

folz,y) =100 —10=0 =2z=1, f(r,y)=2y—4=0 =y=2

Dostali jsme bod zj = [1,2]. Je nutno ovéfit, zda tento bod skutecné lezi
uvnitt mnoziny M. Dosadime jej do zadanych nerovnosti a zjistime, Ze ne-
rovnosti elipsy vyhovuje a také je splnéna podminka x > 0.

Déle hledame body extrému funkce f na hranici mnoziny M, ktera je tvorena
obloukem elipsy a tiseckou. Uvazujeme-li funkci f s vazbou g(x,y) = 5z* +
y? — 25 = 0 pro x > 0, sestavime Lagrangeovu funkci s touto vazbou a dle
predchoziho piikladu dostdvame pouze bod x5 = [g, %]

Uvazujeme-li = 0, pak y € (—5,5). Piimym dosazenim x = 0 do zadané
funkce f(z,y) = 52% + y* — 4y — 102 dostavame funkci jedné proménné
F(y) = y* — 4y. Plati

Flly)=2y—4=0=y=2¢ (=5,5).

149



Obréazek 19: Mnozina M

Nalezli jsme staciondrni bod =% = [0, 2].

Nyni je zapotiebi vySetfit i krajni body [0, —5], [0, 5], které jsou pruniky
ruznych vazeb.

Spocteme funkéni hodnoty v nalezenych bodech, hodnoty porovname a roz-
hodneme o existenci globalnich extrému funkce f,

f(xi) = _97 f(l;) = _157 f('r;) = _47 f(07 _5) = 457 f(0’5) = 57
fa3) < f(a1) < flaz) < f(0,5) < f(0,-5).

Funkce f méd v bodé 3 = [2, 2] globdln{ minimum a v bodé [0, —5] globalni

maximum.

Priklad 10.6. Na mnoziné M dané nerovnostmi y >0, x > 0,y < 3 —=x
najdéte nejmensi a nejvétsi hodnotu funkee f(x,y) = 2% + 3zy — 4 .
Reseni. Mnozina M je tvofena trojihelnikem s vrcholy A = [0,0], B = [3,0],
C = [0,3] a vsemi body, které v ném lezi, obrézek 20. Existence maxima a
minima opét plyne z véty 10.2.

Nejprve hleddme lokalni extrémy funkce f uvniti mnoziny M, tj. uvniti
trojuhelniku ABC'. Spoc¢teme parcialni derivace a polozime je rovny nule,

folz,y) =20 4+3y=0 =2z =-3y, fy(z,y) =3r—-2y=0 =3z =2y

a nalezneme stacionarni bod zj = [0, 0]. Tento bod nelez{ uvnit# trojuhelniku
ABC'. Nema smysl hledat v tomto bodé extrém funkce f.
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Obréazek 20: Mnozina M

Hranice mnoziny M je tvofena tiemi tseckami. Uloha hleddni vazanych
extrému funkce f se tedy rozpada na tifi pripady, tj. na jednotlivé tsecky
zadaného trojuhelniku.

a)

Hleddme vazané extrémy funkce f s vazbou g(x,y) = = = 0 pro
y € (0,3). Vzhledem k jednozna¢nému vyjadieni proménné z z rov-
nice vazby, tj © = 0, pfevedeme tulohu o hleddni vazaného extrému
na ekvivalentni ilohu nalezeni lokdlniho extrému funkce F(y) = —y?.

Funkci zderivujeme, derivaci polozime rovnu nule
Fly)=-2y=0

a ziskavame staciondrni bod y = 0, ktery vsak nelezi v intervalu (0, 3),
a tedy vazany extrém na této tsecce nelezi.

Hleddme vazané extrémy funkce f s vazbou g(z,y) = y = 0 pro
z € (0,3). S jednoznaénym vyjadienim y = 0 prejdeme na hledéni
lokalntho extrému funkce F(z) = 2% Funkci zderivujeme, derivaci

polozime rovnu nule, tj.
F'(z) =2x =0,
a ziskavame staciondrni bod x = 0, ktery vsak nelezi v intervalu (0, 3).

Hleddme vézané extrémy funkce f s vazbou g(z,y) = y+x—3 = 0 pro
x € (0,3). Vzhledem k jednoznacnému vyjadieni proménné y z rovnice
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vazby, tj y = 3 — x, prevedeme tlohu o hledani vazaného extrému na
ekvivalentni tlohu nalezeni lokalniho extrému funkce

F(z) =2 +32(3—2) — (3—12)> = —32% 4 152 — 0.

Derivaci této funkce polozime rovnu nule

)
Flla) = ~62+15=0 o= € (0.3).
Nalezli jsme stacionarni bod 3 = [, 1].

Zbyva vysetrit vrcholy trojihelniku ABC, které jsou pruniky ruznych vazeb.
Spocteme jednotlivé funkéni hodnoty v nalezenych bodech a porovname je

39

S (A =0, F(B) =9, £(C) =,

f(C) < f(A) < f(B) < f(x3).

(

f(s) =

Funkce f md v bodé z3 = [2, 3] globalni maximum a v bodé C' = [0, 3]

globalni minimum.

Piiklad 10.7. Na mnoziné M dané nerovnosti 2% + y? + 22 < 1 uréete
globélni extrémy funkce f(z,y,2) =z —2y+ 2z .

Reseni. Existence maxima a minima plyne z véty 10.2. Mnozina M je
tvofena kouli o poloméru 1 a vSemi body v ni lezicimi.

Nejprve hledame lokalni extrémy funkce f uvnitf mnoziny M. Spocteme
parcialni derivace

f“C(x’y’ Z) = 17 fy(x,y,z) = _27 fz(J:,y;Z) =2

a polozime je rovny nule. Tuto podminku ovSem zadny bod mnoziny M ne-
splnuje.

Déale hleddme extrémy funkce f na hranici mnoziny M. Sestavime Lagran-
geovu funkei s vazebni rovnici g(x,y, z) = 22 + y*> + 22 — 1 = 0. Vypocteme
staciondrnf body jako v pitkladu 9.10, tj. } =[5, -2, %] a 2} = [—3, 2, —2].
Spocteme funkéni hodnoty v nalezenych bodech, hodnoty porovname a roz-

hodneme o existenci globalnich extrému funkce f,

flxy) =3, fle3) = =3 = [lx3) < f(a7).

V bodé x5 nastava globalni minimum funkce f a v bodé x} nabyva funkce f
svého globalniho maxima.
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Poznamka 10.8. Ve vysSe popsaném postupu hledani globalnich extrému
jsme vychazeli z toho, ze globédlni extrémy existuji, coz bylo zaru¢eno pomoci
véty 10.2. Pokud by néktery z predpokladu této véty byl vynechan, nemu-
sely by globalni extrémy vubec existovat. V tomto piipadé je uloha hledani
extrému velmi slozita a zadny univerzalni postup neexistuje.

V nasledujicim piikladu si ukazeme, ze jednou z moznosti, jak hledat
globalni extrém bez splnéni predpokladu véty 10.2, je nalezeni lokalnich
extrému a u nich je potfeba dokazat, zda se jedna o extrémy globalni ¢i
nikoli. K tomu bude jesté zapotiebi nasledujici lemma.

Lemma 10.9. Necht n € N a xq,...,x, jsou kladnd &isla. Potom plati
n T+t x,
—— < Yy, < —m. 10.1
% ot i - ! n ( )
Rowvnosti nastanou pouze v pripadé, Ze x1 = --- = x,, tj. vSechna ¢isla jsou
stejnd.

Piiklad 10.10. Z 12 m? lepenky se m4 vyrobit krabice bez vika. Urcete jeji
maximalni objem.

Reseni. Oznac¢me x, y rozméry dna a z vysku krabice, kde z,y, z > 0. Podle
zadani méame spoc¢ist maximalni objem krabice V' (z, y, z), je-li povrch krabice
S = xy + 2xz + 2yz = 12 zadany. Hleddme tedy lokalni maximum funkce
V(z,y,2) = xyz s vazbou xy + 22z + 2yz = 12. Ulohu muZeme fesit dvéma
zpusoby.

1) Ulohu muzeme Fesit také piimym vyjadienim proménné z z vazebné rov-
nice g, tj.

12 —zxy

T, Y, 2) =xy+2x2+2yz—12=0=> 2= ———.
9(@,y,2) = zy y 2wy

Jelikoz x,y,z > 0 a povrch krabice je 12, musi byt zy < 12. Krabice o
rozmérech x, y, z = 21(2;:;5 tedy existuje, pokud zvolime libovolna x,y > 0
tak, aby platilo zy < 12. Pak dosazenim za z do dané funkce V' (z,y, 2) = zyz

obdrzime

122y — 22y?

Fle.y) = 2(z +y)

Ulohu na vdzany extrém funkce V(x,y, z) jsme prevedli na tlohu o lokalnich
extrémech funkce F(x,y) vzhledem k mnozine M = {(z,y) € R*z > 0,y >
0,zy < 12}. Tato mnozina neni uzaviend, ani ohranicend, tudiz v dalsim
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vypoctu nelze pouzit vétu 10.2. Neni tedy zaruceno, ze hledané globalni ma-
ximum existuje. Pokud existuje bod nabyvajici globalniho maxima, pak je
tento bod soucasné bodem lokalnitho maxima, protoze zadny hrani¢ni bod
do mnoziny M nepatii. V dalsim postupu budeme hledat lokalni extrémy.
Spocteme parcialni derivace, polozime je rovny nule a ziskame soustavu dvou
rovnic o dvou neznamych. Plat{

(12— y? — 2ay)

-0, F,= —0.
2(x +y)?

P y*(12 — 22 — 2xy)
T 2ty

Ze vztahu F, = 0, F,, = 0 vyplyva x = 0, y = 0. Toto TeSeni vSak nebudeme
uvazovat, protoze rozmeéry x > 0, y > 0. Dalsi feSeni obdrzime, polozime-li
12—y*—2zy = 0, 12—2?—2xy = 0. Tedy 2% = y?, z ¢ehoZ plyne rovnost = y
(zajimaji nds pouze kladné hodnoty s ohledem na rozmeéry krabice). Nalezli
jsme jediny staciondrni bod z* = [2,2]. Dalsim vypoc¢tem pomoci druhych
derivaci funkce F' bychom zjistili, zda je bod z* = [2,2] bodem lokalniho
maxima. Tento vypocet by mohl byt pracny a stejné bychom se nedozvédéli,
zda v tomto bodé je extrém globélni ¢i nikoli.

Dopocitame z = 1. A dostavame, ze rozméry krabice jsou 2 x 2 x 1 a objem
V =4 m3.

Doposud jsme zjistili, ze pokud globalni maximum existuje, pak musi byt
v bodé [2,2,1]. Nyni pouzijeme lemma 10.9, abych ukézali, Ze skuteéné v bodé
[2,2,1] je globdlni maximum. Pro n = 3 polozime x; = zy, xo = 2z,
x3 = 2yz a dosadime do pravé nerovnosti ve vztahu (10.1), tj.

W< $y+2l’2+2y2

3

Citatel zlomku na pravé strané nenf nic jiného, nez povrch krabice S = 12,
tedy
Var2y22 <4 =  ayz <4
Tim jsme ovérili, ze bod [2,2, 1] je globalnim maximem.
2) Metodou Lagrangeovych multiplikdtoru s vazbou o rovnici
g(x,y,2) = xy + 2x2 + 2yz — 12.

Matice G = (g—g, g—g, %) = (y + 22,2 + 22,22 + 2y) mé hodnost 1. Hodnost

této matice GG by byla nulova pouze v piipadé, ze x = y = z = 0. Ale tento
bod nesplnuje vazebnou podminku. Sestavime Lagrangeovu funkci

L(z,y, 2, A) = xyz + Moy + 2rz + 2yz — 12),
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spocteme jeji parcialni derivace podle proménnych z, y, z a polozime je rovny
nule. Spolu s vazbou ziskdme soustavu ¢tyf rovnic o ¢tyfech neznamych ve-
douci na vypocet stacionarnich bodu Lagrangeovy funkce L:

yz

L, = A 22) =0 = A=— ,
yz + My + 22) 12

rz

Ty
L, = 2 2 =0 = \=— :
7y + M2 +2y) 2 + 2y

g(x,y,2) = xy + 2x2 + 2yz — 12 = 0.

7 porovnani prvni a druhé rovnice vyplyva, ze y = =z, jelikoz z > 0. Dosa-
zenim x = y do tfeti rovnice ziskavame x = 4\, y = 4\. A tim tedy z druhé
rovnice mame, ze z = 2. Dosazenim za x, y, z do rovnice vazby mame \ = %
Nalezli jsme jediny stacionarni bod z* = [2,2,1]. Zbyvé ovérit, zda se jednd
o bod globalniho maxima. K tomu vyuzijeme lemma 10.9, postup viz vyse.

10.2 I'Jlohy k samostatnému reseni a kontrolni otazky

Cviceni 10.1. Najdéte globalni extrémy funkce f(z,y) = %xQ + 2y — 5y na
mnoziné M urcéené nerovnostmi x —y >4, x > 0, y < 0.

Cviceni 10.2. Na mnoziné M dané nerovnostmi x?+y? < 1, |y| < z najdéte
nejmensi a nejvétsi hodnotu funkee f(z,y) = xy.

Cviéeni 10.3. Na mnoziné M dané nerovnosti 22 +1? < 1 najdéte nejmensi
a nejvetsi hodnotu funkce f(z,y) = 22 — 8x +y? + 10 .

Cviceni 10.4. Najdéte globdlni extrémy funkce f(z,y) = 2® + v — 3zy na
mnoziné M = (0,2) x (—1,2).

Cviéeni 10.5. Na mnoziné M dané nerovnostmi 22 < y, y < 4 najdéte
nejmensi a nejvétsi hodnotu funkee f(x,y) =2y —z+y—1.

Cviceni 10.6. Najdéte globdln{ extrémy funkce f(z,y) = 22+ 2xy —4x+ 8y
na mnoziné M = (0, 1) x (0, 2).

Cviceni 10.7. Najdéte globalni extrémy funkce f(z,y) = z%+y* na mnoziné

M, kterd je tvofena trojihelnikem s vrcholy v bodech A = [0,0], B = [2,0],
C =10,1].
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Cviceni 10.8. Najdéte globalni extrémy funkce f(z,y,2) = x + y + 2z na
mnoziné M uréené nerovnosti z2 4 y? + 22 < 1.

Cviceni 10.9. Najdéte globdlni extrémy funkce f(x,y,2) = —y + 3z na
mnoziné M uréené nerovnosti z2 4 y? + 422 < 4.

Cviceni 10.10. Najdéte globalni extrémy funkce f(z,y,2) = x + 2y + 3z
na mnoziné M dané nerovnostmi z? + 3% < z, z < 1.

Otazka 10.1. Co je to kvadraticka forma?

Otazka 10.2. Jaké druhy kvadratickych forem rozeznavame?

Otazka 10.3. Jaké kritérium slouzi k urceni druhu kvadratické formy?
Otazka 10.4. Jak je definovan lokdlni extrém funkce vice proménnych?
Otazka 10.5. Vysvétlete rozdil mezi lokdlnim a globalnim extrémem.
Otazka 10.6. Co je to stacionarni bod funkce?

Otazka 10.7. M4 funkce ve stacionarnim bodé nutné lokalni extrém?

Otazka 10.8. Vysvétlete jak souvisi kvadratické formy s hledanim lokalnich
extrému funkce n proménnych.

Otazka 10.9. Jak pozname indefinitni kvadratickou formu?

Otazka 10.10. Formulujte extremdlni tlohu, ktera ma redlnou interpretaci.
Otazka 10.11. Co jsou to vazané extrémy?

Otazka 10.12. Jak uréime stacionarni bod tlohy na vazany extrém?

Otazka 10.13. Za jakych podminek bude v bodé x* lokalni maximum tlohy
na vazany extrém?

Otazka 10.14. Jaky je princip Lagrangeovy metody?
Otazka 10.15. Jaky je geometricky vyznam vazanych extrému?
Otazka 10.16. Co jsou to globalni extrémy?

Otazka 10.17. Jak globalni extrémy hledame?
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Otazka 10.18. Za jakych podminek bude v bodé z* globalni minimum
ulohy na vazany extrém?

Otazka 10.19. Muze existovat vice bodu, ve kterych bude funkce nabyvat
své nejvetsi, resp. nejmensi hodnoty?

Otézka 10.20. Necht funkce f mé v bodé P lokalni minimum. Bude tato
funkce v bodé P nabyvat i globalntho minima?

10.3 Vysledky tuloh k samostatnému reseni

Cviceni 10.1. [0, —4] globalni maximum, [0, 0] glob&lni minimum

Cviceni 10.2. [\/g , \/g] globalni maximum, [\/g : —\/g] globélni minimum
Cviceni 10.3. [—1,0] globalni maximum, [1,0] globaln{ minimum
Cviceni 10.4. [2, —1] globalni maximum, [0, —1] a [1, 1] globaln{ minima
Cviceni 10.5. [2,4] globalni maximum, [—2,4] globaln{ minimum
Cviceni 10.6. [1,2] globalni maximum, [1,0] globalni minimum

Cviceni 10.7. [2,0] globalni maximum, [0, 0] globalni minimum

L

Cviceni 10.8. | , 75} globdlni maximum, [—

minimum

— \/Lg, — \/ig] globalni

Sl

)

=
2

Cviceni 10.9. [%7 —%, \/if] globalni maximum, [—\/ﬁ, NATd —\/iﬁ] globalni

L. 7 7
minimuin

Cviceni 10.10. [\/Lg,\/lg,l] globdlni maximum, [—
mum

1 _1
6> 3736
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10.4 Kontrolni test
Extrémy funkci

1. Kvadraticka n-arni forma & se nazyva zaporné definitni, jestlize

[ ]ve vsech bodech ruznych od poéatku nabyva pouze zdpornych nebo
nulovych hodnot

[ ]kvadraticka forma —® je kladné definitni
[ ] ve vsech bodech riznych od poéatku nabyva pouze zapornych hodnot

2. Kvadratickd forma ®o (1, x9, 23) = Sx% +x§ + 2x§ +4x109+4T103+ 62273
je
[ ]kladné definitni
[ ]zaporné definitni
[ ]indefinitn{

3. Ve stacionarnim bodé ma funkce f

[ ]lokalni extrém, pricemz o druhu extrému je déle nutné rozhodnout
[ ]lokélni extrém, jestlize je na néjakém okoli daného bodu ohranicena

[ ]muze, ale nemusi mit lokdlni extrém

4. Tetna rovina ke gafu funkce f(x,y) = (222+3y?) je rovnobézna s rovinou
xy v bodech

[100,0,0], [1,0,2/€], [0, 1,3/e]
[100,1,2/e], [-1,0,2/€], [0,—1,3/e]
D [07 17 3/6]7 {17 07 3/6]7 [07 _17 2/6]
5. Funkce f(z,y) = —% + i — 4x 4+ y ma staciondrni body tohoto druhu
[1[1/2,1] sedlovy bod, [1/2, —1] lokéln{ minimum
[1[-1/2, —1] sedlovy bod, [~1/2,1] lokdlni minimum
[1[—1/2, —1] sedlovy bod, [~1/2,1] lokaln{ maximum

6. Urcete vazané extrémy funkce f(x,y) = xy vzhledem k vazebni podmince
y=Inx.

[1[1, —1] vézané lokalni minimum
[1]e?, —2] vdzané lokalni maximum
e, -1

| vazané lokalni minimum
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7.

10.

[1[1, e '] vézané lokdlni maximum

Urcete vazané extrémy funkce f(z,y) = 2x + y vzhledem k podmince
2% 4+ 4y? = 1.

1 4 4 1 7 7 7 ’ .
[ ][+, ] vazané lokdln{ minimum, [—, ﬁ] vazané lokalni maximum
4 1 4 1 & TokATnd i
L] ik ~s) vézané lokdlni maximum, [— =, —3 \/ﬁ] vazané lokalni mi
nimum

|»>

] [—%, ) vézané lokdlnf maximum, [, %] véazané lokalni mini-

—_

1 4 , , 1, e . , , 1, e
——, ——| vazané lokalni minimum, — | vazané lokalni minimum
7 7] [T 755

. Urcete globalni extrémy funkce f(z,y) = 2z + y* na trojihelniku s vr-

choly [0, —1], [2,0], [0,2].

(a) Funkce f(z,y) ma na dané mnoziné globalni minimum v bodé

[

(b) Déle funkce f(z,y) mé na dané mnoziné nasledujici extrémy:
[ 1[0,2] globalni minimum, [—2, 0] globaln{ maximum
1[0, —2] globalni maximum, [~2, 0] globaln{ maximum
[ 1[0, —2] globalni minimum, [—2, 0] globalni maximum

[1[0,2] globalni maximum, [2,0] globalni maximum

. Urcete globélni extrémy funkce f(z,y) = 2+ 4y — 5 na ¢tverci s vrcholy

[_27 _2]7 [17 _2]a [17 1]7 [_2’ 1}'
(a) Globalni minimum nastavéa v bodé [:H:H

(b) Globalni maximum nastava v bodé [ [ ]

Urcete globalni extrémy funkce f(z,y) = —2%+y* — 2y na mnoziné dané
vztahem 22 + 3% < 16.

(a) Globélni maximum nastava v bode [[____J[_ ||

(b) Déle funkce f(x,y) mé na dané mnoziné nasledujici extrémy:

L][— ‘C, 1] globélni maximum, [@, —2] globéln{ minimum
[] [—BTW 5] globdlni minimum, [@, 1] globélni maximum
[] [—@ %] globalni minimum, [@, —%] globalni minimum
[] [—% %] globalni minimum, [32ﬁ %] globalni minimum
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| Konec testu | |Oprava testul

Pocet spravné zodpovézenych otézek: |

Procento dspésnosti: |

Zobrazeni spravného vysledku: |
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