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3 Parciálńı derivace 38
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4.3 Kmenové funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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Předmluva

Tento studijńı materiál vznikl na základě přednášek, které v uplynulých le-
tech navštěvovali studenti bakalářských obor̊u Matematického ústavu Slezské
univerzity v Opavě v rámci předmětu Vybrané partie z matematické analýzy.

Studijńı text je určen posluchač̊um bakalářského studia obor̊u Matema-
tické metody v ekonomice a Aplikovaná matematika při řešeńı krizových
situaćı. Nemuśı být tedy zcela postačuj́ıćı pro studenty odborného studia
matematiky. Jedná se o látku, kterou by měli studenti zvládnout obvykle
v pr̊uběhu zimńıho semestru druhého ročńıku.

Naš́ı snahou bylo už v tomto textu poskytnout student̊um také dosta-
tek př́ıklad̊u, jejichž prostudováńı by jim umožnilo lépe pochopit prob́ıranou
látku. Nicméně i přesto jsme usoudili, že k d̊ukladnému procvičeńı nabytých
teoretických poznatk̊u se lépe hod́ı studijńı text př́ımo určený k tomuto účelu.
To vedlo ke vzniku sb́ırky řešených př́ıklad̊u, která vhodně doplňuje tento
studijńı materiál a kterou t́ımto doporučujeme student̊um ke studiu.

Věř́ıme, že naše snaha pomoci student̊um lépe zvládnout látku z dife-
renciálńıho počtu funkćı v́ıce proměnných bude úspěšná.
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Stručný náhled studijńı opory

Námi vytvořený studijńı materiál pokrývá základy učiva, které se prob́ırá
v diferenciálńım počtu funkćı v́ıce proměnných. Pro studium předpoklá-
dáme znalost diferenciálńıho počtu funkćı jedné proměnné a některé pojmy
z lineárńı algebry a geometrie.

Látka je členěna do deśıti kapitol. V těchto kapitolách se student seznámı́
nejdř́ıve ze základńımi pojmy, jako je definičńı obor funkce, graf funkce, vrs-
tevnice apod. Poté jsou studovány daľśı d̊uležité vlastnosti funkćı, mezi které
patř́ı existence limity funkce v daném bodě a spojitost funkce v daném bodě.
Poté výklad pokračuje kapitolami věnovanými existenci parciálńıch a později
také směrových derivaćı funkce v daném bodě, což jsou pojmy zobecňuj́ıćı po-
jem obyčejné derivace funkce jedné proměnné na n-rozměrný př́ıpad. Velmi
d̊uležitý je pro funkce v́ıce proměnných pojem diferenciál funkce, který je
prob́ırán ve čtvrté kapitole. V souvislosti s touto problematikou jsou dále
odvozeny vztahy pro derivováńı složených funkćı a funkćı daných implicitně.

Celý výklad směřuje, podobně jako u funkćı jedné proměnné k tomu,
abychom źıskali o chováńı funkćı co nejpřesněǰśı představu. K tomu je za-
potřeb́ı zkoumat také extrémńı hodnoty funkćı, což je problematika, které
jsou věnovány posledńı tři kapitoly. V těchto kapitolách se seznámı́me s vyše-
třováńım volných a vázaných extrémů funkćı v́ıce proměnných. Výklad látky
je uzavřen v kapitole věnované globálńım extrémům.

Na konci každé kapitoly je série př́ıklad̊u a kontrolńıch otázek, které maj́ı
student̊um pomoci s procvičeńım prostudované látky. Některé kapitoly ob-
sahuj́ı př́ıklady, jejichž řešeńı je rozděleno do několika fáźı se snahou provést
studenta řešeńım př́ıkladu krok po kroku v př́ıpadě, že mu dané učivo p̊usob́ı
obt́ıže. Dále je na konci každé z kapitol ještě kontrolńı test, který dává stu-
dent̊um možnost ověřit, do jaké mı́ry učivu porozuměli. Výjimkou z tohoto
pravidla je problematika věnovaná extrémům funkćı v́ıce proměnných. Zde
byly testovaćı otázky spolu s testem zařazeny až za posledńı kapitolu po-
jednávaj́ıćı o globálńıch extrémech.
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1 Funkce n proměnných

Kĺıčová slova. Definičńı obor funkce, vrstevnice, graf funkce, okoĺı, otevřená
množina, uzavřená množina.

1.1 Základńı pojmy

V př́ırodńıch vědách se daleko častěji setkáváme se závislost́ı dané veličiny
na hodnotách několika veličin než se závislost́ı na pouze jedné veličině. Z to-
hoto d̊uvodu je účelné mı́t k dispozici matematický aparát, který by nám
umožňoval takové závislosti studovat. Na základě požadavku př́ırodńıch věd
se tedy přirozeně dostáváme k potřebě zobecnit znalosti z diferenciálńıho
počtu funkćı jedné proměnné na v́ıcerozměrný př́ıpad. Př́ıkladem veličiny,
jej́ıž hodnota záviśı na v́ıce než jedné proměnné, je např. výpočet indexu
tělesné hmotnosti značeného BMI (Body Mass Index), který je použ́ıván ke
klasifikaci podváhy, nadváhy či obezity. BMI index je funkćı tělesné výšky
a hmotnosti a je dán vztahem

BMI =
váha(kg)

výška2(m)
.

Daľśımi klasickými př́ıklady funkćı v́ıce proměnných jsou vztahy pro výpočet
objemu tř́ırozměrných těles jako jsou kvádr, jehož objem je funkćı délek stran
(V = xyz), nebo válec, jehož objem je dán poloměrem podstavy a výškou
(V = πr2h). Jsme přesvědčeni, že řadu daľśıch př́ıklad̊u je čtenář bez obt́ıž́ı
schopen uvést sám.

Při zkoumáńı funkčńıch závislost́ı nás vždy jako prvńı zaj́ımá množina
hodnot, na které má smysl tuto závislost uvažovat. V př́ıpadě funkćı jedné
proměnné byla jej́ım definičńım oborem vždy nějaká množina reálných č́ısel,
nejčastěji interval, popř. sjednoceńı interval̊u. Neńı těžké nahlédnout, že
prvky definičńıho oboru v́ıcerozměrné závislosti nebudou č́ısla, ale sṕı̌se sku-
piny č́ısel, které je nav́ıc nutné nějakým zp̊usobem uspořádat. Domńıváme
se, že intuitivně je nyńı zřejmé, jak budeme funkce v́ıce proměnných chápat.
Korektńı zavedeńı př́ıslušných pojmů je předmětem následuj́ıćı definice.
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Definice 1.1. Množinu

Rn = R× R× · · · × R = {[x1, x2, . . . , xn];x1, x2, . . . , xn ∈ R}

nazýváme n-rozměrným reálným prostorem. Bodem v n-rozměrném
reálném prostoru nazýváme uspořádanou n-tici reálných č́ısel x1, x2, . . . , xn.
Ṕı̌seme X = [x1, x2, . . . , xn].
Dále necht’ M ⊂ Rn. Pak každé zobrazeńı f : M 7→ R (množiny M do
množiny R) nazýváme reálnou funkćı n reálných proměnných. Množinu
M nazýváme definičńım oborem funkce f a znač́ıme ji symbolem Df .

Z uvedené definice vyplývá, že funkce f je vlastně pravidlo, které přǐrazuje
každému bodu X ∈M právě jedno č́ıslo y ∈ R. Dvěma r̊uzným n-tićım je sa-
mozřejmě možné přǐradit totéž č́ıslo y1 = y2. Obraz bodu X = [x1, x2, . . . , xn]
označujeme symbolem f(X), popř. f(x1, x2, . . . , xn).

V daľśım budeme zejména v př́ıkladech často pracovat s funkcemi dvou a
tř́ı proměnných. Vzhledem k tomu, že v těchto př́ıpadech jsou prvky množiny
Df dvojice, resp. trojice reálných č́ısel, můžeme je chápat jako kartézské
souřadnice bod̊u v rovině, resp. v prostoru. Při tomto pojet́ı źıskáváme
o funkćıch dvou a tř́ı proměnných názornou geometrickou představu, protože
na ně pohĺıž́ıme jako na zobrazeńı, která přǐrazuj́ı bodu v rovině či prostoru
nějaké reálné č́ıslo. Pro funkce dvou a tř́ı proměnných budeme mı́sto označeńı
f(x1, x2), resp. f(x1, x2, x3) použ́ıvat označeńı f(x, y), resp. f(x, y, z).

Poznámka 1.2. Pokud se v daľśım textu setkáme s funkćı, která bude
zadána bez udáńı definičńıho oboru, budeme množinou Df rozumět množinu
právě těch bod̊u X ∈ Rn, pro které funkce f(X) nabývá reálných hodnot.
Zejména tedy u funkćı, které jsou dány nějakým vzorcem, budeme definičńı
obor chápat jako množinu všech bod̊u, pro které má daný vzorec smysl.

Př́ıklad 1.3. Najděte definičńı obor funkćı

1. f(x, y) = 1
x+y−2

2. f(x, y) =
√

3x+ 2y − 3

3. f(x, y) = ln(x− y2)

4. f(x, y) =
√

3x+2y−3
ln(x−y2)
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Řešeńı.

1. Funkce je definovaná pro ∀x, y splňuj́ıćı podmı́nku x + y − 2 6= 0.
Definičńım oborem této funkce je tedy celé R2, až na body lež́ıćı na
př́ımce y = −x+ 2. Definičńı obor je znázorněn na obrázku 1, přičemž
přerušovanou čarou jsou znázorněny body, které do definičńıho oboru
nepatř́ı. Pokud bude v daľśım zapotřeb́ı znázornit př́ıslušnost určitých
bod̊u k definičńımu oboru, budeme použ́ıvat plnou čáru.

2. Tato funkce je definovaná pro taková x, y, která vyhovuj́ı nerovnosti
3x + 2y − 3 ≥ 0. Uvedená nerovnost popisuje body lež́ıćı na př́ımce
nebo nad př́ımkou y = 3

2
(1 − x). Definičńım oborem je tedy

”
horńı“

polorovina R2 vymezená danou př́ımkou (viz obrázek 2).

3. Vı́me, že funkce logaritmus je definovaná pro kladné hodnoty. Body
lež́ıćı v definičńım oboru funkce ln(x − y2) muśı splňovat nerovnost
x − y2 > 0, která vymezuje body lež́ıćı nad grafem paraboly x = y2

(bráno z pohledu ve směru osy x) (viz obrázek 3).

4. Při řešeńı využijeme výsledk̊u dvou předcházej́ıćıch př́ıklad̊u. Definičńı
obor hledané funkce by mohl být pr̊unikem definičńıch obor̊u v bodech
2 a 3, kdybychom nemuseli ještě vźıt v úvahu skutečnost, že funkce
logaritmus se tentokrát vyskytuje ve jmenovateli, a tud́ıž muśı platit
ln(x − y2) 6= 0. Toto je splněno tehdy, jestliže plat́ı x − y2 6= 1. Z de-
finičńıho oboru je tedy ještě nutné vynechat body lež́ıćı na parabole
x = y2 + 1 (viz obrázek 4).

Stanoveńı definičńıho oboru je prvńı základńı informaćı, kterou se snaž́ıme
o dané funkci źıskat. Z kapitoly o vyšetřováńı pr̊uběhu funkce jedné proměnné
v́ıme, že daľśı d̊uležité poznatky o zkoumané funkci źıskáme, pokud se nám
podař́ı nakreslit jej́ı graf.

Definice 1.4. Je-li f funkce dvou proměnných definovaná na množině M ,
pak grafem funkce f nazýváme množinu bod̊u tvaru

G = {[x, y, z] ∈ R3; [x, y] ∈M, z = f(x, y)}.

Na základě definice 1.4 vid́ıme, že ačkoli by bylo možné pojem graf funkce
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Obrázek 2: Definičńı obor funkce
f(x, y) =

√
3x+ 2y − 3
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Obrázek 3: Definičńı obor funkce
f(x, y) = ln(x− y2)
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Obrázek 4: Definičńı obor funkce
f(x, y) =

√
3x+2y−3
ln(x−y2)
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zavést i pro funkce tř́ı a v́ıce proměnných, postrádá takové zobecněńı prak-
tický význam. Pro znázorněńı grafu funkce potřebujeme totiž vždy prostor,
jehož dimenze je o jednu vyšš́ı než dimenze definičńıho oboru funkce. Vzhle-
dem k naš́ı omezenosti na tř́ırozměrný prostor jsme schopni geometricky
znázornit pouze grafy funkćı dvou proměnných.

V daľśım uvid́ıme, že nakresleńı grafu funkce dvou proměnných je mno-
hem obt́ıžněǰśı záležitost než tomu bylo u funkćı jedné proměnné. V této
souvislosti se ukazuje jako užitečný pojem úrovňová křivka neboli vrstev-
nice, který se použ́ıvá v geografii.

Definice 1.5. Úrovňovými křivkami neboli vrstevnicemi funkce
f dvou proměnných rozumı́me množiny bod̊u tvaru:

vk = {[x, y] ∈ Df ; f(x, y) = k},

kde k je daná reálná konstanta.

Pomoćı vrstevnic, tj. jistých křivek v rovině, můžeme tedy určit, kde má
graf funkce f výšku k. Je vhodné si uvědomit, že definice připoušt́ı i zápornou
výšku, což je u klasických vrstevnic, na něž jsme zvykĺı z kartografie, velmi
zř́ıdkavý jev. Jestliže se nám podař́ı źıskat tvar vrstevnic dané funkce a tyto
vrstevnice znázorńıme tak, že je pozvedneme o danou výšku k do prostoru,
źıskáme v řadě př́ıpad̊u dobrou představu o jej́ım grafu.

Př́ıklad 1.6. Znázorněte v rovině xy vrstevnice funkce f(x, y) = −2x−y+8
pro hodnoty k = 0, 4, 8, 12, 16.

Řešeńı. Vrstevnicemi jsou v tomto př́ıpadě př́ımky −2x− y + 8 = k. Jejich
grafické znázorněńı můžeme vidět na obrázku 5.

Grafem funkce je rovina z = −2x − y + 8, jej́ıž část vid́ıme znázorněnu
na obrázku 6. Př́ımka, ve které graf funkce prot́ıná rovinu xy, je vrstevnice
funkce pro k = 0. Touto vrstevnićı je př́ımka y = −2x+ 8.

Čtenář si z kapitoly o vyšetřováńı pr̊uběhu funkćı jedné proměnné jistě
pamatuje, že okamžité źıskáńı grafu funkce na základě funkčńıho předpisu je
možné jen v těch nejjednodušš́ıch př́ıpadech. V těch zbývaj́ıćıch je zapotřeb́ı
shromáždit o zkoumané funkci celou řadu daľśıch informaćı s využit́ım zna-
lost́ı pojmů limita, spojitost, derivace apod. Zavedeńı těchto pojmů, resp.
jejich analogíı pro funkce v́ıce proměnných bude předmětem následuj́ıćıch
kapitol.
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2 4–2–4

k=0

k=4

k=8

k=12

k=16

Obrázek 5: Vrstevnice funkce f(x, y) = −2x− y + 8

Abychom ovšem v̊ubec mohli tyto pojmy zavést, je zapotřeb́ı provést
př́ıpravné kroky. Společným rysem pojmů limita, spojitost, popř. derivace je
jejich lokálńı charakter. Máme-li být schopni zkoumat např. existenci limity
či derivace funkce v́ıce proměnných v daném bodě, muśıme mı́t prostředky
pro popis chováńı dané funkce v dostatečné bĺızkosti tohoto bodu. Za t́ımto
účelem byl u funkćı jedné proměnné zaveden pojem okoĺı bodu. Připomı́náme,
že δ-okoĺı vlastńıho bodu x∗ lze v R popsat jako množinu bod̊u danou vzta-
hem

|x− x∗| < δ, kde δ > 0.

Jedná se tedy o interval (x∗ − δ, x∗ + δ) se středem v bodě x∗.
Okoĺı daného bodu v R je tedy množina bod̊u, jejichž vzdálenost od tohoto

bodu je menš́ı než zvolené kladné č́ıslo δ. Chceme-li analogickým zp̊usobem
zavést pojem okoĺı ve v́ıcerozměrném reálném prostoru, vyvstává před námi
potřeba definovat pojem vzdálenosti v Rn. Dostáváme se tak k následuj́ıćı
definici.
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x

z

z = –2x–y+8

y = –2x+8

Obrázek 6: Graf funkce f(x, y) = −2x− y + 8

Definice 1.7. Vzdálenost́ı (metrikou) v n-rozměrném prostoru
nazýváme funkci ρ, která libovolným dvěma bod̊um x, y z Rn přǐrazuje
nějakým zp̊usobem jejich vzdálenost ρ(x, y) tak, že jsou splněny následuj́ıćı
axiomy:

• ∀ x, y ∈ Rn plat́ı ρ(x, y) ≥ 0, přičemž ρ(x, y) = 0⇔ x = y;

• ∀ x, y ∈ Rn plat́ı ρ(x, y) = ρ(y, x);

• ∀ x, y, z ∈ Rn plat́ı ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z).

Jestliže se zamysĺıme nad t́ım, jak chápeme pojem vzdálenost v běžném
životě, vid́ıme, že všechny vlastnosti dané předcházej́ıćı definićı jsou zcela
přirozené. Prvńı vlastnost jednoduše ř́ıká, že vzdálenost je vždy kladná,
jestliže ji měř́ıme mezi dvěma r̊uznými body. Druhá vlastnost stanovuje
požadavek symetrie, tj. to, aby

”
cesta“ z bodu x do bodu y byla stejně dlouhá

jako cesta zpět. Třet́ı vlastnost, které se také ř́ıká trojúhelńıková nerovnost,
popisuje následuj́ıćı: pohybuji-li se z bodu x do bodu z přes bod y, muśım
urazit alespoň takovou vzdálenost, jako kdybych se pohyboval z bodu x do
bodu z př́ımo.

Vlastnosti popsané v definici 1.7 může splňovat celá řada funkćı. Ty-
pickým př́ıkladem je vztah udávaj́ıćı tzv. euklidovskou vzdálenost mezi dvěma
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body, která je v Rn definována následovně

ρ(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · ·+ (xn − yn)2,

kde x = [x1, ..., xn] a y = [y1, ..., yn], kterou můžeme interpretovat jako délku
úsečky spojuj́ıćı dané dva body v Rn. Existuj́ı i jiné zp̊usoby, jak definovat
vdálenost, např. pomoćı maximové či součtové metriky. V daľśım ale budeme
vzdálenost chápat v euklidovském pojet́ı. Nyńı tedy můžeme přistoupit k za-
vedeńı pojmu okoĺı v Rn.

Definice 1.8. Množinu všech bod̊u prostoru Rn, jejichž euklidovská
vzdálenost od daného bodu x∗ je menš́ı než dané č́ıslo δ > 0, nazýváme
δ-okoĺım bodu x∗ a znač́ıme jej O(x∗, δ), popř. jen O(x∗), pokud δ neńı
podstatné.
Množinu P(x∗, δ) = O(x∗, δ) \ {x∗} nazýváme prstencovým (reduko-
vaným, ryźım) okoĺım bodu x∗.

Jestliže si uvědomı́me, že vzdálenost bod̊u chápeme jako délku úsečky, která
tyto body spojuje, snadno nahlédneme, že δ-okoĺı bodu x∗ v prostoru R2 je
vnitřek kružnice o poloměru δ se středem v bodě x∗. Obdobně v prostoru R3

se jedná o vnitřek koule o poloměru δ se středem v bodě x∗.
Pojem okoĺı použ́ıváme k přesněǰśımu popisu lokálńıch vlastnost́ı funkce,

tj. takových vlastnost́ı, které si funkce zachovává v určité bĺızkosti daného
bodu, ale obecně na celém svém definičńım oboru je mı́t nemuśı. V daľśım
využijeme okoĺı k zavedeńı pojmů vnitřńı, vněǰśı a hraničńı bod podmnožiny
prostoru Rn a dále pojmů otevřená a uzavřená množina v Rn.

Definice 1.9. Bod x∗ ∈ Rn se nazývá

• vnitřńı bod množiny Ω ⊆ Rn, právě když existuje O(x∗) takové, že
O(x∗) ⊆ Ω;

• vněǰśı bod množiny Ω ⊆ Rn, právě když existuje O(x∗) takové, že
O(x∗) ⊆ Rn \ Ω;

• hraničńı bod množiny Ω ⊆ Rn, právě když pro každé O(x∗) plat́ı
O(x∗) ∩ Ω 6= ∅ ∧ O(x∗) ∩ (Rn \ Ω) 6= ∅.

13



Př́ıklad 1.10. Určete vnitřńı, vněǰśı a hraničńı body kruhu s daným středem
a poloměrem.

Řešeńı. Uvažujme pro určitost kruh o poloměru 1 se středem v počátku.
Pak

1. všechny body, jejichž vzdálenost od počátku je rovna d1, přičemž plat́ı
d1 < 1, jsou jeho vnitřńımi body. Ke každému takovému bodu můžeme
totiž sestrojit δ-okoĺı lež́ıćı uvnitř kruhu, jestliže zvoĺıme δ < 1− d1;

2. všechny body, které maj́ı vzdálenost od počátku d2 > 1, jsou vněǰśımi
body tohoto kruhu. Ke každému takovému bodu můžeme totiž sestrojit
δ-okoĺı lež́ıćı vně kruhu, jestliže zvoĺıme δ < d2 − 1;

3. zbývaj́ı tedy už jen všechny body kružnice o poloměru r = 1 se středem
v počátku. Tyto body jsou nutně hraničńımi body daného kruhu. Proč?

Je zřejmé, že provedené úvahy plat́ı pro libovolný kruh s daným poloměrem
r i středem S. V provedených úvahách stač́ı nahradit č́ıslo 1 symbolem r a
slovo počátek slovem střed kruhu.

Poznámka 1.11. Z př́ıkladu vyplývá, že každé okoĺı je otevřenou množinou,
nebot’ se jedná o vnitřek kruhu o daném poloměru, což odpov́ıdá prvńı
možnosti z předcházej́ıćıho př́ıkladu.

Definice 1.12. Množina Ω ⊆ Rn se nazývá

• otevřená, právě když každý jej́ı bod je vnitřńım bodem;

• uzavřená, právě když obsahuje všechny své hraničńı body.

Neprázdná otevřená množina Ω ⊆ Rn se nazývá souvislá, právě když každé
dva jej́ı body lze spojit lomenou čarou, jej́ıž všechny body lež́ı v Ω. Množinu,
která je neprázdná, otevřená a souvislá, nazýváme oblast́ı. Uzavřenou
oblast́ı pak nazýváme množinu, která vznikne jako sjednoceńı oblasti s
množinou všech jej́ıch hraničńıch bod̊u.

Př́ıklad 1.13.

1. Necht’ a, b, c, d ∈ R, a < b, c < d. Dvojrozměrný interval, tj. množina
tvaru I2 = {[x, y]; a < x < b, c < y < d}, je zřejmě otevřenou a
souvislou množinou. Jedná se tedy o oblast. Pokud bychom nahradili
ostré nerovnosti neostrými, vznikla by uzavřená oblast.
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2. Každé δ-okoĺı nějakého bodu v R2 je otevřená a souvislá množina bod̊u,
tj. je oblast́ı. Přidáme-li k němu hraničńı kružnici, vznikne uzavřená
oblast.

3. Uvažujme vnitřky dvou obdélńık̊u, které se dotýkaj́ı v jednom z vr-
chol̊u (viz obrázek 7). Tato množina neńı oblast́ı, protože neńı souvislá.
Pokud přidáme společný vrchol obdélńık̊u k této množině, dostaneme
souvislou množinu, ale ne oblast, protože výsledná množina neńı ani
uzavřená, ani otevřená.

y

x

Obrázek 7:

1.2 Úlohy k samostatnému řešeńı a kontrolńı otázky

Cvičeńı 1.1. Určete definičńı obor funkce f(x, y) = 1
3x+2y−6

.

Cvičeńı 1.2. Určete definičńı obor funkce f(x, y) = ln(x2 − 6y + 2).

Cvičeńı 1.3. Určete definičńı obor funkce f(x, y) =
√
x+ y − 1.

Cvičeńı 1.4. Nakreslete definičńı obor funkce f(x, y) =
√

1− x2 − y2.

Cvičeńı 1.5. Nakreslete definičńı obor funkce f(x, y) =
√
xy − 1.

Cvičeńı 1.6. Nakreslete definičńı obor funkce f(x, y) =
√
x+
√
y.
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Cvičeńı 1.7. Nakreslete některé vrstevnice a pokuste se popsat útvar, který
je grafem funkce f(x, y) = −x+ y + 2.

Cvičeńı 1.8. Nakreslete vrstevnice a graf funkce f(x, y) = x2 + 4y2.

Cvičeńı 1.9. Najděte vnitřńı, vněǰśı a hraničńı body definičńıch obor̊u
funkćı ve cvičeńıch 1.4–1.6.

Cvičeńı 1.10. Je některý z definičńıch obor̊u funkćı ve cvičeńıch 1.1–1.6
oblast́ı?

Otázka 1.1. Jak je definovaná reálná funkce n proměnných?

Otázka 1.2. Definujte pojem graf funkce dvou proměnných.

Otázka 1.3. Jaké informace nám o funkci dávaj́ı vrstevnice?

Otázka 1.4. Dokážete uvést př́ıklad dvou r̊uzných funkćı, jejichž vrstevnice
jsou kvalitativně stejné křivky (př́ımky, kružnice,.....)?

Otázka 1.5. Uved’te př́ıklad množiny, která neńı ani uzavřená ani otevřená.

Otázka 1.6. Existuje podmnožina v Rn , která je zároveň otevřená i uzavřená?

Otázka 1.7. Je jednobodová množina v Rnotevřená nebo uzavřená?

Otázka 1.8. Je pr̊unik nebo sjednoceńı otevřených množin opět otevřená
množina? (Nápověda: odpověd’ může být jiná podle toho, zda uvažujeme
konečný či nekonečný systém množin.)

Otázka 1.9. Je pr̊unik nebo sjednoceńı uzavřených množin opět uzavřená
množina? (Nápověda: odpověd’ může být jiná podle toho, zda uvažujeme
konečný či nekonečný systém množin.)

Otázka 1.10. Uved’te př́ıklad funkćı, jejichž definičńı obor je

(a) otevřená množina;

(b) uzavřená množina.
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1.3 Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

Cvičeńı 1.1. Celé R2 kromě bod̊u lež́ıćıch na př́ımce 3x+ 2y − 6 = 0.

Cvičeńı 1.2. Body v R2 lež́ıćı pod grafem paraboly y = (1/6)x2 + 1/3.

Cvičeńı 1.3. Body v R2 lež́ıćı nad př́ımkou a na př́ımce y = 1− x.

Cvičeńı 1.4. viz obrázek 8

Cvičeńı 1.5. viz obrázek 9

Cvičeńı 1.6. viz obrázek 10

Cvičeńı 1.7. viz obrázek 11

y

x

x  + y  = 122

Obrázek 8: Definičńı obor funkce
f(x, y) =

√
1− x2 − y2

y

x

y  = 1/x

2

Obrázek 9: Definičńı obor funkce
f(x, y) =

√
xy − 1

Cvičeńı 1.8. Elipsy se středem v počátku, jejichž hlavńı poloosa má dvoj-
násobnou délku ve srovnáńı s vedleǰśı poloosou a lež́ı v ose x, a počátek pro
k = 0.

Cvičeńı 1.9.
Vnǐrńı body: vnitřek kružnice x2 + y2 = 1; body lež́ıćı nad, resp. pod grafem
funkce y = 1/x v prvńım, resp. třet́ım kvadrantu; body v prvńım kvadrantu
mimo os x a y.
Hraničńı body: kružnice x2 + y2 = 1; větve hyperboly y = 1/x; počátek,
kladná poloosa x a y.
Vněǰśı body: body lež́ıćı vně kružnice x2 +y2 = 1; body lež́ıćı

”
mezi“ větvemi

hyperboly y = 1/x; body lež́ıćı ve druhém, třet́ım a čtvrtém kvadrantu, které
maj́ı alespoň jednu souřadnici zápornou.

17



y

x

Obrázek 10: Definičńı obor funkce
f(x, y) =

√
x+
√
y

y

x2 4–2–4

k=2

k= –2

k=4

k=0

k=6

Obrázek 11: Vrstevnice funkce
f(x, y) = −x+ y + 2

Cvičeńı 1.10. Oblast́ı je definičńı obor funkce v př́ıkladu 1.2. V ostatńıch
př́ıkladech je porušena podmı́nka souvislosti nebo otevřenosti.
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1.4 Kontrolńı test

Základńı pojmy

1. Která z následuj́ıćıch množin představuje definičńı obor funkce dané
vztahem f(x, y) = 1

2x+y−1
?

A = {[x, y]; 1 < x2 + y2 ≤ 4}
B = {[x, y]; 2x + y − 1 6= 0}
C = {[x, y]; x + 2y − 1 ≤ 0}

2. Definičńım oborem funkce f(x, y) =

√
4−x2−y2

x+1
je množina

všech bod̊u lež́ıćıch uvnitř kružnice o poloměru 2 se středem v počátku,
které nelež́ı na př́ımce x = −1

všech bod̊u lež́ıćıch uvnitř a na kružnici o poloměru 2 se středem
v počátku

všech bod̊u lež́ıćıch uvnitř a na kružnici o poloměru 2 se středem
v počátku, které nelež́ı na př́ımce x = −1

3. Definičńım oborem funkce f(x, y) = arcsin y
x

je množina

všech bod̊u v rovině, které maj́ı prvńı souřadnici r̊uznou od nuly

všech bod̊u v rovině, které maj́ı prvńı souřadnici r̊uznou od nuly a
plat́ı pro ně |y| ≤ |x|
všech bod̊u v rovině, které maj́ı prvńı souřadnici r̊uznou od nuly a
plat́ı pro ně −x ≤ y ≤ x

4. Definičńım oborem funkce f(x, y, z) =
√

16− x2 − y2 − z2

koule o poloměru 4 se středem v počátku

horńı polovina koule o poloměru 4 se středem v počátku

dolńı polovina koule o poloměru 4 se středem v počátku

5. Vrstevnicemi funkce f(x, y) = y2 − x jsou

paraboly, jejichž osou je osa x

paraboly, jejichž vrchol lež́ı na ose x

paraboly, jejichž osou je osa y

6. Vrstevnicemi funkce f(x, y) = x2 + y2 − 4x jsou

kružnice se středem v bodě [2, 0] a tento bod

kružnice se středem v bodě [0, 2] a tento bod
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kružnice se středem v bodě [−2, 0] a tento bod

7. Vlastnosti metriky jsou ekvivalentńı s vlastnostmi reálné funkce defino-
vané na množině Rn× Rn, která

libovolné dvojici r̊uzných bod̊u přǐrazuje nenulovou hodnotu, libo-
volné dvojici stejných bod̊u přǐrazuje nulovou hodnotu, je symetrická
a splňuje trojúhelńıkovou nerovnost

libovolné dvojici stejných bod̊u přǐrazuje nulovou hodnotu, je nezá-
porná, symetrická a splňuje trojúhelńıkovou nerovnost

libovolné dvojici r̊uzných bod̊u přǐrazuje kladnou hodnotu, libovolné
dvojici stejných bod̊u přǐrazuje nulovou hodnotu, je symetrická a
splňuje trojúhelńıkovou nerovnost

8. Prstencovým okoĺım bodu x∗ ∈ Rn rozumı́me

množinu všech bod̊u, jejichž vzdálenost od bodu x∗ je menš́ı než dané
kladné č́ıslo

každou otevřenou množinu obsahuj́ıćı bod x∗

množinu všech bod̊u r̊uzných od x∗, jejichž vzdálenost od bodu x∗ je
menš́ı než dané kladné č́ıslo

9. Množina A = {[x, y]; 1 < x2 + y2 ≤ 4}

je otevřená

je uzavřená

neńı ani otevřená ani uzavřená

10. Hraničńımi body množiny B = {[x, y]; x 6= 0, y > 0} jsou

všechny body lež́ıćı na ose x a nezáporné polose y kromě počátku

všechny body lež́ıćı na ose x a nezáporné polose y

body lež́ıćı na osách x a y

Počet správně zodpovězených otázek:

Procento úspěšnosti:
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2 Limita a spojitost

Kĺıčová slova. Hromadný bod, izolovaný bod, limita, spojitost.

2.1 Limita a spojitost funkce

Pojem limity funkce dvou a v́ıce proměnných je obdobný pojmu limity funkce
jedné proměnné. Limita funkce je lokálńı vlastnost, charakterizuje chováńı
funkce v ryźım okoĺı bodu, v němž limitu určujeme. V této kapitole definu-
jeme pojmy limita a spojitost pro funkci dvou proměnných. Pro funkce tř́ı a
v́ıce proměnných definujeme tyto pojmy zcela analogicky.

Definice 2.1. Necht’ M ⊂ R2 je množina a P ∈ R2 je bod.
a) Bod P se nazývá hromadný bod množiny M , jestliže každé jeho ryźı
okoĺı P(P ) obsahuje alespoň jeden bod množiny M , tj. P(P ) ∩M 6= ∅.
b) Bod P se nazývá izolovaný bod množiny M , jestliže existuje jeho okoĺı
O(P ) takové, že kromě bodu P neobsahuje žádné jiné body množiny M , tj.
O(P ) ∩M = {P}.

Poznámka 2.2. Hromadný bod množiny M může, ale nemuśı v množině
M ležet. Izolovaný bod množiny M lež́ı v množině M a je jej́ım hraničńım
bodem.

Definice 2.3. Necht’ f je funkce dvou proměnných. Řekneme, že funkce
f má v hromadném bodě P = [x0, y0] svého definičńıho oboru Df limitu
L ∈ R, jestliže ke každému č́ıslu ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každý
bod X = [x, y], X ∈ P(P ) ∩ Df , plat́ı f(x, y) ∈ (L− ε, L+ ε).
Ṕı̌seme

lim
x→x0
y→y0

f(x, y) = L, resp. lim
[x,y]→[x0,y0]

f(x, y) = L, resp. lim
X→P

f(X) = L. (2.1)

Poznámka 2.4.

1. Jinými slovy můžeme ř́ıct definici 2.3 následovně: Funkce f(x, y) má
v hromadném bodě P = [x0, y0] svého definičńıho oboru Df limitu
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L ∈ R, jestliže ke každému č́ıslu ε > 0 existuje takové č́ıslo δ > 0, že
pro všechny body X = [x, y] ∈ Df , pro jejichž vzdálenost ρ(P,X) plat́ı
nerovnost 0 < ρ(P,X) < δ, je splněna nerovnost |f(X)− L| < ε.

2. Definice 2.3 je definićı vlastńı limity ve vlastńım bodě.

3. Bod P je hromadným bodem Df , tedy v libovolném jeho ryźım okoĺı
P(P ) budou obsaženy nějaké body patř́ıćı do Df . Kdybychom ne-
uvažovali, že P je hromadným bodem, pak by libovolné dostatečně
malé ryźı okoĺı P(P ) bylo prázdné a definici limity by vyhovovalo libo-
volné č́ıslo L ∈ R. Z tohoto d̊uvodu nedefinujeme limitu v izolovaném
bodě.

4. Funkci zkoumáme v ryźım okoĺı bodu, což znamená, že limita nezáviśı
na funkčńı hodnotě funkce v tomto bodě, tj. funkčńı hodnota se může
lǐsit od limity v tomto bodě nebo funkce nemuśı být v daném bodě
v̊ubec definována.

5. Obdobně lze zavést nevlastńı limitu L = ±∞ a limity v nevlastńıch
bodech (±∞,±∞), (±∞, y0), (x0,±∞).

Pro limity funkćı dvou proměnných plat́ı věty o limitách funkćı podobně
jako u funkćı jedné proměnné. I jejich d̊ukazy jsou v principu stejné.

Věta 2.5. Funkce f má v bodě [x0, y0] nejvýše jednu limitu.

Věta 2.6. Necht’ lim
[x,y]→[x0,y0]

f(x, y) = 0 a funkce g je ohraničená

v nějakém ryźım okoĺı bodu [x0, y0] (tj., existuje konstanta K ≥ 0 taková, že
|g(x, y)| ≤ K v tomto ryźım okoĺı). Pak

lim
[x,y]→[x0,y0]

(f(x, y) · g(x, y)) = 0.
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Věta 2.7. Necht’ existuje ryźı okoĺı P(x0, y0) bodu [x0, y0] takové, že
h(x, y) ≤ f(x, y) ≤ g(x, y) pro všechna [x, y] ∈ P(x0, y0). Necht’ existuj́ı
limity lim

[x,y]→[x0,y0]
h(x, y) a lim

[x,y]→[x0,y0]
g(x, y) a plat́ı, že

lim
[x,y]→[x0,y0]

h(x, y) = lim
[x,y]→[x0,y0]

g(x, y) = L.

Potom existuje také limita lim
[x,y]→[x0,y0]

f(x, y) a plat́ı

lim
[x,y]→[x0,y0]

f(x, y) = L.

Věta 2.8. Necht’

lim
[x,y]→[x0,y0]

f(x, y) = L1, lim
[x,y]→[x0,y0]

g(x, y) = L2

a L1, L2 ∈ R, [x0, y0] je hromadný bod množiny Df ∩ Dg. Pak pro každé
c, c1, c2 ∈ R plat́ı

lim
[x,y]→[x0,y0]

cf(x, y) = cL1,

lim
[x,y]→[x0,y0]

[c1f(x, y) + c2g(x, y)] = c1L1 + c2L2,

lim
[x,y]→[x0,y0]

[f(x, y)g(x, y)] = L1L2.

Je-li L2 6= 0, pak

lim
[x,y]→[x0,y0]

f(x, y)

g(x, y)
=
L1

L2

.

Daľśım d̊uležitým pojmem je spojitost funkce.

Definice 2.9. Řekneme, že funkce f(x, y) je spojitá v bodě [x0, y0] svého
definičńıho oboru Df , plat́ı-li lim

[x,y]→[x0,y0]
f(x, y) = f(x0, y0).

Poznámka 2.10.

1. Z definice vyplývá, že funkce f je spojitá v bodě [x0, y0], který je hro-
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madným bodem definičńıho oboru funkce f , pokud limita L v tomto
bodě existuje, funkce f je v tomto bodě definována (existuje f(x0, y0))
a hodnota limity L je rovna funkčńı hodnotě f(x0, y0).

2. Pokud je funkce definována v izolovaném bodě definičńıho oboru, nelze
spojitost pomoćı limity zavést. Domluv́ıme se proto, že v každém izo-
lovaném bodě definičńıho oboru budeme považovat funkci za spojitou.

Věta 2.11. Bud’te funkce f , g spojité v bodě [x0, y0] ∈ Df ∩ Dg. Pak jsou
v tomto bodě spojité i funkce f±g, f ·g. Je-li nav́ıc g(x0, y0) 6= 0, pak rovněž
f
g

je spojitá v bodě [x0, y0].

Než si uvedeme daľśı větu, připomeňme si, jak se skládaj́ı funkce jedné
proměnné.

Definice 2.12. Mějme funkci z = f(u) definovanou na definičńım oboru
Df a funkci u = g(x) definovanou na Dg. Pokud pro každé x ∈ Dg je
g(x) ∈ Df , pak funkci z = F (x) = f(g(x)) (můžeme psát i z = f ◦ g)
nazveme složenou funkćı.

U funkce dvou proměnných f(g, h) budeme dosazovat za obě proměnné
nové funkce g = g(x, y), h = h(x, y) dvou proměnných x a y. Složená funkce
pak bude mı́t tvar z = F (x, y) = f(g(x, y), h(x, y)).

Věta 2.13. Uvažujme složenou funkci F (x, y) = f(g(x, y), h(x, y)). Bud’te
funkce g, h spojité v bodě [x0, y0] a necht’ u0 = g(x0, y0), v0 = h(x0, y0). Je-li
funkce f spojitá v bodě [u0, v0], pak je složená funkce F spojitá v bodě [x0, y0].

Př́ıklad 2.14. Určete body, v nichž neńı funkce F (x, y) = 3x−4y
1−x2−y2 spojitá

Řešeńı. Funkce g(x, y) = 3x− 4y, h(x, y) = 1−x2− y2 jsou polynomy dvou

proměnných a ty jsou spojité v celé rovině. Funkce f(g(x, y), h(x, y)) = g(x,y)
h(x,y)

neńı spojitá v bodech, ve kterých neńı definována, tj. kde h(x, y) = 0. Tedy
v bodech, kde je splněna rovnice x2 +y2 = 1. Body nespojitosti tvoř́ı kružnici
se středem v počátku a s poloměrem 1.
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Definice 2.15. Řekneme, že funkce f je na množině M ⊂ Df ⊂ R2

spojitá, je-li spojitá v každém bodě množiny M .

Poznámka 2.16. Jak již bylo řečeno v každém izolovaném bodě definičńıho

oboru budeme považovat funkci za spojitou. Je-li množina M ⊂ Df ⊂ R2

tvořena izolovanými body, pak budeme funkci považovat na množině M za
spojitou.

Věta 2.17. (Weierstrassova) Je-li funkce f spojitá na kompaktńı množině
M ⊂ Df ⊂ R2 (tj. uzavřené a ohraničené), potom na množině M nabývá
své nejmenš́ı a nejvěťśı hodnoty, tj. existuj́ı body [x1, y1], [x2, y2] ∈M takové,
že

f(x1, y1) = max{f(x, y); [x, y] ∈M} f(x2, y2) = min{f(x, y); [x, y] ∈M}.

Z předchoźı věty plyne následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 2.18. Je-li funkce spojitá na kompaktńı množině, pak je na této
množině omezená.

Věta 2.19. (Bolzanova) Necht’ je funkce f spojitá na otevřené souvislé
množině M ⊂ Df ⊂ R2. Necht’ A a B jsou libovolné prvky z M , pro něž
plat́ı f(A) 6= f(B). Potom funkce f nabývá všech hodnot mezi č́ısly f(A)
a f(B), tzn. že ke každému č́ıslu c lež́ıćımu mezi hodnotami f(A) a f(B)
existuje bod C ∈M tak, že f(C) = c.

Z předchoźı věty plyne jednoduché tvrzeńı.

Důsledek 2.20. Necht’ je funkce f spojitá na otevřené souvislé množině
M a necht’ existuj́ı A,B ∈ M tak, že f(A) · f(B) < 0. Potom existuje bod
C ∈M tak, že f(C) = 0 (tzv. 1. Bolzanova věta).

Postupná dvojnásobná limita
Od limity ve smyslu definice 2.3, tzv. dvojné limity je nutno rozlǐsovat tzv.
postupné dvojnásobné limity.
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Definice 2.21. Bud’ f : R2 → R funkce dvou proměnných, [x0, y0] bod.
Pak limity

lim
y→y0

( lim
x→x0

f(x, y)) = L1 a lim
x→x0

( lim
y→y0

f(x, y)) = L2

se nazývaj́ı postupné dvojnásobné limity.

Následuj́ıćı věta popisuje vztah postupných dvojnásobných limit k limitě
dvojné.

Věta 2.22. Existuj́ı-li všechny tři limity L,L1, L2, pak jsou si nutně rovny.

Důsledek 2.23. Necht’ existuj́ı L1, L2 a L1 6= L2. Pak limita L neexistuje.

Poznámka 2.24.

1. Necht’ existuj́ı limity L1, L2 a L1 = L2. Pak limita L dané funkce
v daném bodě [x0, y0] nemuśı existovat.

2. Necht’ existuje limita L dané funkce v bodě [x0, y0]. Pak nemuśı existo-
vat limity L1 a L2.

2.2 Řešené př́ıklady

Rozd́ıl mezi limitou funkce jedné proměnné a limitou funkćı v́ıce proměnných
spoč́ıvá v ”dimenzi” okoĺı bodu, ve kterém limitu poč́ıtáme. U funkce jedné
proměnné se při limitńım přechodu x→ x0 bod x bĺıž́ı k bodu x0 vždy jen po
ose x, tj. ze dvou stran, zprava resp. zleva. Poč́ıtáme tak limitu funkce zprava
resp. zleva. To znamená, že funkce má v bodě x0 limitu, jestliže tyto jedno-
stranné limity existuj́ı a jsou si rovny. U funkce dvou a v́ıce proměnných je
možnost́ı přibližováńı se bodu nekonečně mnoho. Můžeme se k danému bodu
bĺıžit po př́ımkách, parabolách či obecných množinách. Nezálež́ı na zp̊usobu
přibližováńı se danému bodu, tedy na cestě, po které se k danému bodu
bĺıž́ıme, ale pro existenci limity muśı být dosažené hodnoty limity stejné.
Pokud dostaneme r̊uzné hodnoty limity pro r̊uzné cesty, pak limita v daném
bodě neexistuje.
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Poznámka 2.25. Poč́ıtáńı limit funkćı dvou proměnných je mnohdy složitěǰśı
než v př́ıpadě funkćı jedné proměnné. Při poč́ıtáńı limit funkćı jedné proměnné
bylo možno u tzv. neurčitých výraz̊u použ́ıt l’Hospitalova pravidlo, ke kterému
však neńı k dispozici žádná analogie pro funkce n proměnných, kde n ≥ 2.
Uved’me nyńı několik možnost́ı, jak při vyšetřováńı dvojných limit postupo-
vat.

1. Př́ımým dosazeńım, pokud poč́ıtáme limitu v bodě spojitosti. Hodnota
limity je pak rovna funkčńı hodnotě v bodě spojitosti. Abychom tedy
mohli souřadnice bodu, ve kterém limitu funkce vyšetřujeme, dosadit,
potřebujeme vědět, zda je zkoumaná funkce v daném bodě spojitá.
Již jste se v předchoźım ročńıku seznámili s elementárńımi funkcemi
jedné proměnné (polynomy, goniometrické funkce, logaritmické a expo-
nenciálńı funcke, mocninné funkce a také funkce, které z nich vzniknou
po konečném počtu aritmetických operaćı sč́ıtáńı, odč́ıtáńı, násobeńı,
děleńı a skládáńı), které jsou ve všech bodech svého definičńıho oboru
spojité. Elementárńı funkce dvou proměnných vytvořené z elementárńıch
funkćı jedné proměnné, jejichž proměnné jsou označeny r̊uznými ṕısme-
ny, jsou spojité na svých definičńıch oborech. Např́ıklad uved’me
f(x, y) = e1+x/y, f(x, y) = 7x2 + xy3 + y, f(x, y) = ln(sin x4) +

√
y.

2. Pokud neńı možné př́ımé dosazeńı, snaž́ıme se vhodnými úpravami
funkci vyjádřit v jiném tvaru.

3. Metoda substituce. Využijeme větu o limitě složené funkce (za použit́ı
substituci t = g(x, y) převedeme funkci dvou proměnných na funkci
jedné proměnné) a znalosti základńıch limit.

Věta 2.26. (Limita složené funkce) Bud’ [x0, y0] ∈ R2 a A,L ∈ R.
Necht’ f a g splňuj́ı

lim
[x,y]→[x0,y0]

g(x, y) = A, lim
t→A

f(t) = L

a existuje ryźı okoĺı P([x0, y0]) bodu [x0, y0] takové, že g(x, y) 6= A
pro každé [x, y] ∈ P([x0, y0]) nebo je funkce f spojitá v A. Potom

lim
[x,y]→[x0,y0]

f(g(x, y)) = L.

4. Metoda polárńıch souřadnic. Provedeme transformaci funkce f(x, y) do
polárńıch souřadnic pomoćı rovnic tvaru

x = x0 + r cosϕ, y = y0 + r sinϕ.
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Dosad́ıme transformačńı vztahy a dostáváme limitu

L∗ = lim
r→0+

f(x0 + r cosϕ, y0 + r sinϕ).

Záviśı-li hodnota limity L∗ na úhlu ϕ, znamená to, že záviśı na cestě, po
které se bĺıž́ıme k danému bodu, a proto limita L neexistuje. Nezáviśı-li
na ϕ, nelze o existenci limity nic soudit.
Lze dokázat, že plat́ı: Funkce f má v bodě [x0, y0] limitu rovnu č́ıslu
L∗, jestliže existuje nezáporná funkce g : [0,∞) → [0,∞) splňuj́ıćı
lim
r→0+

g(r) = 0 taková, že

|f(x0 + r cosϕ, y0 + r sinϕ)− L∗| ≤ g(r)

pro každé ϕ ∈ 〈0, 2π) a r > 0 dostatečně malá.
Dostaneme-li po transformaci f(x, y) = g(r)h(ϕ), kde lim

r→0+
g(r) = 0 a

h(ϕ) je ohraničená na 〈0, 2π), pak lim
[x,y]→[x0,y0]

f(x, y) = 0.

5. Metoda svazku př́ımek. K bodu [x0, y0], ve kterém zkoumáme limitu
funkce f(x, y), se můžeme přibližovat po př́ımkách o rovnićıch y =
k(x− x0) + y0 pro r̊uzné směrnice k. Mı́sto limity L budeme zkoumat
limitu L∗∗, kde

L∗∗ = lim
x→x0

f(x, k(x− x0) + y0).

Pokud záviśı hodnota limity L∗∗ na směrnici k, pak limita L neexistuje.
Nezáviśı-li na k, nelze o existenci limity L nic soudit.

6. Metoda svazku parabol. K bodu [x0, y0], ve kterém zkoumáme limitu,
se můžeme přibližovat po parabolách o rovnićıch y = k(x − x0)

2 + y0

pro konstanty k 6= 0. Mı́sto limity L budeme vyšetřovat limitu L∗∗∗,
kde

L∗∗∗ = lim
x→x0

f(x, k(x− x0)
2 + y0).

Pokud záviśı hodnota limity L∗∗∗ na konstantě k, pak limita L neexis-
tuje. Nezáviśı-li na k, nelze o existenci limity L nic soudit.

Př́ıklad 2.27. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = x+y2+4
x2+y+2

v bodě [−1, 1].

Řešeńı. Zadaná funkce f je v bodě [−1, 1] spojitá, proto můžeme tento bod
př́ımo dosadit. Hodnota limity je rovna funkčńı hodnotě v tomto bodě. Plat́ı
tedy

lim
[x,y]→[−1,1]

x+ y2 + 4

x2 + y + 2
=
−1 + 12 + 4

(−1)2 + 1 + 2
=

4

4
= 1.
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Př́ıklad 2.28. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = x3+1
y(x+1)

v bodě [−1, 4].

Řešeńı. Po dosazeńı bodu [−1, 4] źıskáme neurčitý výraz typu 0
0
, proto se

snaž́ıme př́ıslušný výraz vhodně upravit.

lim
[x,y]→[−1,4]

x3 + 1

y(x+ 1)
= lim

[x,y]→[−1,4]

(x2 − x+ 1)(x+ 1)

y(x+ 1)
=

= lim
[x,y]→[−1,4]

(x2 − x+ 1)

y
=

(−1)2 − (−1) + 1

4
=

3

4
.

Ze zadané funkce f definičńım oborem Df = {[x, y] ∈ R2; y 6= 0, x 6= 1} jsme

úpravami źıskali funkci F = (x2−x+1)
y

s DF = {[x, y] ∈ R2; y 6= 0}. V d̊usledku

spojitosti funkce F v bodě [−1, 4], jsme v posledńım kroku výpočtu limity
mohli tento bod př́ımo dosadit.

Př́ıklad 2.29. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = 3−
√
xy+9
xy

v bodě [0, 0].

Řešeńı. Po dosazeńı bodu [0, 0] do zadané funkce f źıskáme neurčitý výraz
typu 0

0
. Rozš́ı̌ŕıme funkci výrazem 3+

√
xy + 9, uprav́ıme a pak limitu spočte-

me.

lim
[x,y]→[0,0]

3−
√
xy + 9

xy
= lim

[x,y]→[0,0]

3−
√
xy + 9

xy
· 3 +

√
xy + 9

3 +
√
xy + 9

= lim
[x,y]→[0,0]

−xy
xy(3 +

√
xy + 9)

= lim
[x,y]→[0,0]

−1

3 +
√
xy + 9

= −1

6
.

Nezapomeňme, že úpravami zadaného výrazu se také měnil definičńı obor.

Př́ıklad 2.30. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = xy2 cos 1
xy2

v bodě [0, 0].

Řešeńı. Aplikujeme větu 2.6. Jelikož lim
[x,y]→[0,0]

xy2 = 0 a | cos 1
xy2
| ≤ 1 v celé

rovině R2 mimo osy x, y je lim
[x,y]→[0,0]

xy2 cos 1
xy2

= 0.

Př́ıklad 2.31. Vypočtěte limitu funkce F (x, y) = sin(x+y)
x+y

v bodě [1,−1].

Řešeńı. Př́ıklad budeme řešit pomoćı věty 2.26. Bod [x0, y0] = [1,−1] a

f(g(x, y)) = sin(x+y)
x+y

. Polož́ıme t = g(x, y) = x + y. Pak funkce f(t) = sin t
t

.

Protože lim
[x,y]→[1,−1]

(x+y) = 0, je A = 0. Z lim
t→0

sin t
t

= 1 plyne, že L = 1. Jelikož

funkce f neńı v bodě A = 0 spojitá (limita existuje, ale funkce v tomto bodě
neńı definována), zbývá ověřit, zda existuje ryźı okoĺı P [1,−1] bodu [1,−1]
takové, že x + y 6= 0 pro každý bod [x, y] ∈ P [1,−1]. Takové okoĺı P [1,−1]
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existuje a tedy lim
[x,y]→[1,−1]

sin(x+y)
x+y

= 1.

Př́ıklad 2.32. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = x−2y
3x+y

v bodě [0, 0].

Řešeńı. K vyšetřeńı limity použijeme metodu postupných limit. Plat́ı

L1 = lim
y→0

(
lim
x→0

x− 2y

3x+ y

)
= lim

y→0

−2y

y
= lim

y→0
(−2) = −2.

L2 = lim
x→0

(
lim
y→0

x− 2y

3x+ y

)
= lim

x→0

x

3x
= lim

x→0

1

3
=

1

3
.

Obě postupné limity L1, L2 existuj́ı, ale jsou r̊uzné. Z d̊usledku 2.23 plyne,
že daná limita neexistuje.

Př́ıklad 2.33. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = xy(x+y)
x2+y2

v bodě [0, 0].

Řešeńı. K vyšetřeńı limity nejdř́ıve použijeme metodu postupných limit.
Plat́ı

L1 = lim
y→0

(
lim
x→0

xy(x+ y)

x2 + y2

)
= lim

y→0

0

y2
= 0.

L2 = lim
x→0

(
lim
y→0

xy(x+ y)

x2 + y2

)
= lim

x→0

0

x2
= 0.

Obě limity L1, L2 existuj́ı a jsou rovny nule. O existenci limity nelze na
základě tohoto výsledku nic soudit. Použijeme metodu svazku př́ımek.

L∗∗ = lim
x→0
y=kx

xy(x+ y)

x2 + y2
= lim

x→0

x · kx(x+ kx)

x2 + (kx)2
= lim

x→0

kx3(1 + k)

x2(1 + k2)

= lim
x→0

kx(1 + k)

1 + k2
= 0.

Limita L∗∗ nezáviśı na k, nelze tedy o existenci limity nic usoudit. Nyńı
použijeme metodu svazku parabol.

L∗∗∗ = lim
x→0

y=kx2

xy(x+ y)

x2 + y2
= lim

x→0

x · kx2(x+ kx2)

x2 + (kx2)2

= lim
x→0

kx4(1 + kx)

x2(1 + k2x2)
= lim

x→0

kx2(1 + kx)

1 + k2x2
= 0.

Limita L∗∗∗ nezáviśı na k, o existenci limity nelze na tomto základě nic usou-
dit. Použijeme metodu transformace do polárńıch souřadnic. Plat́ı

L∗ = lim
[x,y]→[0,0]

xy(x+ y)

x2 + y2
= lim

r→0+

r cosϕr sinϕ(r cosϕ+ r sinϕ)

(r cosϕ)2 + (r sinϕ)2

= lim
r→0+

r3 cosϕ sinϕ(cosϕ+ sinϕ)

r2
= lim

r→0+
r cosϕ sinϕ(cosϕ+ sinϕ) = 0.
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Funkce h(ϕ) = cosϕ sinϕ(cosϕ + sinϕ) je ohraničená, jelikož funkce cosϕ
i sinϕ jsou ohraničené, pak také jejich součet a součin je ohraničený, tj.
| cosϕ sinϕ(cosϕ + sinϕ)| ≤ 1. Protože funkce h(ϕ) je ohraničená a limita
funkce g(r) = r pro r → 0+ je 0, zadaná limita L existuje a je rovna 0.

Př́ıklad 2.34. Vyšetřete, zda je funkce

f(x, y) =

{
x2y
x2+y2

pro [x, y] 66= [0, 0]

0 pro [x, y] = [0, 0]

spojitá v bodě [0, 0].

Řešeńı. Aby byla funkce f spojitá v bodě [0, 0], musela by mı́t v tomto
bodě limitu rovnu nule. Při vyšetřováńı limity metodou postupných limit,
metodou svazku př́ımek, metodou svazku parabol i metodou transformace
do polárńıch souřadnic dostáváme výsledek nula. O existenci limity nelze na
tomto základě nic soudit. Ale pro zjǐstěńı spojitosti funkce můžeme použ́ıt
některou z výše uvedených vět. Použijeme větu 2.6. Zřejmě plat́ı

lim
[x,y]→[0,0]

x2y

x2 + y2
= lim

[x,y]→[0,0]
x · xy

x2 + y2
.

Přitom lim
[x,y]→[0,0]

x = 0. Ukažme nyńı, že funkce xy
x2+y2

je ohraničená. Plat́ı

(|x| − |y|)2 ≥ 0⇒ x2 − 2|xy|+ y2 ≥ 0⇒ 2|xy| ≤ x2 + y2

⇒ |xy|
x2 + y2

≤ 1

2
⇒
∣∣∣∣ xy

x2 + y2

∣∣∣∣ ≤ 1

2
.

Tedy funkce xy
x2+y2

je pro [x, y] 6= [0, 0] ohraničená a funkce f je v bodě [0, 0]
spojitá.

Př́ıklad 2.35. Vyšetřete, zda je funkce

f(x, y) =

{
x3y
x5+y3

pro [x, y] 66= [0, 0]

0 pro [x, y] = [0, 0]

spojitá v bodě [0, 0].

Řešeńı. Aby byla funkce f spojitá v bodě [0, 0], musela by mı́t v tomto
bodě limitu rovnu nule. Při vyšetřováńı limity metoda postupných limit, me-
toda svazku př́ımek i metoda transformace do polárńıch souřadnic selhává.
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Dostáváme výsledek nula, z čehož nemůžeme o existenci limity či spoji-
tosti nic usuzovat. Zvoĺıme tedy jinou metodu pro vyšetřeńı limity. Metodou
svazku parabol ukážeme, že limita rovna nule neńı, a tedy zkoumaná funkce
v daném bodě neńı spojitá.

L∗∗ = lim
x→0

y=kx2

x3y

x5 + y3
= lim

x→0

x3kx2

x5 + (kx2)3
= lim

x→0

x5k

x5(1 + k3x)
= lim

x→0

k

1 + k3x
= k.

Protože limita L∗∗ záviśı na parametru k, zadaná limita neexistuje a funkce
f je v bodě [0, 0] nespojitá.

Př́ıklad 2.36. Rozhodněte, zda funkce definovaná předpisem

f(x, y) =

{
1 pro x = 0 nebo y = 0,
0 pro jinak

je v bodě [0, 0] spojitá.

Řešeńı. Spočteme si limitu např́ıklad po bodech [0, y], tj. lim
y→0

f(0, y) = 1, a

bodech [x, x], tj. lim
x→0

f(x, x) = 0. Funkce f neńı spojitá, nebot’ v bodě [0, 0]

neexistuje limita. Grafem funkce f je podstavná rovina, z ńıž je ”vyzdvižen”
osový kř́ıž o jedničku.
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2.3 Krokovaný př́ıklad

Př́ıklad. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = x2y2

x6+y3 v bodě [0, 0].

Řešeńı.
Postupně budeme aplikovat r̊uzné metody výpočtu limity funkce dvou proměnných,
dokud jedna z nich nepovede k výsledku.

Postupná limita

L1 = lim
y→0

(
lim

x→

x2y2

x6 + y3

)
= .

L2 = lim
x→

(
lim

y→

x2y2

x6 + y3

)
= .

Obě limity L1, L2 existuj́ı a jsou rovny nule. O existenci limity nelze na tomto
základě nic soudit. Následuje metoda svazku př́ımek.

Metoda svazku př́ımek

L∗∗ = lim
x→0
y=kx

x2y2

x6 + y3
= lim

x→0
= lim

x→0

k2x
= .

Limita L∗∗ nezáviśı na k, nelze tedy o existenci limity nic usoudit. Následuje
metoda transformace do polárńıch souřadnic.

Metoda transformace do polárńıch souřadnic

L∗ = lim
[x,y]→[0,0]

x2y2

x6 + y3
= lim

r→0+ (r cos t)6 + (r sin t)3

= lim
r→0+

r cos2 t sin2 t
= .

Limita L∗ nezáviśı na t, nelze tedy o existenci limity nic usoudit. Následuje
metoda svazku parabol.

Metoda svazku parabol

L∗∗∗ = lim
x→0

y=kx2

x2y2

x6 + y3
= lim

x→0
= lim

x→0 1 + k3
= .

Protože limita L∗∗∗ záviśı na k, zadaná limita L .
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2.4 Úlohy k samostatnému řešeńı a kontrolńı otázky

Cvičeńı 2.1. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = 6x−3y−5
x3−y2 v bodě [−1, 5].

Cvičeńı 2.2. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = x2−1
y+4

v bodě [1,−4].

Cvičeńı 2.3. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = x3−y3
x4−y4 v bodě [2, 2].

Cvičeńı 2.4. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = y3−x3−7
x+y−3

v bodě [1, 2].

Cvičeńı 2.5. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) =

√
x2+y2+4−2

x2+y2
v bodě [0, 0].

Cvičeńı 2.6. Určete body nespojitosti funkce f(x, y) = 5x−4√
x2−y+5

.

Cvičeńı 2.7. Určete body nespojitosti funkce f(x, y) = 3x cos(x2 +y2−4).

Cvičeńı 2.8. Určete body nespojitosti funkce f(x, y) = y−2x2

ln
√

exy .

Cvičeńı 2.9. Vyšetřete, zda je funkce

f(x, y) =

{
xy2

x2+y2
pro [x, y] 66= [0, 0],

0 pro [x, y] = [0, 0]

spojitá v bodě [0, 0].

Cvičeńı 2.10. Vyšetřete, zda je funkce

f(x, y) =

{
x4y2

x8+y4
pro [x, y] 66= [0, 0],

0 pro [x, y] = [0, 0]

spojitá v bodě [0, 0].

Otázka 2.1. Co je to hromadný bod množiny?

Otázka 2.2. Proč hledáme limity v hromadných bodech?

Otázka 2.3. Co je to vlastńı limita ve vlastńım bodě?

Otázka 2.4. Co je to izolovaný bod množiny?

Otázka 2.5. Jakými zp̊usoby můžeme vyšetřovat limitu funkce dvou proměn-
ných? A v čem se to lǐśı od vyšetřováńı limity funkce jedné proměnné?
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Otázka 2.6. Existuje analogie l’Hospitalovo pravidlo pro funkce dvou a v́ıce
proměnných?

Otázka 2.7. Kdy je funkce dvou proměnných spojitá?

Otázka 2.8. Co jsou to body nespojistosti funkce a jak se určuj́ı?

Otázka 2.9. Jaký je vztah mezi limitou funkce a spojitost́ı funkce?

Otázka 2.10. Mějme funkci, která v daném bodě nemá limitu. Může být
v tomto bodě spojitá?

2.5 Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

Cvičeńı 2.1. 1

Cvičeńı 2.2. neexistuje

Cvičeńı 2.3. 3
8

Cvičeńı 2.4. neexistuje

Cvičeńı 2.5. 1
4

Cvičeńı 2.6. {[x, y] ∈ R2; y ≥ x2 + 5}

Cvičeńı 2.7. spojitá v každém bodě [x, y] ∈ R2

Cvičeńı 2.8. {[x, y] ∈ R2;x = 0, y = 0}

Cvičeńı 2.9. spojitá

Cvičeńı 2.10. nespojitá
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2.6 Kontrolńı test

Limita a spojitost funkce

Pokud v následuj́ıćıch př́ıkladech máte vepsat hodnotu limity, kte-
rá neexistuje, vepište do odpov́ıdaj́ıćıho pole pro odpověd’ znak -.

1. Rozhodněte, zda existuje limita lim
[x,y]→[0,0]

f(x, y) = −2(x2+y2)√
x2+y2+9−3

.

(a) (a) ano (b) ne

(b) Hodnota limity je:

2. Necht’ je dána limita lim
[x,y]→[2,0]

f(x, y) = exy−1
x

.

(a) Rozhodněte, zda limita existuje.

(a) ano (b) ne

(b) Hodnota limity je:

3. Rozhodněte, zda limita funkce f(x, y) = xy
x2+y2 v bodě [0, 0]

neexistuje

existuje a je nevlastńı

existuje a je vlastńı, tj.

4. Rozhodněte, zda limita funkce f(x, y) = xy ln(x2 + y2) v bodě [0, 0]

neexistuje

existuje a je nevlastńı

existuje a je vlastńı, tj.

5. Je dána funkce f(x, y) = 3y
x3+y

.

(a) Limita lim
[x,y]→[0,0]

f(x, y) =

(b) Funkce f je spojitá v R2 pro

y ≤ x3 y > −x3

y 6= −x3 pro všechny body R2

6. Je dána funkce f(x, y) = ln x
y

.

(a) Limita lim
[x,y]→[e2,1]

f(x, y) =

(b) Funkce f je spojitá v R2 pro

y 6= 0 ∧ x 6= 0 y ≤ 0 ∧ x ≥ 0
y ≥ 0 ∧ x < 0 y 6= 0 ∧ x > 0
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7. Rozhodněte, zda je limita lim
[x,y]→[0,0]

e
− x2

x2+y2

x4+y4

(a) vlastńı nevlastńı neexistuje

(b) Hodnoty limity je

+∞ −∞ jiná, tj.

8. Rozhodněte, zda je limita lim
[x,y]→[0,0]

1−cos(x2+y2)
(x2+y2)x2y2

(a) vlastńı nevlastńı neexistuje

(b) Hodnoty limity je

+∞ −∞ jiná, tj.

9. Rozhodněte o spojitosti složené funkce f ◦ g, přičemž f(t) = t2 + 2,
g(x, y) = 2x− 4y. Složená funkce

je spojitá v R2 neńı spojitá v R2

10. Složená funkce f ◦ g, kde funkce f(t) = et, g(x, y) = x
y
− 1 je spojitá na:

{[x, y] ∈ R2; x 6= y} {[x, y] ∈ R2; x
y

> 1}
{[x, y] ∈ R2; y 6= 0} R2

Počet správně zodpovězených otázek:

Procento úspěšnosti:

Zobrazeńı správného výsledku:
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3 Parciálńı derivace

Kĺıčová slova. Parciálńı derivace, řád parciálńı derivace, Schwarzova věta.

3.1 Pojem a základńı vlastnosti parciálńıch derivaćı

Dř́ıve než zavedeme pojem parciálńı derivace pro funkce v́ıce proměnných,
připomeňme, že

”
obyčejná“ derivace funkce jedné proměnné v bodě x0 je

definována jako limita tvaru

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Čtenář si patrně vzpomene, že derivaci funkce v daném bodě lze z geome-
trického hlediska interpretovat jako směrnici tečny ke grafu funkce v bodě
[x0, f(x0)].

Analogickou úlohou k sestrojeńı tečny ke grafu funkce jedné proměnné je
v př́ıpadě funkce dvou proměnných sestrojeńı tečné roviny ke grafu funkce.
Abychom mohli nalézt rovnici tečné roviny v daném bodě, stač́ı z nekonečně
mnoha př́ımek, které lež́ı v této rovině a procházej́ı bodem dotyku, zvolit
dvě libovolné r̊uzné a źıskat o nich údaje potřebné k jejich sestrojeńı. V této
souvislosti vyvstává otázka, jak volbu těchto dvou př́ımek provést. Jedná se
vlastně o to, po které př́ımce lež́ıćı v rovině xy a procházej́ıćı bodem [x0, y0]
se budeme k tomuto bodu přibližovat. Nápovědu, která nám umožńı tyto
př́ımky vhodně zvolit, źıskáme, když si připomeneme situaci při výpočtu li-
mity, kdy jsme ze všech možných

”
zp̊usob̊u“ přechodu k bodu [x0, y0] volili

nejprve možnost bĺıžit se k němu po rovnoběžkách s osami x a y. Dostáváme
se tak k následuj́ıćı definici.

Definice 3.1. Necht’ je funkce f(x, y) definovaná v bodě [x0, y0], který je
vnitřńım bodem množiny Df . Jestliže existuje limita tvaru

lim
h→0

f(x0 + h, y0)− f(x0, y0)

h
,

nazýváme ji parciálńı derivaćı funkce f(x, y) podle proměnné x v bodě
[x0, y0] a znač́ıme ji

fx(x0, y0), popř.
∂f

∂x
(x0, y0).
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Analogicky pak limitu tvaru

lim
h→0

f(x0, y0 + h)− f(x0, y0)

h

nazýváme parciálńı derivaćı funkce f(x, y) podle proměnné y v bodě [x0, y0]
a znač́ıme ji

fy(x0, y0), popř.
∂f

∂y
(x0, y0).

Poznámka 3.2. V definici předpokládáme, že bod [x0, y0] je vnitřńım bodem
definičńıho oboru funkce f . Pak je totiž zaručeno, že body tvaru [x0 + h, y0],
kde h je dostatečně malé, lež́ı v Df . Stačilo ovšem požadovat, aby funkce
f byla definovaná na nějaké množině, v ńıž lež́ı body tvaru [x0 + h, y0] pro
malá h.

Z definice je názorně vidět, že přechod k bodu [x0, y0] po rovnoběžkách s
jednotlivými osami znamená, že jedna z proměnných je konstantńı. Povšimně-
te si, že pokud bychom vynechali symbol y0 z definice parciálńı derivace podle
proměnné x, obdrž́ıme limitu, jej́ıž tvar odpov́ıdá obyčejné derivaci funkce
jedné proměnné. V d̊usledku toho můžeme při výpočtu parciálńı derivace
podle x považovat proměnnou y za konstantu. Obdobně při výpočtu parciálńı
derivace podle y předpokládáme, že y je jediná proměnná ve funkčńım vzahu,
a s proměnnou x poč́ıtáme jako s konstantou.

Př́ıklad 3.3. Vypočtěte parciálńı derivace funkce f(x, y) = x3 + 2xy2 + y.

Řešeńı. Při výpočtu parciálńı derivace funkce f podle x považujeme proměn-
nou y za konstantu. Pak derivujeme podle obvyklých pravidel a dostáváme

fx(x, y) = 3x2 + 2y2, [x, y] ∈ R2.

Jestliže nyńı naopak považujeme za konstantu proměnnou x, obdrž́ıme výsle-
dek

fy(x, y) = 4xy + 1, [x, y] ∈ R2.

Př́ıklad 3.4. Vypočtěte parciálńı derivace funkce f(x, y) = xexy.

Řešeńı. Jestliže nejprve považujeme proměnnou y za konstantu, pak podle
pravidla o derivováńı součinu máme

fx(x, y) = exy + yxexy = exy(1 + xy), [x, y] ∈ R2.

39



V př́ıpadě, že považujeme za konstantu proměnnou x, dostáváme podle pra-
vidla o derivováńı exponenciálńı funkce

fy(x, y) = x2exy, [x, y] ∈ R2.

Zobecńıme-li úvahy, které jsme prováděli při zavedeńı pojmu parciálńı
derivace funkce dvou proměnných, na př́ıpad funkce n proměnných, zjist́ıme,
že lze postupovat zcela analogicky. Všechny proměnné kromě té, podle které
budeme derivovat, považujeme za konstanty. V následuj́ıćı definici je pro ilu-
straci vymezen pojem parciálńı derivace funkce n proměnných podle prvńı
proměnné, přičemž v př́ıpadě ostatńıch proměnných by definice byla ob-
dobná.

Definice 3.5. Necht’ je funkce f(x1, x2, . . . xn) definovaná v bodě
[x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n], který je vnitřńım bodem množiny Df . Jestliže existuje li-

mita tvaru

lim
h→0

f(x∗1 + h, x∗2, . . . , x
∗
n)− f(x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n)

h
,

nazýváme ji parciálńı derivaćı funkce f(x1, x2, . . . xn) podle proměnné x1

v bodě [x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n] a znač́ıme ji

fx1(x
∗
1, x
∗
2, . . . , x

∗
n), popř.

∂f

∂x1

(x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n).

Protože parciálńı derivace funkce n proměnných se poč́ıtá jako obyčejná
derivace pomocné funkce jedné proměnné, můžeme formulovat následuj́ıćı
tvrzeńı, které je zobecněńım vztah̊u platných pro poč́ıtáńı s obyčejnými deri-
vacemi funkćı jedné proměnné. Jedná se o čtenáři dobře známá pravidla pro
derivaci násobku funkce konstantou, dále pak pravidla pro derivaci součtu,
rozd́ılu, součinu a pod́ılu dvou funkćı. Důkaz této věty je pouhou analogíı
d̊ukazu obdobného tvrzeńı týkaj́ıćıho se pravidel pro derivováńı funkćı jedné
proměnné. Rovněž použit́ı těchto pravidel považujeme za zcela intuitivńı pro
čtenáře obeznámeného s pojmem derivace. Některá z pravidel byla využita už
v předcházej́ıćıch př́ıkladech a předpokládáme, že to čtenáři nečinilo vážněǰśı
pot́ıže.
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Věta 3.6. Necht’ maj́ı funkce f(x1, x2, . . . xn) a g(x1, x2, . . . xn) parciálńı
derivace v bodě x∗ = [x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n] podle proměnné xi, i = 1 ≤ i ≤ n. Pak

maj́ı v tomto bodě parciálńı derivace také funkce c · f , f + g, f − g, f · g a
f/g, přičemž plat́ı:

1. (c · f)xi
(x∗) = c · fxi

(x∗),

2. (f + g)xi
(x∗) = fxi

(x∗) + gxi
(x∗),

3. (f − g)xi
(x∗) = fxi

(x∗)− gxi
(x∗),

4. (f · g)xi
(x∗) = fxi

(x∗) · g(x∗) + f(x∗) · gxi
(x∗),

5.

(
f

g

)
xi

(x∗) =
fxi

(x∗) · g(x∗) + f(x∗) · gxi
(x∗)

g2(x∗)
, g(x∗) 6= 0.

3.2 Geometrický význam parciálńıch derivaćı funkce
f(x, y)

Necht’ je dána funkce f(x, y) a bod [x0, y0]. Už jsme zmı́nili, že při výpočtu
parciálńıch derivaćı považujeme vždy jednu z proměnných za konstantńı.
Jestliže proměnnou y zafixujeme na hodnotě y0 a budeme měnit pouze hod-
noty proměnné x, pracujeme vlastně s funkćı jedné proměnné, jej́ıž graf lež́ı
v rovině y = y0. Můžeme tedy v bodě [x0, y0, f(x0, y0)] sestrojit tečnu t1 ke
grafu funkce f(x, y), resp. funkce φ(x) = f(x, y0) lež́ıćı v rovině y = y0. Tato
tečna bude rovnoběžná s rovinou xz a jej́ı směrnice je právě parciálńı derivaćı
funkce f(x, y) podle proměné x. Analogicky, jestliže zafixujeme proměnnou
x na hodnotě x0 a budeme měnit pouze hodnoty proměnné y, pracujeme
rovněž s funkćı jedné proměnné, jej́ıž graf lež́ı v rovině x = x0. Opět můžeme
v bodě [x0, y0, f(x0, y0)] sestrojit tečnu t2 ke grafu funkce f(x, y), resp. funkce
ψ(y) = f(x0, y) lež́ıćı v rovině x = x0. Tato tečna bude rovnoběžná s rovinou
yz a jej́ı směrnice je právě parciálńı derivace funkce f(x, y) podle proměnné
y. Označ́ıme-li úhel, který sv́ırá tečna t1 ke grafu funkce φ(x) = f(x, y0)
s kladnou část́ı osy x jako α a úhel, který sv́ırá tečna t2 ke grafu funkce
ψ(y) = f(x0, y) s kladnou část́ı osy y jako β, můžeme psát

tgα = fx(x0, y0), popř. tg β = fy(x0, y0).

Situaci názorně ilustruje obrázek 12.
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Obrázek 12: Parciálńı derivace jako směrnice tečen t1 a t2

3.3 Parciálńı derivace vyšš́ıch řád̊u

Nejdř́ıve bychom chtěli připomenout, že parciálńı derivace funkce v daném
bodě je definovaná jako limita jistého tvaru. Protože limita funkce je (pokud
existuje) dána jednoznačně, vyplývá odtud, že libovolná funkce může mı́t v
libovolném bodě nejvýše jednu parciálńı derivaci podle každé z proměnných.
Předpokládejme, že A ⊂ Df je množina všech bod̊u, v nichž existuje parciálńı
derivace funkce f(x1, x2, . . . xn) podle proměnné xi. Pak můžeme na množině
A definovat funkci, která každému bodu [x1, x2, . . . xn] ∈ A přǐrad́ı hodnotu
fxi

(x1, x2, . . . xn). Vid́ıme tedy, že parciálńı derivace funkce jsou opět funk-
cemi, které můžeme dále derivovat podle jednotlivých proměnných. Dostá-
váme se tak k následuj́ıćı definici.

Definice 3.7. Necht’ f(x1, x2, . . . xn) je funkce n proměnných. Má-li
funkce fxi

(x1, x2, . . . xn) v bodě x∗ = [x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n] parciálńı derivaci podle

proměnné xj, nazýváme ji parciálńı derivaćı druhého řádu funkce
f(x1, x2, . . . xn) v bodě x∗ podle proměnných xi a xj a znač́ıme ji

fxixj
(x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n), popř.

∂f 2

∂xi∂xj
(x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n).

42



V př́ıpadě funkce f(x, y) dvou proměnných dostáváme tedy celkem čtyři
parciálńı derivace druhého řádu fxx(x, y), fxy(x, y), fyx(x, y) a fyy(x, y). Zcela
obdobným zp̊usobem je možné definovat parciálńı derivaci řádu k funkce
f(x1, x2, . . . xn) opětovným derivováńım parciálńıch derivaćı řádu k−1 podle
proměnných x1, x2, . . . xn. Pro zápis parciálńı derivace funkce f řádu k, kde
postupně derivujeme j1-krát podle proměnné xi1 , j2-krát podle proměnné xi2
atd. až jr-krát podle proměnné xir , použ́ıváme symbol

∂kf

∂xj1i1∂x
j2
i2
· · · ∂xjrir

.

Předpokládáme při tom, že k = j1 + j2 + · · ·+ jr a i1, i2, . . . ir ∈ {1, . . . , n}.

Př́ıklad 3.8. Vypočtěte parciálńı derivace druhého řádu funkce

f(x, y) = x3 + 2xy2 + y.

Řešeńı. V př́ıkladu 3.3 jsme vypočetli

fx(x, y) = 3x2 + 2y2, fy(x, y) = 4xy + 1.

Obdržené funkce budeme nyńı dále derivovat podle proměnných x a y. Dostá-
váme tedy

fxx(x, y) = 6x, fxy(x, y) = 4y, fyy(x, y) = 4x, fyx(x, y) = 4y.

Př́ıklad 3.9. Vypočtěte parciálńı derivace druhého řádu funkce

f(x, y, z) = 3x2y + ex
2z − 3 sin2 z.

Řešeńı. Nejdř́ıve vypočteme parciálńı derivace prvńıho řádu. Dostáváme

fx = 6xy + 2xzex
2z, fy = 3x2, fz = x2ex

2z − 6 sin z cos z.

Výsledkem našich výpočt̊u jsou funkce, které nyńı budeme derivovat opět
podle proměnných x, y a z. Pro funkci fx obdrž́ıme

fxx(x, y) = 6y + 2zex
2z + 4x2z2ex

2z, fxy = 6x, fxz = 2xex
2z + 2x3zex

2z.
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Pro zbývaj́ıćı dvě fukce vypadaj́ı výsledky takto

fyx(x, y) = 6x, fyy = 0, fyz = 0,

fzx = 2xex
2z + 2x3zex

2z, fzy = 0, fzz = x4ex
2z − 6 cos 2z.

Povšimneme-li si bĺıže výsledku v předcházej́ıćım př́ıkladu, zjist́ıme, že jsme
obdrželi následuj́ıćı rovnosti: fxy = fyx, fxz = fzx a fyz = fzy. Nab́ıźı se
tedy otázka, jestli se jedná o pouhou shodu okolnost́ı nebo o vztahy, které za
určitých podmı́nek plat́ı obecně. Odpověd’ na tuto otázku dává následuj́ıćı
věta.

Věta 3.10. (Schwarzova) Jestlǐze jsou smı́̌sené parciálńı derivace druhého
řádu funkce f(x, y) spojité v bodě [x∗, y∗], pak plat́ı

fxy(x
∗, y∗) = fyx(x

∗, y∗).

Důkaz. Uvažujme rozd́ıl

[f(x+ h1, y + h2)− f(x+ h1, y)]− [f(x, y + h2)− f(x, y)], (3.1)

kde h1 > 0, h2 > 0 (pro ostatńı možnosti by d̊ukaz prob́ıhal zcela analogicky)
jsou př́ır̊ustky argument̊u x, y. Jestliže považujeme veličiny y a h2 za kon-
stanty, můžeme uvažovaný rozd́ıl vyjádřit pomoćı funkce jedné proměnné.
Jestliže polož́ıme φ(x) = f(x, y + h2)− f(x, y), dostaneme

φ(x+ h1) = f(x+ h1, y + h2)− f(x+ h1, y).

Vztah (3.1) můžeme nyńı psát ve tvaru

φ(x+ h1)− φ(x).

Použijeme-li nyńı Lagrangeovu větu o středńı hodnotě, dostáváme pro nějaké
c ∈ (x, x+ h1) rovnost

φ(x+ h1)− φ(x) = h1φ
′(c) = h1[fx(c, y + h2)− fx(c, y)].

Na rozd́ıl [fx(c, y+h2)− fx(c, y)] můžeme opět aplikovat větu o středńı hod-
notě, nebot’ c je konstanta a docháźı zde ke změně pouze ve druhé proměnné.
Obdrž́ıme tedy

h1[fx(c, y + h2)− fx(c, y)] = h1h2fxy(c, d)
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pro nějaké d ∈ (y, y+h2). Jestliže nyńı uvažujeme limitńı přechod pro h1 → 0,
h2 → 0, což neznamená nic jiného než že bod [c, d] se bĺıž́ı k bodu [x, y],
dosṕıváme k následuj́ıćımu závěru

lim
[h1,h2]→[0,0]

[f(x+ h1, y + h2)− f(x+ h1, y)]− [f(x, y + h2)− f(x, y)]

h1h2

=

= lim
[c,d]→[x,y]

fxy(c, d) = fxy(x, y).

Při výpočtu posledńı limity jsme využili skutečnosti, že smı́̌sené parciálńı
derivace druhého řádu jsou spojitými funkcemi. Z technického hlediska jsme
nyńı dospěli do poloviny d̊ukazu. Ve druhé části d̊ukazu lze postupovat zcela
analogicky s t́ım, že ve výrazu (3.1) považujeme za konstanty veličiny x a
h1. Vztah (3.1) můžeme nyńı vyjádřit jako rozd́ıl ψ(y + h2) − ψ(y), kde
ψ(y) = f(x+ h1, y)− f(x, y). Poté lze opět dvakrát aplikovat větu o středńı
hodnotě. Održ́ıme tedy

ψ(y + h2)− ψ(y) = h2ψ
′(d′) = h2[fy(x+ h1, d

′)− fy(x, d′)] = h2h1fyx(c
′, d′),

kde c′ ∈ (x, x+ h1) a d′ ∈ (y, y + h2). Závěrečný krok pak spoč́ıvá v tom, že
po výpočtu limity tvaru

lim
[h1,h2]→[0,0]

[f(x+ h1, y + h2)− f(x+ h1, y)]− [f(x, y + h2)− f(x, y)]

h1h2

=

= lim
[c′,d′]→[x,y]

fyx(c
′, d′) = fyx(x, y),

je už rovnost
fxy(x

∗, y∗) = fyx(x
∗, y∗)

zřejmá. �

Už jsme se zmı́nili o tom, že parciálńı derivace vyšš́ıch řád̊u, obecně řádu
k lze źıskat opětovným derivováńım parciálńıch derivaćı řádu k−1. V souvis-
losti se Schwarzovou větou se nyńı nab́ıźı otázka, zda je možné zformulovat
obdobné tvrzeńı i pro parciálńı derivace řádu k. Zamysĺıme-li se nyńı jen nad
ideou d̊ukazu Schwarzovy věty, pak dospějeme k závěru, že d̊ukaz je založen
na skutečnosti, že byla dvakrát po sobě aplikována věta o středńı hodnotě.
Neńı těžké nahlédnout, že tento postup je možné použ́ıt i v př́ıpadě funkćı tř́ı
a v́ıce proměnných. Matematickou indukćı lze pak tvrzeńı Schwarzovy věty
rozš́ı̌rit pro parciálńı derivace vyšš́ıch řád̊u funkce obecně n proměnných. For-
mulujeme proto bez d̊ukazu následuj́ıćı větu.
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Věta 3.11. Jestlǐze jsou všechny smı́̌sené parciálńı derivace řádu k funkce
f(x1, x2, . . . xn) spojité v bodě [x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n], pak jejich hodnota v tomto

bodě nezáviśı na pořad́ı derivováńı, ale pouze na tom, kolikrát jsme funkci
f podle jednotlivých proměnných derivovali.

Poznámka 3.12. Vrát́ıme-li se nyńı zpět k př́ıkladu 3.9, vid́ıme, že aplikace
právě dokázané věty by nám usnadnila výpočet v tom smyslu, že bychom
z požadovaných smı́̌sených derivaćı poč́ıtali vždy jen jednu. Parciálńı derivace
všech řád̊u funkce

f(x, y, z) = 3x2y + ex
2z − 3 sin2 z

totiž muśı být spojitými funkcemi, což je dáno t́ım, že funkčńı vztah obsahuje
funkci polynomiálńı, exponenciálńı a funkci sinus, jejichž derivace jsou vždy
spojitými funkcemi. Při následném derivováńı se může ve výsledku objevit
pouze součin těchto funkćı, resp. součin funkćı sinus a kosinus, což jsou ale
opět ve všech př́ıpadech spojité funkce.

Př́ıklad 3.13. Vypočtěte parciálńı derivaci čtvrtého řádu fxxyz funkce

f(x, y, z) = 3x2y + ex
2z − 3 sin2 z.

Řešeńı. Z toho, co jsme řekli v předcházej́ıćı poznámce, v́ıme, že parciálńı

derivace všech řád̊u funkce f jsou spojitými funkcemi. Nezálež́ı tedy na pořad́ı
derivováńı, ale pouze na tom, abychom dvakrát derivovali podle proměnné
x a jednou podle proměnných y a z. Před zahájeńım výpočtu je užitečné se
zamyslet nad t́ım, zda derivovat v předepsaném pořad́ı, a nebo pořad́ı deri-
vováńı z nějakého d̊uvodu změnit. Důvodem pro záměnu pořad́ı derivováńı
bývá v takových př́ıpadech obvykle usnadněńı výpočtu. Ačkoli tento př́ıklad
neńı př́ılǐs složitý, přesto vid́ıme, že výpočet bude jednodušš́ı, budeme-li
nejdř́ıve derivovat podle proměnné y a poté podle proměnné z. Takový po-
stup totiž dává

fy(x, y, z) = 3x2,

z čehož je ihned zřejmé, že

fyz(x, y, z) = 0,
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a tedy i následná dvojnásobná derivace podle proměnné x muśı dát stejný
výsledek, tj. fyzxx(x, y, z) = 0. Podle věty 3.11 ovšem v́ıme, že zadaná deri-
vace je rovna derivaci vypočtené, a tedy fxxyz(x, y, z) = 0.

3.4 Úlohy k samostatnému řešeńı a kontrolńı otázky

Cvičeńı 3.1. Vypočtěte parciálńı derivace prvńıho řádu funkce dané vzta-
hem f(x, y) = x4 − x3y2 + yx2 + y4.

Cvičeńı 3.2. Vypočtěte parciálńı derivace prvńıho řádu funkce dané vzta-
hem f(x, y) = sin x cos y.

Cvičeńı 3.3. Vypočtěte parciálńı derivace prvńıho řádu funkce dané vzta-
hem f(x, y) = x−y

x+y
.

Cvičeńı 3.4. Vypočtěte parciálńı derivace prvńıho řádu funkce dané vzta-
hem f(x, y, z) = exy + e2yz + e3xz.

Cvičeńı 3.5. Vypočtěte parciálńı derivace prvńıho řádu funkce dané vzta-
hem f(u, v, w) = (u+ v) arctg(uw).

Cvičeńı 3.6. Vypočtěte směrnice tečen ke grafu funkce dané vztahem
f(x, y) = x2 + 2y2 v bodě B = [2, 1, 6], které jsou rovnoběžné s rovinami
xz a yz.

Cvičeńı 3.7. Vypočtěte směrnice tečen ke grafu funkce dané vztahem
f(x, y) = e(x2−y2) v bodě B = [1, 1, 1], které jsou rovnoběžné s rovinami
xz a yz.

Cvičeńı 3.8. Je dáno f(x, y, z) = sin2 x cos y + arctan y − exyz. Vypočtěte
fxyz.

Cvičeńı 3.9. Vypočtěte fyyz, je-li dáno f(x, y, z) = xyz.

Cvičeńı 3.10. Ověřte, že funkce u = f(x, y, z) = 1/
√
x2 + y2 + z2 je

řešeńım rovnice uxx + uyy + uzz = 0.

Otázka 3.1. Jak je definován pojem parciálńı derivace?

Otázka 3.2. Jakou má parciálńı derivace geometrickou interpretaci?
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Otázka 3.3. Napadá vás, co by mohla naznačovat skutečnost, že obě parciálńı
derivace funkce f(x, y) jsou v daném bodě rovny nule?

Otázka 3.4. Jak je definována parciálńı derivace vyšš́ıho řádu?

Otázka 3.5. Uved’te postačuj́ıćı podmı́nku pro rovnost smı́̌sených parciálńıch
derivaćı v daném bodě?

Otázka 3.6. Kolik parciálńıch derivaćı 4. řádu má funkce čtyř proměnných?

Otázka 3.7. Uved’te př́ıklad funkce, která splňuje předpoklady Věty 3.11
pro smı́̌sené parciálńı derivace libovolného řádu. (Nápověda: Inspirujte se
funkćı v Př́ıkladu 3.9.)

Otázka 3.8. Dokážete uvést př́ıklad funkce dvou proměnných, která má
v daném bodě parciálńı derivaci podle proměnné x, ale ne podle y (popř.
naopak)?

Otázka 3.9. Dokážete uvést př́ıklad funkce, která v daném bodě nemá
parciálńı derivace?

Otázka 3.10. Uved’te př́ıklad funkce f dvou (př́ıpadně i v́ıce) proměnných
takové, že

(a) všechny jej́ı parciálńı derivace maj́ı stejný definičńı obor jako funkce f ;

(b) alespoň jedna z jej́ıch parciálńıch derivaćı má definičńı obor, který je
vlastńı podmnožinou Df a alespoň jedna má definičńı obor stejný jako
funkce f ;

(c) definičńı obor každé z jej́ıch parciálńıch derivaćı je vlastńı podmnožinou
Df .

3.5 Výsledky úloh k samostatnému řešeńı a odpovědi
na některé otázky

Cvičeńı 3.1. fx = 4x3 − 3x2y2 + 2xy, fy = −2x3y + x2 + 4y3.

Cvičeńı 3.2. fx = cosx cos y, fy = − sinx sin y.

Cvičeńı 3.3. fx = 2y
(x+y)2

, fy = − 2x
(x+y)2

48



Cvičeńı 3.4. fx = yexy + 3ze3xz, fy = xexy + 2ze2yz, fz = 2ye2yz + 3xe3xz.

Cvičeńı 3.5. fu = arctg(uw) + (u+v)w
1+u2w2 , fu = arctg(uw), fw = (u+v)u

1+u2w2 .

Cvičeńı 3.6. Směrnice jsou dány hodnotami parciálńıch derivaćı v bodě B,
tj. fx(2, 1) = 4 a fy(2, 1) = 4.

Cvičeńı 3.7. Směrnice jsou dány hodnotami parciálńıch derivaćı v bodě B,
tj. fx(1, 1) = 2 a fy(1, 1) = −2.

Cvičeńı 3.8. fxyz = fzxy = exyz(1 + 3xyz + x2y2z2).

Cvičeńı 3.9. fyyz = ln2 x(2zxyz + yz2xxy lnx), [x, y, z] ∈ R3, x > 0.

Cvičeńı 3.10. Je nutné spoč́ıtat parciálńı derivace druhého řádu vyskytuj́ıćı
se v rovnici a dosazeńım ověřit jej́ı platnost.

Otázka 3.6. 44.

Otázka 3.8. Např́ıklad funkce

f(x, y) =

{
|y| je-li [x, y] = [0, y],
0 jinak.

Tato funkce má v počátku parciálńı derivaci podle x rovnu nule. Nemá však
v počátku parciálńı derivaci podle y.
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3.6 Kontrolńı test

Parciálńı derivace

1. Parciálńı derivace funkce f(x, y) = (x + 5y sin x)4/3 podle proměnných x
a y maj́ı tvar

4
3
(1 + 5y cos x)(x + 5y sin x)1/3, 20

3
sin x(x + 5y sin x)1/3

4
3
(1 + 5y cos x)(x + 5y sin x)1/3, 15

3
sin x(x + 5y sin x)1/3

4
3
(x + 5y cos x)(1 + 5y sin x)1/3, 20

3
sin x(x + 5y sin x)1/3

2. Při výpočtu parciálńı derivace funkce f(x, y, z) podle proměnné z považu-
jeme

proměnnou z za konstantńı

proměnné x a y za konstantńı

proměnné x a z za konstantńı

proměnné y a z za konstantńı

3. Parciálńı derivace funkce f(x, y, z) = (2x+y)
z

podle proměnných x, y a z
maj́ı tvar

1/z, 2/z, 2x+y
z2

2/z, 1/z, −2x+y
z2

2/z, 1/z, 2x+y
z2

4. Parciálńı derivace funkce fy(x, y) v bodě [x0, y0] představuje z geomet-
rického hlediska

směrnici př́ımky ke grafu funkce f , která je rovnoběžná s rovinou yz
a procháźı bodem [x0, y0, f(x0, y0)]

směrnici tečné př́ımky ke grafu funkce f , která je rovnoběžná s rovinou
xz a procháźı bodem [x0, y0, f(x0, y0)]

směrnici tečné př́ımky ke grafu funkce f , která je rovnoběžná s rovinou
yz a procháźı bodem [x0, y0, f(x0, y0)]

5. Směrnice tečny ke grafu funkce f(x, y) = x2−y2

x2+y2 v bodě [2,−3,−5/13],
která je rovnoběžná s rovinou yz, má hodnotu

32/125

48/169

15/32
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6. Parciálńı derivace druhého řádu funkce f(x, y) = ln(x3y5 − 2) maj́ı tvar

−3xy5(4+x32y5)
(x3y5−2)2

, − 30x2y3

(x3y5−2)2
, −5x3y3(8+x3y5)

(x3y5−2)2

−3xy5(4+x3y5)
(x3y5−2)2

, − 30x2y4

(x3y5−2)2
, −5x3y3(8+x3y5)

(x3y5−2)2

−3x2y5(4+x3y5)
(x3y5−2)2

, − 30x2y4

(x3y5−2)2
, −5x3y3(8+x2y5)

(x3y5−2)2

7. Parciálńı derivace fzzx funkce f(x, y, z) = cos(4x + 2y + 3z) má tvar

18 sin(4x + 2y + 3z)

36 sin(4x + 2y + 3z)

27 sin(4x + 2y + 3z)

8. Rovnost smı́̌sených parciálńıch derivaćı řádu k funkce n proměnných
plat́ı za předpokladu

spojitosti parciálńıch derivaćı řádu k v daném bodě a daném pořad́ı
v jakém jsme derivovali

spojitostiparciálńıch derivaćı řádu k derivaćı v daném bodě

spojitosti parciálńıch derivaćı řádu k v daném bodě a počtu derivaćı
podle jednotlivých proměnných

9. Všechny parciálńı derivace třet́ıho řádu funkce f(x, y, z) jsou spojité
v daném bodě. Uved’te maximálńı počet r̊uzných výsledk̊u, které můžeme
při výpočtu těchto parciálńıch derivaćı obdržet.

8

10

12

10. Je funkce w = f(x, y, z) = (ax + by + cz)n, kde a, b, c jsou konstanty,
řešeńım rovnice

x
∂w

∂x
+ y

∂w

∂y
+ z

∂w

∂z
= nw?

ano

ne

Počet správně zodpovězených otázek:

Procento úspěšnosti:
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4 Diferenciál funkce, Taylor̊uv polynom

Kĺıčová slova. Totálńı diferenciál, tečná rovina, normála plochy, diferenciály
vyšš́ıch řád̊u, kmenová funkce, Taylor̊uv polynom.

U funkce jedné proměnné diferenciálem funkce f v bodě x0 rozumı́me
př́ır̊ustek funkčńı hodnoty na tečně vedené ke grafu funkce v bodě [x0, f(x0)].
To znamená, že funkce f je v okoĺı bodu x0 aproximována tečnou a k při-
bližnému stanoveńı funkčńı hodnoty v bodě “bĺızko” bodu x0 nám stač́ı určit
hodnotu na tečně. Pro funkci jedné proměnné nemá diferenciál př́ılǐs velký
význam, protože existence diferenciálu neboli diferencovatelnost funkce je
ekvivalentńı existenci derivace v bodě x0. U funkćı n (n ≥ 2) proměnných
je diferenciálem př́ır̊ustek funkce na tečné nadrovině vedené ke grafu funkce
v bodě x0 ∈ Rn. Geometrický význam diferenciálu je tedy podobný jako
u funkce jedné proměnné. Otázkou je, zda diferencovatelnost funkce je zajǐstě-
na pouhou existenćı parciálńıch derivaćı.

4.1 Totálńı diferenciál

Nejdř́ıve se budeme zabývat pojmem diferenciálu pro funkce dvou proměnných.

Definice 4.1. Řekneme, že funkce f : R2 → R definovaná v okoĺı bodu
P = [x0, y0] je v tomto bodě diferencovatelná, jestliže existuj́ı reálná č́ısla
A, B taková, že plat́ı

lim
[h,k]→[0,0]

f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0)− (Ah+ Bk)√
h2 + k2

= 0. (4.1)

Lineárńı funkce Ah+Bk proměnných h, k se nazývá totálńı (neboli úplný)
diferenciál funkce f v bodě P = [x0, y0]. Označujeme df(x0, y0)(h, k), př́ıp.
df(P )(h, k) nebo df(x0, y0).

Poznámka 4.2.

1. Ekvivalentně lze totálńı diferenciál definovat takto: řekneme, že funkce
f : R2 → R má v bodě P = [x0, y0] totálńı diferenciál (je v bodě P
diferencovatelná), je-li možno jej́ı př́ır̊ustek v okoĺı bodu P vyjádřit
jako

4f(x, y) = f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0) = Ah+ Bk + ρτ(h, k),
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kde A, B jsou konstanty, ρ =
√
h2 + k2, τ : R2 → R je funkce defino-

vaná v okoĺı bodu [0, 0] a

lim
[h,k]→[0,0]

τ(h, k) = 0.

2. Č́ıslo h představuje př́ır̊ustek na ose x, č́ıslo k př́ır̊ustek na ose y. Často
se už́ıvá značeńı h = dx = x− x0, k = dy = y − y0.

Věta 4.3. Je-li funkce f diferencovatelná v bodě P = [x0, y0], pak má
v tomto bodě parciálńı derivace prvńıho řádu a plat́ı A = fx(P ), B = fy(P ),
tj.

df(P )(h, k) = fx(P )h+ fy(P )k. (4.2)

Důkaz. Položme ve vztahu (4.1) h = 0. Pak z (4.1) máme

lim
k→0

f(x0, y0 + k)− f(x0, y0)− Bk√
k2

= lim
k→0

f(x0, y0 + k)− f(x0, y0)− Bk
|k|

= 0.

Označme ϕ(k) = f(x0, y0+k)−f(x0, y0)−Bk. Dosazeńım ϕ(k) do předchoźıho
vztahu dostáváme

lim
k→0

ϕ(k)

|k|
= 0.

S využit́ım věty 2.6 plat́ı

lim
k→0

ϕ(k)

|k|
· |k|
k

= lim
k→0

ϕ(k)

k
= 0,

protože pro h 6= 0 je výraz |k|
k

ohraničený. Zpětným dosazeńım za ϕ(k) a
úpravou výrazu źıskáme

lim
k→0

f(x0, y0 + k)− f(x0, y0)

k
− B = fy(x0, y0)− B = 0,

tj. B = fy(x0, y0).
Obdobným postupem źıskáme rovnost A = fx(x0, y0). �

Poznámka 4.4. Na př́ıkladu si ukážeme, že obrácená implikace neplat́ı.
Mějme funkci definovanou předpisem

f(x, y) =

{
x2y
x2+y2

pro [x, y] 66= [0, 0],

0 pro [x, y] = [0, 0].
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Parciálńı derivace v bodě [0, 0] urč́ıme pomoćı definice. Tedy

fx(0, 0) = lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
= lim

x→0

x2·0
x2+02 − 0

x
= lim

x→0

0

x
= 0

a podobně urč́ıme fy(0, 0) = 0. Obě parciálńı derivace existuj́ı a jsou rovny
0. Aby tato funkce byla diferencovatelná v bodě [0, 0], muśı platit vztah (4.1)
z definice 4.1. Tud́ıž by v našem př́ıpadě muselo platit, že

lim
[h,k]→[0,0]

f(h, k)− f(0, 0)− (0h+ 0k)√
h2 + k2

= lim
[h,k]→[0,0]

h2k

(h2 + k2)
3
2

= 0.

Limitu budeme řešit převodem do polárńıch souřadnic. Tedy h = r cosϕ,
k = r sinϕ a

lim
r→0+

r3 cos2 ϕ sinϕ

r3
= lim

r→0+
cos2 ϕ sinϕ = cos2ϕ sinϕ.

Zjistili jsme, že výsledek záviśı na úhlu ϕ, tedy daná limita v̊ubec neexistuje.
Proto funkce f neńı v bodě [0, 0] diferencovatelná.

Z existence parciálńıch derivaćı funkce v bodě [x0, y0] neplyne diferenco-
vatelnost funkce. Přidáme-li však předpoklad spojitosti parciálńıch derivaćı,
diferencovatelnost funkce dostáváme, viz následuj́ıćı věta.

Věta 4.5. Má-li funkce f v bodě P = [x0, y0] spojité parciálńı derivace
prvńıho řádu, pak je v tomto bodě diferencovatelná.

Poznámka 4.6. Spojitost parciálńıch derivaćı je pouze postačuj́ıćı nikoli
nutnou podmı́nkou pro existenci diferenciálu.

Dále z existence parciálńıch derivaćı funkce v bodě [x0, y0] neplyne ani
spojitost funkce.

Př́ıklad 4.7. Funkce definovaná předpisem

f(x, y) =

{
1 pro x = 0 nebo y = 0,
0 pro jinak

má v bodě [0, 0] obě prvńı parciálńı derivace. Zavedeme si pomocné funkce
µ(x) = f(x, 0) = 1 a ν(y) = f(0, y) = 1. Spočteme jejich derivace v bodě
[0, 0]. Jelikož obě tyto funkce jsou konstantńı, jejich derivace je rovna nule
nejen v bodě [0, 0]. Tedy fx(0, 0) = µ′(0) = 0, fy(0, 0) = ν ′(0) = 0. V př́ıkladu

54



2.36 (kapitola Limita a spojitost) jsme si ukázali, že funkce f je v bodě [0, 0]
nespojitá, nebot’ v tomto bodě neexistuje limita.

Diferencovatelnost funkce je vlastnost́ı, která spojitost zaruč́ı.

Věta 4.8. Je-li funkce f diferencovatelná v bodě P = [x0, y0], pak je v tomto
bodě spojitá.

Důkaz. Funkce f je diferencovatelná v bodě P = [x0, y0], tedy z definice
máme

lim
[h,k]→[0,0]

f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0) = lim
[h,k]→[0,0]

Ah+ Bk + ρτ(h, k) = 0.

Z čehož plyne
lim

[h,k]→[0,0]
f(x0 + h, y0 + k) = f(x0, y0),

tedy spojitost funkce f v bodě P . �

Poznámka 4.9. Opak této věty neplat́ı, tj. je-li funkce f spojitá, nemuśı
být diferencovatelná. Uvažujme opět př́ıklad

f(x, y) =

{
x2y
x2+y2

pro [x, y] 66= [0, 0],

0 pro [x, y] = [0, 0].

Z poznámky 4.4 v́ıme, že daná funkce f neńı v bodě [0, 0] diferencovatelná.
Avšak v př́ıkladu 2.34 (kapitola Limita a spojitost) jsme si ukázali, že funkce
f je v bodě [0, 0] spojitá.

Poznámka 4.10. Diferenciál lze využ́ıt k přibližnému výpočtu funkčńıch
hodnot

f(x, y)
.
= f(x0, y0) + df(x0, y0)(h, k). (4.3)

Geometrický význam diferenciálu
Necht’ funkce z = f(x, y) je diferencovatelná v bodě P = [x0, y0]. Z existence
diferenciálu v bodě P vyplývá, že parciálńı derivace v bodě P existuj́ı. Z ge-
ometrického významu parciálńıch derivaćı v́ıme, že fx(P ), fy(P ) představuj́ı
směrnice tečen t1 a t2 sestrojených v bodě T = [x0, y0, f(x0, y0)] k řez̊um
plochy z = f(x, y) rovinou y = y0, resp. x = x0.
Urč́ıme rovnici tečné roviny. Rovina v R3 o rovnici z = Ax + By + C se
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nazývá tečnou rovinou ke grafu funkce z = f(x, y) v bodě T = [x0, y0, z0],
kde z0 = f(x0, y0), jestliže

lim
[x,y]→[x0,y0]

f(x, y)−Ax− By − C√
(x− x0)2 + (y − y0)2

= 0.

Nyńı ukážeme, že rovina určená těmito tečnami t1, t2 je tečnou rovinou ke
grafu funkce z = f(x, y) v bodě T = [x0, y0, f(x0, y0)].
Procháźı-li tečná rovina bodem T , pak bod T muśı vyhovovat rovnici roviny,
tj. f(x0, y0) = Ax0 +By0 + C, takže C = f(x0, y0)−Ax0−By0 a po dosazeńı
do rovnice roviny máme

z = Ax+ By + C = Ax+ By + f(x0, y0)−Ax0 − By0

= A(x− x0) + B(y − y0) + f(x0, y0)

Tato rovina je tečnou rovinou, jestliže existuje totálńı diferenciál v bodě
P = [x0, y0], tj. podle věty 4.3 je A = fx(P ), B = fy(P ). Tečná rovina ke
grafu funkce z = f(x, y) v bodě T = [x0, y0, f(x0, y0)] je pak určena rovnićı

z − z0 = fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0).

Př́ımka kolmá k tečné rovině plochy v jej́ım bodě dotyku T se nazývá normá-
la plochy, normála ke grafu funkce z = f(x, y). Jej́ı směrový vektor je určen
normálovým vektorem tečné roviny, tj. (−fx(x0, y0),−fx(x0, y0), 1).
Porovnáme-li rovnici tečné roviny v bodě T = [x0, y0, z0] ke grafu funkce
z = f(x, y) se vzorcem pro totálńı diferenciál v bodě P = [x0, y0], vid́ıme, že

z − z0 = df(x0, y0)(x− x0, y − y0).

To znamená, že hodnota diferenciálu funkce z = f(x, y) v bodě P je rovna
př́ır̊ustku třet́ı souřadnice, tj. z−z0, tečné roviny k ploše o rovnici z = f(x, y)
v bodě T při přechodu z bodu P = [x0, y0] do bodu X = [x0 + h, y0 + k], viz
obrázek 13.

Věta 4.11. Tečná rovina plochy z = f(x, y) v bodě T = [x0, y0, f(x0, y0)]
existuje právě tehdy, když je funkce f diferencovatelná v bodě P = [x0, y0].
Rovnice tečné roviny v bodě T je dána vztahem

z − z0 = fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0). (4.4)
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z

x

y

[x0+h, y0+k]

[x0, y0]

df(x0, y0)

z=f(x, y)

T

∆f

t1

t2

Obrázek 13: Diferenciál funkce

Věta 4.12. Normála n ke grafu funkce z = f(x, y) v bodě T je určena
parametrickými rovnicemi

n : x = x0 − fx(x0, y0)t,
y = y0 − fy(x0, y0)t,
z = z0 + t,

(4.5)

kde t ∈ R.

Př́ıklady

57



Př́ıklad 4.13. Prověřte diferencovatelnost funkce f(x, y) = 2x2 + 3xy− 5y2

v bodě P = [1,−1] a nalezněte jej́ı totálńı diferenciál v bodě P .

Řešeńı. Definičńı obor zadané funkce je Df = R2. Využijeme větu 4.5, která
ř́ıká, že spojité parciálńı derivace funkce f v bodě P zaručuj́ı diferencova-
telnost funkce f v bodě P . Spočteme prvńı parciálńı derivace funkce f a
dosad́ıme bod P , tj.

fx(x, y) = 4x+ 3y, fy(x, y) = 3x− 10y,

fx(1,−1) = 1, fy(1,−1) = 13.

Tyto funkce jsou spojité na celém definičńım oboru Df , tedy i v bodě P .
Funkce f je diferencovatelná v bodě P .
Nalezneme totálńı diferenciál funkce f v bodě P . Podle vzorce (4.2) dosta-
neme

df(1,−1)(h, k) = fx(1,−1)h+ fy(1,−1)k = h+ 13k.

Daľśı možnosti zápisu jsou

df(1,−1)(dx, dy) = dx+ 13dy,

df(1,−1)(x− 1, y + 1) = (x− 1) + 13(y + 1) = x+ 13y + 12.

Př́ıklad 4.14. Určete totálńı diferenciál funkce f(x, y) = x2−y2
xy

v bodě

P = [−2, 2] pro h = 0,03 a k = 0,01.

Řešeńı. Funkce f je definovaná pro x 6= 0 a y 6= 0, tedy definičńı obor je
Df = {[x, y] ∈ R2;x 6= 0, y 6= 0}. Spočteme prvńı parciálńı derivace funkce
f :

fx(x, y) =
x2 + y2

x2y
, fy(x, y) = −x

2 + y2

xy2
.

Protože derivace jsou na Df spojité, totálńı diferenciál existuje.
Jelikož fx(−2, 2) = 1, fy(−2, 2) = 1, dosazeńım do vzorce (4.2) dostáváme

df(−2, 2)(0,03, 0,01) = fx(−2, 2)0,03 + fy(−2, 2)0,01 = 0,03 + 0,01 = 0,04.

Př́ıklad 4.15. Určete totálńı diferenciál funkce f(x, y) = ln(1+x
y
) v obecném

bodě.

Řešeńı. Funkce f je definovaná pro 1 + x
y

= x+y
y
> 0. Tedy definičńı obor je

Df = {[x, y] ∈ R2; (y > −x ∧ y > 0) ∨ (y < −x ∧ y < 0)}. Spočteme prvńı
parciálńı derivace funkce f :

fx(x, y) =
1

1 + x
y

· 1

y
=

1

x+ y
, fy(x, y) =

1

1 + x
y

· −x
y2

=
−x

xy + y2
.
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Derivace jsou na Df spojité, totálńı diferenciál existuje. Dosazeńım do vzorce
(4.2) dostáváme

df(x, y)(h, k) = fx(x, y)h+ fy(x, y)k =
1

x+ y
h− x

xy + y2
k.

Př́ıklad 4.16. Pomoćı totálńıho diferenciálu přibližně vypočtěte 0,982 ·e0,13.

Řešeńı. Označme f(x, y) = x2ey. Máme určit f(0,98, 0,13). Zvolme bod
[x0, y0] = [1, 0] a spočteme diference h = x − 1 = −0,02, k = y − 0 = 0,13.
Podle vztahu (4.3) plat́ı

f(0,98, 0,13)
.
= f(1, 0) + df(1, 0)(−0,02, 0,13).

Ze vztahu (4.2) dostaneme

df(x, y)(h, k) = 2xeyh+ x2eyk,

df(1, 0)(−0,02, 0,13) = 2 · (−0,02) + 1 · 0,13 = 0,09.

Celkově tedy

0,982 · e0,13 = f(0,98, 0,13)
.
= f(1, 0) + df(1, 0) = 1 + 0,09 = 1,09.

Pro porovnáńı hodnota spočtená na kalkulátoru je f(0,98, 0,13) = 1,093 73 . . ..

Př́ıklad 4.17. Určete rovnici tečné roviny a normály ke grafu funkce
f(x, y) =

√
x2 + y2 v bodě T = [4,−3, ?].

Řešeńı. Dopočteme třet́ı souřadnici bodu T : z0 = f(x0, y0) = f(4,−3) = 5.
Spočteme parciálńı derivace prvńıho řádu v bodě P = [4,−3], tj.

fx(P ) =
x√

x2 + y2

∣∣∣
[4,−3]

=
4

5
, fy(P ) =

y√
x2 + y2

∣∣∣
[4,−3]

= −3

5
.

Ze spojitosti parciálńıch derivaćı v bodě P = [4,−3] plyne existence totálńıho
diferenciálu v tomto bodě a tud́ıž i existence tečné roviny. Rovnici tečny
źıskáme dosazeńım do vzorce (4.4), tj.

z − 5 =
4

5
(x− 4)− 3

5
(y + 3)⇒ 4

5
x− 3

5
y − z = 0.

Normála ke grafu funkce f má dle vzorce (4.5) parametrické vyjádřeńı

n : x = 4− 4

5
t, y = −3 +

3

5
t, z = 5 + t,
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kde t ∈ R.

Nyńı se budeme zabývat pojmem diferenciálu funkce n-proměnných. Tedy
rozš́ı̌ŕıme definici diferenciálu funkćı dvou proměnných.

Definice 4.18. Řekneme, že funkce f : Rn → R definovaná v okoĺı bodu
x∗ = [x∗1, . . . , x

∗
n] ∈ Rn je v tomto bodě diferencovatelná, jestliže existuje

A = (A1, . . . ,An) ∈ Rn takové, že pro h = (h1, . . . , hn) ∈ Rn dostatečně
malé plat́ı

lim
h→0

f(x∗ + h)− f(x∗)− 〈A, h〉
‖h‖

= 0, (4.6)

kde ‖h‖ =
√
h2

1 + . . .+ h2
n a 〈A, h〉 =

∑n
i=1Aihi je skalárńı součin v Rn.

Lineárńı funkci df(x∗)(h) = 〈A, h〉 nazýváme totálńım diferenciálem
funkce f v bodě x∗.

Obdoba věty 4.5 a věty 4.8 plat́ı i pro diferenciál funkćı n proměnných.
Z toho odvod́ıme, že fxi

(x∗) = Ai pro i = 1, . . . , n. Pak je totálńı diferenciál
v bodě x∗ dán výrazem

df(x∗)(h) = fx1(x
∗)h1 + fx2(x

∗)h2 + · · ·+ fxn(x∗)hn. (4.7)

Př́ıklad 4.19. Určete diferenciál funkce f(x, y, z) = (xy)
1
z v obecném bodě.

Řešeńı. Funkce f je definována pro z 6= 0 a xy > 0. Tedy definičńı obor je
Df = {[x, y, z] ∈ R3;xy > 0, z 6= 0}. Parciálńı derivace prvńıho řádu

fx(x, y, z) =
(xy)

1
z

zx
, fy(x, y, z) =

(xy)
1
z

zy
, fz(x, y, z) = −(xy)

1
z ln(xy)

z2

jsou spojité na Df . Totálńı diferenciál existuje. Dosad́ıme do vzorce (4.7) a
dostaneme

df(x, y, z)(h1, h2, h3) = fx(x, y, z)h1 + fy(x, y, z)h2 + fz(x, y, z)h3 =

=
(xy)

1
z

zx
h1 +

(xy)
1
z

zy
h2 −

(xy)
1
z ln(xy)

z2
h3.
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4.2 Diferenciály vyšš́ıch řád̊u

Nyńı se budeme zabývat diferenciály vyšš́ıch řád̊u pro funkce v́ıce proměnných.
Připomeňme, že m-tý diferenciál funkce jedné proměnné v bodě x0 se znač́ı
dmf(x0)h a plat́ı dmf(x0)h = fm(x0)h

m, kde h je př́ır̊ustek. Existence dife-
renciálu m-tého řádu je ekvivalentńı existenci m-té derivace funkce f v bodě
x0.

Podrobný postup odvozeńı diferenciálu m-tého řádu funkćı n proměnných
naleznete v [11]. Zde pro jednoduchost uvedeme jen výsledek, který nejprve
zformulujeme pro funkci dvou proměnných.

Definice 4.20. Necht’ funkce f : R2 → R má v nějakém okoĺı bodu [x0, y0]
parciálńı derivace až do řádu m, které jsou v tomto bodě spojité. Totálńım
diferenciálem m-tého řádu funkce f v bodě [x0, y0] rozumı́me homogenńı
funkci m-tého stupně

dmf(x0, y0)(h, k) =
m∑
j=0

(
m

j

)
∂mf

∂xj∂ym−j
(x0, y0)h

jkm−j. (4.8)

Pomoćı vztahu (4.8) si zaṕı̌seme totálńı diferenciály m-tého řádu pro
m = 1, 2, 3.
Pro m = 1 je vzorec dmf totožný se vztahem (4.2), tj. vzorec pro totálńı
diferenciál

df(x0, y0)(h, k) = fx(x0, y0)h+ fy(x0, y0)k.

Pro m = 2 dostaneme totálńı diferenciál druhého řádu

d2f(x0, y0)(h, k) = fxx(x0, y0)h
2 + 2fxy(x0, y0)hk + fyy(x0, y0)k

2.

Pro m = 3 dostaneme totálńı diferenciál třet́ıho řádu

d3f(x0, y0)(h, k) =

= fxxx(x0, y0)h
3 + 3fxxy(x0, y0)h

2k + 3fxyy(x0, y0)hk
2 + fyyy(x0, y0)k

3.

Poznámka 4.21. Ve snadněǰśım zapamatováńı vztahu (4.8) nám pomůže
rozvoj mocniny dvojčlenu (a+b)m podle binomické věty a formálńı umocněńı
dmf psáno následovně dmf(x0, y0)(h, k) = ( ∂

∂x
h+ ∂

∂y
k)mf(x0, y0).

Pro m = 2 je (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2. Nyńı formálně umocńıme ( ∂
∂x
h+ ∂

∂y
k)2
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a roznásob́ıme f . Tedy

d2f(x0, y0)(h, k) =

(
∂

∂x
h+

∂

∂y
k

)2

f(x0, y0) =

=

(
∂

∂x

)2

f(x0, y0)h
2 + 2

∂

∂x

∂

∂y
f(x0, y0)hk +

(
∂

∂y

)2

f(x0, y0)k
2 =

=
∂2f

∂x2
(x0, y0)h

2 + 2
∂2f

∂x∂y
(x0, y0)hk +

∂2f

∂y2
(x0, y0)k

2.

Poznámka 4.22. Pro př́ıpad n proměnných je diferenciál m-tého řádu ho-
mogenńı funkce n proměnných h = (h1, . . . , hn)

dmf(x∗)(h) =
∑

j1+...+jn=m

m!

j1! . . . jn!

∂mf

∂xj11 . . . ∂x
jn
n

(x∗)hj11 . . . h
jn
n .

Tento vztah lze formálně zapsat následovně

dmf(x∗)(h) =

(
∂

∂x1

h1 + . . .+
∂

∂xn
hn

)m
f(x∗), (4.9)

přičemž po normálńım umocněńı nahrad́ıme součiny
(

∂
∂xi

)ji
f(x∗) členy

∂jif

∂x
ji
i

(x∗), i = 1, . . . , n.

Př́ıklad 4.23. V obecném bodě určete totálńı diferenciál druhého řádu
funkce f(x, y) = ln

√
x2 + y2.

Řešeńı. Definičńı obor funkce f je Df = R2 \ {0, 0}. Funkce f má na Df
spojité parciálńı derivace druhého řádu, z čehož plyne existence diferenciálu.
Vypoč́ıtáme parciálńı derivace druhého řádu

fx(x, y) =
x

x2 + y2
, fxx(x, y) =

−x2 + y2

(x2 + y2)2
, fxy(x, y) =

−2xy

(x2 + y2)2
,

fy(x, y) =
y

x2 + y2
, fyy(x, y) =

x2 − y2

(x2 + y2)2
.

Parciálńı derivace druhého řádu dosad́ıme do vzorce (4.8) a dostáváme

d2f(x, y)(h, k) =
−x2 + y2

(x2 + y2)2
h2 + 2

(−2)xy

(x2 + y2)2
hk +

x2 − y2

(x2 + y2)2
k2.

Př́ıklad 4.24. V bodě [−2, 1, 0] určete totálńı diferenciál druhého řádu
funkce f(x, y, z) = x2(y3 + e−z).
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Řešeńı. Definičńı obor funkce f je Df = R3. Budeme potřebovat parciálńı
derivace druhého řádu. A jelikož jsou na Df spojité, nezáviśı na pořad́ı de-
rivováńı.

fx(x, y, z) = 2x(y3 + e−z), fxx(x, y, z) = 2(y3 + e−z),
fxy(x, y, z) = 6xy2,
fxz(x, y, z) = −2xe−z,

fy(x, y, z) = 3x2y2, fyy(x, y, z) = 6x2y,
fyz(x, y, z) = 0,

fz(x, y, z) = −x2e−z, fzz(x, y, z) = x2e−z.

Nyńı spočteme hodnoty druhých derivaćı v bodě [1, 1, 1]

fxx(−2, 1, 0) = 4, fxy(−2, 1, 0) = −12, fxz(−2, 1, 0) = 4,
fyy(−2, 1, 0) = 24, fyz(−2, 1, 0) = 0, fzz(−2, 1, 0) = 4.

Dosad́ıme do vzorce (4.9) pro diferenciál druhého řádu a dostáváme

d2f(−2, 1, 0)(h1, h2, h3) = fxx(−2, 1, 0)h2
1 + fyy(−2, 1, 0)h2

2 + fzz(−2, 1, 0)h2
3+

+2fxy(−2, 1, 0)h1h2 + 2fxz(−2, 1, 0)h1h3 + 2fyz(−2, 1, 0)h2h3 =

= 4h2
1 + 24h2

2 + 4h2
3 − 24h1h2 + 8h1h3.

4.3 Kmenové funkce

Je dána dvojice funkćı dvou proměnných P (x, y) aQ(x, y). Položme si otázku,
kdy výraz P (x, y)dx+Q(x, y)dy je totálńım diferenciálem nějaké funkce, tj.
kdy existuje funkce f(x, y) taková, že df(x, y) = P (x, y)dx + Q(x, y)dy.
Funkce f(x, y) se pak nazývá kmenová funkce.

Věta 4.25. Necht’ funkce P (x, y) a Q(x, y) maj́ı spojité parciálńı derivace
na jednoduše souvislé oblasti M ⊂ R2. Pak výraz

P (x, y)dx+Q(x, y)dy

je totálńım diferenciálem nějaké funkce na množině M právě tehdy, když
plat́ı

Py(x, y) = Qx(x, y) pro každé [x, y] ∈M .
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Př́ıklad 4.26. Rozhodněte, zda výraz (2x ln y + 5y)dx + (x
2

y
+ 5x + 3)dy

je totálńım diferenciálem nějaké funkce. Pokud ano, určete tuto (kmenovou)
funkci.

Řešeńı. Př́ıklad budeme řešit pro y > 0. Nejprve ověř́ıme, zda je zadaný
výraz opravdu diferenciálem. Označ́ıme P (x, y) = 2x ln y + 5y a Q(x, y) =
x2

y
+ 5x + 3. Podle věty 4.25 muśı platit, že Py(x, y) = Qx(x, y). Spočteme

parciálńı derivace

Py(x, y) =
2x

y
+ 5, Qx(x, y) =

2x

y
+ 5.

a dostaneme, že Py(x, y) = Qx(x, y). Zadaný výraz je tedy diferenciálem jisté
kmenové funkce f . Dále plat́ı

f(x, y) =

∫
(2x ln y + 5y)dx = x2 ln y + 5xy + ϕ(y),

kde ϕ(y) je integračńı konstantou, nebot’ jej́ı derivace podle x je nulová.
Derivováńım funkce f podle proměnné y a dosazeńım do vztahu fy = Q
dostáváme

fy =
x2

y
+ 5x+ ϕ′(y) =

x2

y
+ 5x+ 3,

odtud máme, že ϕ′(y) = 3, tedy ϕ(y) = 3y + c. Spočetli jsme, že zadaný
výraz je diferenciálem funkce

f(x, y) = x2 ln y + 5xy + 3y + c, c ∈ R.
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4.4 Krokovaný př́ıklad

Př́ıklad. Určete totálńı diferenciál třet́ıho řádu funkce f(x, y) = 1
x
+
√

y v bodě
[x0, y0] = [−1, 1].
Řešeńı.
Vypočteme nejprve všechny parciálńı derivace až do řádu tři.

Parciálńı derivace podle x

fx(x, y) = , fxx(x, y) = , fxy(x, y) = ,

fxxx(x, y) = , fxxy(x, y) = , fxyy(x, y) = .

Parciálńı derivace podle y

fy(x, y) = , fyy(x, y) = , fyx(x, y) = ,

fyyy(x, y) = , fyyx(x, y) = , fyxx(x, y) = .

Potřebné parciálńı derivace v bodě [−1, 1]

fxxx(−1, 1) = , fxxy(−1, 1) = ,

fxyy(−1, 1) = , fyyy(−1, 1) = .

Totálńı diferenciál třet́ıho řádu v bodě [−1, 1]

d3f(−1, 1) = fxxx(−1, 1)h3+3fxxy(−1, 1)h2k+3fxyy(−1, 1)hk2+fyyy(−1, 1)k3

= h3 + 3 h2 + 3 hk2 + k3.
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4.5 Taylor̊uv polynom

Na závěr kapitoly si budeme definovat Taylor̊uv polynom pro funkce dvou
a v́ıce proměnných. Taylor̊uv polynom se použ́ıvá k přibližnému výpočtu
funkčńıch hodnot funkce f : Rn → R v okoĺı bodu x∗ ∈ Rn. Taylorova věta
udává velikost chyby, které se dopust́ıme při aproximaci funkce Taylorovým
polynomem.
Pro funkce dvou proměnných plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 4.27. (Taylorova) Necht’ funkce f : R2 → R má v nějakém okoĺı O(P )
bodu P = [x0, y0] spojité parciálńı derivace řádu m + 1, m ∈ N. Pak pro
každý bod [x, y] z tohoto okoĺı O(P ) plat́ı

f(x, y) = Tm(x, y) +Rm(x, y), (4.10)

kde

Tm(x, y) = f(x0, y0) +
1

1!

(
∂f

∂x
(x0, y0)h+

∂f

∂y
(x0, y0)k

)
+

+
1

2!

(
∂2f

∂x2
(x0, y0)h

2 + 2
∂2f

∂x∂y
(x0, y0)hk +

∂2f

∂y2
(x0, y0)k

2

)
+

+ . . .+
1

m!

m∑
j=0

(
m

j

)
∂mf

∂xm−j∂yj
(x0, y0)h

m−jkj, (4.11)

Rm(x, y) =
1

(m+ 1)!

m+1∑
j=0

(
m+ 1

j

)
∂m+1f

∂xm+1−j∂yj
(x0 + θh, y0 + θk)hm+1−jkj

a kde h = x− x0, k = y − y0, θ ∈ (0, 1).

Poznámka 4.28.

1. Vzorec (4.10) se nazývá Taylor̊uv vzorec řádu m, polynom Tm Taylor̊uv
polynom řádu m a Rm zbytek v Taylorově vzorci.

2. Pomoćı diferenciál̊u zaṕı̌seme Taylor̊uv polynom (4.11) takto

Tm(x, y) = f(x0, y0) +
1

1!
df(x0, y0)(h, k) +

1

2!
d2f(x0, y0)(h, k) +

+ . . .+
1

m!
dmf(x0, y0)(h, k) =
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=
m∑
i=0

1

i!
dif(x0, y0)(h, k), (4.12)

kde d0f(x0, y0) = f(x0, y0), a zbytek Rm(x, y) takto

Rm(x, y) =
1

(m+ 1)!
dm+1f(x0 + θh, y0 + θk)(h, k). (4.13)

3. Taylor̊uv vzorec pak lze zapsat pomoćı diferenciál̊u následovně

f(x, y) =
m∑
i=0

1

i!
dif(x0, y0)(h, k)+

1

(m+ 1)!
dm+1f(x0+θh, y0+θk)(h, k),

tedy

f(x, y) =
m∑
i=0

1

i!
dif(x0, y0)(h, k) +Rm(x, y). (4.14)

Př́ıklad 4.29. V bodě [2,−1] najděte Taylor̊uv vzorec druhého řádu funkce
f(x, y) = x3y + y3.

Řešeńı. Podle (4.14) bude platit

f(x, y) = f(2,−1) + df(2,−1)(h, k) +
1

2
d2f(2,−1)(h, k) +R2(x, y),

kde h = x−2, k = y+ 1 a R2(x, y) = 1
3!

d3f(2 + θh,−1 + θk)(h, k). Označ́ıme
ν = 2 + θh a µ = −1 + θk.
Funkce f má spojité parciálńı derivace až do třet́ıho řádu v libovolném bodě
R2, tedy nezáviśı na pořad́ı derivováńı.

fx(x, y) = 3x2y, fxx(x, y) = 6xy, fxxx(x, y) = 6y,
fy(x, y) = x3 + 3y2, fyy(x, y) = 6y, fyyy(x, y) = 6,

fxy(x, y) = 3x2, fxxy(x, y) = 6x,
fxyy(x, y) = 0.

Po dosazeńı bodu [2,−1] vyjde

f(−2, 1) = −9, fx(−2, 1) = −12, fxx(−2, 1) = −12,
fy(−2, 1) = 11, fyy(−2, 1) = −6, fxy(−2, 1) = 12.

Diferenciály potřebné k sestaveńı Taylorova polynomu druhého řádu (4.12)
maj́ı tvar:

df(2,−1)(h, k) = fx(2,−1)h+ fy(2,−1)k = −12(x− 2) + 11(y + 1),
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d2f(2,−1)(h, k) = fxx(2,−1)h2 + 2fxy(2,−1)hk + fyy(2,−1)k2 =

= −12(x− 2)2 + 24(x− 2)(y + 1)− 6(y + 1)2.

Taylor̊uv polynom je

T2(x, y) = f(2,−1) + df(2,−1)(x− 2, y + 1) +
1

2
d2f(2,−1)(x− 2, y + 1) =

= −9− 12(x− 2) + 11(y + 1)− 6(x− 2)2 + 12(x− 2)(y + 1)− 3(y + 1)2.

Abychom vyjádřili Taylor̊uv zbytek podle vzorce (4.13), potřebujeme dife-
renciál třet́ıho řádu, tj.

d3f(ν, µ)(h, k) = 6µh3 + 3(6ν)h2k + 6k3.

Pak

R2(x, y) =
1

3!
d3f(ν, µ)(x−2, y+1) = µ(x−2)3 +3ν(x−2)2(y+1)+(y+1)3.

Celkově pro funkci f(x, y) dostáváme

f(x, y) = T2(x, y) +R2(x, y) =

= −9− 12(x− 2) + 11(y + 1)− 6(x− 2)2 + 12(x− 2)(y + 1)−
− 3(y + 1)2 + µ(x− 2)3 + 3ν(x− 2)2(y + 1) + (y + 1)3.

Př́ıklad 4.30. Najděte Taylor̊uv polynom druhého řádu se středem v bodě
[x0, y0] = [π

2
, π

4
] pro funkci f(x, y) = sin y

sinx
.

Řešeńı. Podle vzorce (4.11) bude platit

T2(x, y) = f
(π

2
,
π

4

)
+ fx

(π
2
,
π

4

)
h+ fy

(π
2
,
π

4

)
k) +

+
1

2
fxx

(π
2
,
π

4

)
h2 + fxy

(π
2
,
π

4

)
hk +

1

2
fyy

(π
2
,
π

4

)
k2.

Vypoč́ıtáme parciálńı derivace do druhého řádu. Jelikož všechny vypočtené
derivace budou v bodě [π

2
, π

4
] spojité, nebude záviset na pořad́ı derivováńı.

fx(x, y) = −cosx sin y

sin2 x
, fxx(x, y) =

sin y(1 + cos2 x)

sin3 x
,

fy(x, y) =
cos y

sinx
, fxy(x, y) = −cosx cos y

sin2 x
,

fyy(x, y) = − sin y

sinx
.
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Po dosazeńı za h a k do vzorce (4.11) máme

T2(x, y) = f
(π

2
,
π

4

)
+ fx

(π
2
,
π

4

)(
x− π

2

)
+ fy

(π
2
,
π

4

)(
y − π

4

)
+

+
1

2
fxx

(π
2
,
π

4

)(
x− π

2

)2

+ fxy

(π
2
,
π

4

)(
x− π

2

)(
y − π

4

)
+

+
1

2
fyy

(π
2
,
π

4

)(
y − π

4

)2

=

=

√
2

2
+

√
2

2

(
y − π

4

)
+

√
2

4

(
x− π

2

)2

−
√

2

4

(
y − π

4

)2

=

=

√
2

4
(x2 − y2)−

√
2

4
πx+

√
2

2
y
(

1 +
π

4

)
− 5
√

2

64
π2 −

√
2

8
π +

√
2

2
.

Př́ıklad 4.31. Pomoćı Taylorova polynomu druhého řádu přibližně vypočtě-
te 0,982 · e0,13. Výsledek porovnejte s hodnotou źıskanou pomoćı diferenciálu
z př́ıkladu 4.16.

Řešeńı. Použijeme Taylor̊uv polynom druhého stupně T2(x, y)
.
= f(x, y).

Zvoĺıme funkci f(x, y) = x2 · ey, bod [x0, y0] = [1, 0] a spočteme diference
h = −0,02, k = 0,13. Nejdř́ıve spočteme požadované parciálńı derivace funkce
f(x, y) = x2 · ey, tj.

fx(x, y) = 2xey, fxx(x, y) = 2ey, fxy(x, y) = 2xey,

fy(x, y) = x2ey, fyy(x, y) = x2ey.

Taylor̊uv polynom ze vzorce (4.11) po dosazeńı za h a k je

T2(x, y) = f(1, 0) + fx(1, 0)(x− 1) + fy(1, 0)(y − 0) +
1

2
fxx(1, 0)(x− 1)2 +

+ fxy(1, 0)(x− 1)(y − 0) +
1

2
fyy(1, 0)(y − 0)2 =

= 1 + 2(x− 1) + y + (x− 1)2 + 2(x− 1)y + y2.

Odtud

0,982 · e0,13 .
= 1 + 2(−0,02) + 0,13 + (−0,02)2 + 2(−0,02)0,13 + 0,132 =

= 1− 0,04 + 0,13 + 0,0004− 0,0052 + 0,0169 = 1,1021.

Pro porovnáńı hodnota vypočtená pomoćı diferenciálu je f(0,98, 0,13)
.
= 1,09

(viz př́ıklad 4.16).

Na závěr kapitoly si zavedeme Taylor̊uv polynom pro obecný př́ıpad
funkce n proměnných.
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Věta 4.32. Necht’ funkce f : Rn → R má v nějakém okoĺı O(x∗) bodu
x∗ = [x∗1, . . . , x

∗
n] spojité parciálńı derivace řádu m + 1, m ∈ N. Pak pro

libovolné dostatečně malé h = x− x∗ existuje θ ∈ (0, 1) takové, že plat́ı

f(x∗ + h) = f(x∗) +
1

1!
df(x∗)(h) +

1

2!
d2f(x∗)(h) +

+ . . .+
1

m!
dmf(x∗)(h) +Rm(x), (4.15)

kde

Rm(x) =
1

(m+ 1)!
dm+1f(x∗ + θh)(h). (4.16)

Poznámka 4.33. Výraz (4.15) nazýváme Taylor̊uv vzorec řádu m nebo
také Taylorova formule. Hodnota Rm(x) ze vztahu (4.16) se nazývá Taylor̊uv
zbytek. Polynom

Tm(x) = f(x∗) +
1

1!
df(x∗)(h) +

1

2!
d2f(x∗)(h) + . . .+

1

m!
dmf(x∗)(h), (4.17)

se nazývá Taylor̊uv polynom m-tého řádu funkce f v bodě x∗. V př́ıpadě, že
x∗ = [0, . . . , 0], mluv́ıme o vzorci (4.15) jako o Maclaurinově vzorci.

Př́ıklad 4.34. Pro funkci f(x, y, z) = x2(y3+e−z) najděte Taylor̊uv polynom
druhého řádu se středem [x0, y0, z0] = [−2, 1, 0].

Řešeńı. Definičńı obor funkce f je Df = R3. Podle vzorce (4.17) bude platit

T2(x, y, z) = f(−2, 1, 0) +
1

1!
df(−2, 1, 0)(h) +

1

2!
d2f(−2, 1, 0)(h),

kde h = (h1, h2, h3) a h1 = x + 2, h2 = y − 1, h3 = z. Budeme potřebovat
parciálńı derivace do druhého řádu. A jelikož jsou na Df spojité, nezáviśı
na pořad́ı derivováńı. Parciálńı derivace prvńıho i druhého řádu pro funkci
f již byly spočteny v př́ıkladu 4.24 a také byl spočten diferenciál druhého
řádu. Tyto výpočty nyńı použijeme při dosazováńı do vzorc̊u jednotlivých
diferenciál̊u. Tedy iferenciály potřebné k sestaveńı Taylorova polynomu maj́ı
tvar:

d0f(−2, 1, 0)(h) = f(−2, 1, 0) = 8,

df(−2, 1, 0)(h) = −8h1 + 12h2 − 4h3,

d2f(−2, 1, 0)(h) = 4h2
1 + 24h2

2 + 4h2
3 − 24h1h2 + 8h1h3.
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Spočtené diferenciály dosad́ıme do vztahu pro Taylor̊uv polynom a dostáváme

T2(x, y, z) = 8 +
1

1!
[−8h1 + 12h2 − 4h3] +

+
1

2!
[4h2

1 + 24h2
2 + 4h2

3 − 24h1h2 + 8h1h3].

Po dosazeńı za h1, h2 a h3 máme

T2(x, y, z) = 8 +
1

1!
[−8(x+ 2) + 12(y − 1)− 4z] +

+
1

2!
[4(x+ 2)2 + 24(y − 1)2 + 4z2 − 24(x+ 2)(y − 1) +

+ 8(x+ 2)z] =

= 2x2 + 12y2 + 2z2 − 12xy + 4xz + 12x− 36y + 4z + 24.
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4.6 Krokovaný př́ıklad

Př́ıklad. Určete Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně se středem [x0, y0] = [−1, 1]
pro funkci f(x, y) = 1

x
+
√

y.

Řešeńı.
Vypočteme nejprve všechny potřebné parciálńı derivace.
Parciálńı derivace podle x

fx(x, y) = , fxx(x, y) = , fxy(x, y) = ,

fxxx(x, y) = , fxxy(x, y) = , fxyy(x, y) = .

Parciálńı derivace podle y

fy(x, y) = , fyy(x, y) = , fyx(x, y) = ,

fyyy(x, y) = , fyyx(x, y) = , fyxx(x, y) = .

Taylorova věta se středem v bodě [−1, 1]

T3(x, y) = f(−1, 1) + fx(−1, 1)(x + 1) + fy(−1, 1)(y − 1) +

+
1

2
[fxx(−1, 1)(x + 1)2 + 2fxy(−1, 1)(x + 1)(y − 1) + fyy(−1, 1)(y − 1)2] +

+
1

3!
[fxxx(−1, 1)(x + 1)3 + 3fxxy(x + 1)2(y − 1) +

+3fxyy(−1, 1)(x + 1)(y − 1)2 + fyyy(−1, 1)(y − 1)3]

T3(x, y) = x3 + y3 − x2 −
− y2 − x + y −
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4.7 Úlohy k samostatnému řešeńı a kontrolńı otázky

Cvičeńı 4.1. Pomoćı totálńıho diferenciálu přibližně vypočtěte
√

3,01 · 0,99.

Cvičeńı 4.2. Rozhodněte, zda je funkce f(x, y) = x2 + y cosx diferencova-
telná v bodě [π

2
, 1].

Cvičeńı 4.3. Určete totálńı diferenciál funkce f(x, y) = xy ln(x+y) v obec-
ném bodě.

Cvičeńı 4.4. Určete totálńı diferenciál funkce f(x, y) = x cos y−y cosx
1+sinx+sin y

v bodě

[0, 0].

Cvičeńı 4.5. V bodě [−2, 3] určete tečnou rovinu a normálu ke grafu funkce
f(x, y) = xe3x+2y.

Cvičeńı 4.6. Na grafu funkce f(x, y) =
√

1− x2 − y2 najděte bod, v němž
je tečná rovina rovnoběžná s rovinou ρ : 12x + 3y − z = 0. Určete rovnici
normály v tomto bodě.

Cvičeńı 4.7. Určete totálńı diferenciál druhého řádu funkce f(x, y) = x(x+y)

v bodě [1, 1].

Cvičeńı 4.8. V bodě [−4, π
2
, 0] určete totálńı diferenciál třet́ıho řádu funkce

f(x, y, z) = 2x sin y arctg z.

Cvičeńı 4.9. Zjistěte, zda daný výraz (y − sin2 y
x2 )dx + (x + sin 2y

x
+ 1)dy je

totálńım diferenciálem nějaké funkce. Pokud ano, určete ji.

Cvičeńı 4.10. Určete Taylor̊uv polynom druhého řádu se středem v bodě
[−1, 1] pro funkci f(x, y) = ln 1−x+y

1+x+y
.

Otázka 4.1. Jak se definuje totálńı diferenciál funkce dvou proměnných a
jaký je jeho geometrický význam?

Otázka 4.2. Jak hledáme tečnou rovinu a normálu ke grafu funkce dvou
proměnných?

Otázka 4.3. Jak definujeme diferenciál m-tého řádu pro funckce tř́ı proměn-
ných?

Otázka 4.4. Co je to kmenová funkce?
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Otázka 4.5. Porovnejte totálńı diferenciál funkce jedné proměnné s totálńım
diferenciálem funkce dvou proměnných z hlediska jejich geometrického význa-
mu.

Otázka 4.6. Co je to Taylor̊uv vzorec?

Otázka 4.7. Co je to Taylor̊uv polynom?

4.8 Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

Cvičeńı 4.1. 299
100
√

3
pro bod [x0, y0] = [3, 1]

Cvičeńı 4.2. funkce je diferencovatelná

Cvičeńı 4.3. (x+y)y ln(x+y)+xy
x+y

h+ (x+y)x ln(x+y)+xy
x+y

k

Cvičeńı 4.4. df(x, y)(h, k) = h− k

Cvičeńı 4.5. tečná rovina 5x+4y+z = 0; normála x = −2+5t, y = 3+4t,
z = −2 + t, kde t ∈ R

Cvičeńı 4.6. P = [ −12√
154
, −3√

154
]

Cvičeńı 4.7. d2f(1, 1)(h, k) = 4h2 + 2hk

Cvičeńı 4.8. d3f(−4, π
2
, 0)(h1, h2, h3) = −1

8
h3

3 + 3
16

ln2 2h2
1h3 − 3

16
h2

2h3

Cvičeńı 4.9. f(x, y) = yx+ sin2 y
x

+ y + c, kde c ∈ R

Cvičeńı 4.10. T2(x, y) = 4
9
x2 + 4

9
y2 + 10

9
xy − 14

9
x− 4

9
y − 8

9
+ ln 3
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4.9 Kontrolńı test

Diferenciál

1. Pomoćı totálńıho diferenciálu vypočtěte (s přesnost́ı na dvě desetinná
mı́sta) 4,212 · 0,853 =

2. Pomoćı Taylorova polynomu druhého stupně vypočtěte (s přesnost́ı na
dvě desetinná mı́sta) 4,212 · 0,853 = .

3. Určete totálńı diferenciál funkce f(x, y) = ln(sin(xy2)) v obecném bodě.

(a) df(x, y)(h, k) = y tg(x2y)h− xy tg(x2y)k

(b) df(x, y)(h, k) = y2 tg(y2x)h+ 2xy tg(y2x)k

(c) df(x, y)(h, k) = y sin(y2x)h− xy cos(x2y)k

(d) df(x, y)(h, k) = x2 cos(y2x)h+ 2xy tg(y2x)k

4. Určete tečnou rovinu a normálu ke grafu funkce f(x, y) = cos(2x + 3y)
v bodě [π

4
, π

3
, ?].

(a) Tečná rovina má rovnici

2x+ 3y − z − 3
2
π = 0 3x+ 2y + z − 5 = 0

−2x− 3y − z + 1 = 0 −3x− 2y − z − 1 = 0

(b) Normála má rovnici

x = π
4

+ 3t, y = π
3
, z = 1 + t x = π

3
−3t, y = π

3
−2t, z = 1− t

x = π
4
− 2t, y = π

3
− 3t, z = t x = π

4
+ 2t, y = π

3
+ 3t, z = t

(c) Třet́ı souřadnice bodu T má hodnotu

1 −1
0 2

5. Určete Taylor̊uv polynom třet́ıho řádu se středem v bodě [0, 1] pro funkci
f(x, y) = ex

2
ln y3.

(a) T3(x, y) = x− 3
2
(y − 1)− 2(y − 1)2 + 3x(y − 1)2 + x3 + (y − 1)3

(b) T3(x, y) = 3x− 2x2 + 3x(y − 1)2 + (y − 1)3

(c) T3(x, y) = 3(y − 1)− 3
2
(y − 1)2 + 3x2(y − 1) + (y − 1)3

(d) T3(x, y) = x− 1
2
(y − 1)− 3x2(y − 1) + x3 + (y − 1)3

6. Určete totálńı diferenciál druhého řádu funkce f(x, y, z) = xy
z

v bodě
[1, 2, 3].

(a) d2f(1, 2, 3)(h1, h2, h3) = 1
9
h2

2 − 2
27
h2h3 + 5

9
h2

1 + 4
9
h1h3

(b) d2f(1, 2, 3)(h1, h2, h3) = 1
9
h2

1 + 1
3
h2

2− 1
9
h2

3− 2
3
h2h3 + 5

27
h1h2 + 7

27
h1h3

(c) d2f(1, 2, 3)(h1, h2, h3) = 2
9
h2

2 − 2
27
h2h3 + 5

3
h1h2 − 4

9
h1h3
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(d) d2f(1, 2, 3)(h1, h2, h3) = 4
27
h2

3 + 2
3
h1h2 − 4

9
h1h3 − 2

9
h2h3

7. Rozhodněte, zda daný výraz (y
4

x
− cos y)dx+ (4y3 lnx+ x sin y+ 5)dy je

totálńım diferenciálem nějaké funkce.

(a) (a) ano (b) ne

(b) Pokud ano, funkce je

(a) f(x, y) = y2 + lnx− y sinx+ 5y + c

(b) f(x, y) = y3 lnx− y sinx− 5x+ c

(c) f(x, y) = y4 lnx− x cos y + 5y + c

(d) f(x, y) = y3 lnx− y cosx− 5x+ c

8. Rozhodněte, zda následuj́ıćı věta plat́ı:
Je-li funkce f : R2 → R spojitá v bodě [x0, y0], pak je v tomto bodě
diferencovatelná.

(a) ano, věta plat́ı (b) ne, věta neplat́ı

9. Rozhodněte, zda následuj́ıćı věta plat́ı:
Funkce f : R2 → R má spojité parciálńı derivace v bodě [x0, y0] právě
tehdy, když je v tomto bodě diferencovatelná.

(a) ano, věta plat́ı (b) ne, věta neplat́ı

10. Rozhodněte, zda následuj́ıćı věta plat́ı:
Má-li funkce f v daném bodě totálńı diferenciál, pak jsou v tomto bodě
prvńı parciálńı derivace funkce f spojité.

(a) ano, věta plat́ı (b) ne, věta neplat́ı

Počet správně zodpovězených otázek:

Procento úspěšnosti:

Zobrazeńı správného výsledku:
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5 Parciálńı derivace složených funkćı

Kĺıčová slova. Složená funkce, vnitřńı složka, vněǰśı složka.

5.1 Pravidla pro derivováńı složených funkćı

Nejdř́ıve bychom rádi připomněli pravidlo pro derivaci složené funkce jedné
proměnné. Jsou-li dány funkce y = f(x) a x = g(t), přičemž f a g jsou
diferencovatelné, můžeme proměnnou y chápat jako funkci proměnné t, kdy
závislost je zprostředkovaná prostřednictv́ım funkćı f a g. Vztah pro derivaci
proměnné y v závislosti na t můžeme psát ve tvaru

dy

dt
=

dy

dx
· dx

dt
.

Podoba pravidla pro derivaci složené funkce v́ıce proměnných je analogíı
výše uvedeného vztahu. Dř́ıve než jej zformulujeme, uvedeme definici složené
funkce v́ıce proměnných pro př́ıpad, kdy všechny složky složené funkce jsou
funkcemi dvou proměnných.

Definice 5.1. Necht’ jsou funkce u = g(x, y) a v = h(x, y) definovány
na množině Ω ⊂ R2, přičemž množina všech př́ıslušných bod̊u [u, v] lež́ı
v množině Γ ⊂ R2, na které je definována funkce z = f(u, v). Pak je na
množině Ω definována funkce

z = F (x, y) = f(g(x, y), h(x, y)),

kterou nazýváme složenou funkćı. Funkce g, h nazýváme jej́ımi vnitřńımi
složkami a funkci f jej́ı vněǰśı složkou.

Př́ıklad 5.2. Uvažujme funkci z = cos(x+ y) + sin(x− y).

Tuto funkci můžeme chápat jako složenou funkci, jej́ıž vnǐrńı složky jsou
funkce u = g(x, y) = x+y a v = h(x, y) = x−y. Vněǰśı složkou je pak funkce
z = f(u, v) = cosu + sin v. Definičńım oborem všech složek je prostor R2.
Ovšem v př́ıpadě vnitřńıch složek uvažujeme tuto množinu v proměnných x,
y, kdežto v př́ıpadě vněǰśıch složky v proměnných u a v.

Poznámka 5.3. Podobně jako pro funkce dvou proměnných můžeme defi-
novat předpisem

w = F (x, y, z) = f(g1(x, y, z), g2(x, y, z), g3(x, y, z))
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složenou funkci tř́ı proměnných, přičemž jej́ımi vnitřńımi složkami jsou funkce
u1 = g1(x, y, z), u2 = g2(x, y, z) a u3 = g3(x, y, z) a vněǰśı složkou je funkce
w = f(u1, u2, u3). Obecně je pak předpisem

z = F (x1, x2..., xn) = f(g1(x1, x2..., xn), g2(x1, x2..., xn), ..., gm(x1, x2..., xn))

definovaná složená funkce n proměnných, jej́ımiž vnitřńımi složkami jsou
funkce uk = gk(x1, x2..., xn), 1 ≤ k ≤ m a vněǰśı složkou je funkce m pro-
měnných z = f(u1, u2, ..., um).

Jestliže se nyńı dostáváme k otázce formulovat vztah pro derivováńı
složené funkce v́ıce proměnných, je zapotřeb́ı si uvědomit, že jeho tvar bude
zřejmě záviset na tom, kolik proměnných maj́ı vnitřńı a vněǰśı složky složené
funkce. Neńı tedy možné hovořit o jednom konkrétńım vztahu, ale o v́ıce
vztaźıch, které budou ovšem mı́t analogickou strukturu. Nejprve formulu-
jeme pravidlo pro derivaci složené funkce v́ıce proměnných pro př́ıpad, kdy
vněǰśı i vnitřńı složky složené funkce jsou funkce dvou proměnných.

Věta 5.4. Necht’ funkce u = g(x, y) a v = h(x, y) maj́ı parciálńı derivace
prvńıho řádu na otevřené množině Ω a funkce z = f(u, v) je diferencova-
telná v každém bodě otevřené množiny Γ. Potom za předpoklad̊u uvedených
v předcházej́ıćı definici má složená funkce z = F (x, y) = f(g(x, y), k(x, y))
na množině Ω parciálńı derivace prvńıho řádu a plat́ı vztahy

∂z

∂x
=
∂z

∂u

∂u

∂x
+
∂z

∂v

∂v

∂x
a

∂z

∂y
=
∂z

∂u

∂u

∂y
+
∂z

∂v

∂v

∂y
.

Důkaz. Dokážeme pouze platnost prvńıho vztahu, protože je zřejmé, že
druhý vztah by se dokazoval zcela obdobným zp̊usobem. Začneme t́ım, že
př́ır̊ustek 4z funkce z = f(u, v) vyjádř́ıme ve tvaru

4z = f(u+ p1, v + p2)− f(u, v),

kde p1, p2 jsou př́ır̊ustky proměnných u, v. Je užitečné si nyńı uvědomit, že
proměnná z je prostřednictv́ım funkćı u a v závislá na proměnných x a y.
Proto můžeme př́ır̊ustky p1, p2 uvažovat jako funkce proměnných x a y a psát
je ve tvaru

p1 = g(x+ q, y)− g(x, y), p2 = h(x+ q, y)− h(x, y),

kde q je př́ır̊ustek proměnné x (př́ır̊ustek proměnné y nyńı neuvažujeme,
protože dokazujeme vztah pro derivaci složené funkce podle proměnné x).
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Z definice diferencovatelnosti funkce f plyne existence funkce τ(p1, p2) spl-
ňuj́ıćı podmı́nku lim τ(p1, p2) = 0 pro (p1, p2)→ (0, 0) takové, že

f(u+ p1, v + p2)− f(u, v) = fu · p1 + fv · p2 + τ(p1, p2)
√
p2

1 + p2
2.

Při limitńım přechodu pro q → 0 dostáváme

lim
q→0

4z
q

= fu lim
q→0

g(x+ q, y)− g(x, y)

q
+ fv lim

q→0

h(x+ q, y)− h(x, y)

q
+

+ lim
q→0

1

q
τ(p1, p2)

√
p2

1 + p2
2 = fu · gx + fv · hx + lim

q→0

1

q
τ(p1, p2)

√
p2

1 + p2
2.

Zbývá ukázat, že posledńı limita je nulová. Pro q 6= 0 máme√
p2

1 + p2
2

q
= sgn q

√(
g(x+ q, y)− g(x, y)

q

)2

+

(
h(x+ q, y)− h(x, y)

q

)2

.

Nulovost uvažované limity nyńı vyplývá ze vztah̊u

lim
q→0

√(
g(x+ q, y)− g(x, y)

q

)2

+

(
h(x+ q, y)− h(x, y)

q

)2

=
√
g2
x + h2

x,

lim
q→0

τ(p1, p2) = lim
(p1,p2)→(0,0)

τ(p1, p2) = 0

a z toho, že výraz sgn q je ohraničený. �

Poznámka 5.5. Jsou-li funkce g, h závislé pouze na jednom argumentu, pak
je složená funkce z = F (x, y) = f(g(x), h(x)) funkćı proměnné x. V d̊usledku
toho přejdou ve vztahu pro výpočet derivace této složené funkce parciálńı
derivace ∂z

∂x
, ∂u
∂x

, ∂v
∂x

v obyčejné derivace, takže obdrž́ıme vztah

dz

dx
=
∂z

∂u

du

dx
+
∂z

∂v

dv

dx
.

Př́ıklad 5.6. Vypočtěte derivaci složené funkce z = uv2+u2v, kde u = sinx,

v = cosx.

Řešeńı. Podle poznámky 5.5 dostáváme využit́ım uvedeného vztahu

dz

dx
=
∂z

∂u

du

dx
+
∂z

∂v

dv

dx
= (v2 + 2uv) · cosx+ (2uv + u2) · (− sinx) =
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= cos3 x+ 2 cos2 x sinx− 2 sin2 x cosx− sin3 x.

Obdržený výsledek je možné ještě dále upravit. Tyto úpravy však již po-
necháváme na čtenáři.

Př́ıklad 5.7. Vypočtěte parciálńı derivace složené funkce z = eu sin v, kde

u = xy2, v = x2y, podle proměnných x a y.

Řešeńı. Při výpočtu využijeme vztahy dané větou 5.4, přičemž dostáváme

∂z

∂x
=
∂z

∂u

∂u

∂x
+
∂z

∂v

∂v

∂x
= eu sin v · y2 + eu cos v · 2xy

= y2exy
2

sin(x2y) + 2xyexy
2

cos(x2y),

∂z

∂y
=
∂z

∂u

∂u

∂y
+
∂z

∂v

∂v

∂y
= eu sin v · 2xy + eu cos v · x2

= 2xyexy
2

sin(x2y) + x2exy
2

cos(x2y).

Na závěr odstavce pojednávaj́ıćıho o parciálńıch derivaćıch složené funkce
uvedeme obecný tvar pravidla pro jejich výpočet. Pravidlo formulujeme pro
složenou funkci, jej́ıž vněǰśı složka má m proměnných a každá jej́ı vnitřńı
složka je funkćı n proměnných. Budeme vycházet z označeńı, které jsme
zavedli v poznámce 5.3. Důkaz př́ıslušných vztah̊u by byl jen technicky
náročněǰśı analogíı d̊ukazu věty 5.4, a proto jej neuvád́ıme.

Věta 5.8. Necht’ jsou funkce u1 = g1(x1, ..., xn),...,um = gm(x1, ..., xn)
spojitě diferencovatelné na oblasti Ω a funkce z = f(u1, ..., um) je spojitě
diferencovatelná na oblasti Γ. Potom je složená funkce

z = F (x1, .., xn) = f(g1(x1, .., xn), ..., gm(x1, .., xn))

na oblasti Ω spojitě diferencovatelná a pro jej́ı parciálńı derivace podle jed-
notlivých proměnných plat́ı vztahy

∂z

∂xj
=

∂z

∂u1

∂u1

∂xj
+

∂z

∂u2

∂u2

∂xj
+ · · ·+ ∂z

∂um

∂um
∂xj

pro všechna j = 1, ..., n.

Př́ıklad 5.9. Napǐste vztahy pro parciálńı derivace funkce z = f(u, v, x, y),

kde u = g1(s, t), v = g2(s, t), x = g3(s, t), y = g4(s, t).
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Řešeńı. Jedná se o speciálńı př́ıpad věty 5.8, kdy m = 4, n = 2, přičemž
x1 = s, x2 = t. Dostáváme tedy vztahy

∂z

∂s
=
∂z

∂u

∂u

∂s
+
∂z

∂v

∂v

∂s
+
∂z

∂x

∂x

∂s
+
∂z

∂y

∂y

∂s
,

∂z

∂t
=
∂z

∂u

∂u

∂t
+
∂z

∂v

∂v

∂t
+
∂z

∂x

∂x

∂t
+
∂z

∂y

∂y

∂t
.

Př́ıklad 5.10. Vypočtěte parciálńı derivace funkce w = xy + xz + yz,

kde x = s+ t, y = s− t, z = st.

Řešeńı. Přihlédneme-li ke struktuře vztah̊u, vid́ıme, že proměnná w je funkćı
proměnných s a t prostřednictv́ım proměnných x, y a z. Vid́ıme tedy, že bu-
deme nejdř́ıve derivovat podle každé ze tř́ı

”
zprostředkovávaj́ıćıch“ proměn-

ných a následně pak vždy podle jedné ze dvou nezávislých proměnných.
Dostáváme tedy

∂w

∂s
=
∂w

∂x

∂x

∂s
+
∂w

∂y

∂y

∂s
+
∂w

∂z

∂z

∂s
= (y + z) · 1 + (x+ z) · 1 + (x+ y) · t =

= s− t+ st+ s+ t+ st+ 2st = 2s(2t+ 1),

∂w

∂t
=
∂w

∂x

∂x

∂t
+
∂w

∂y

∂y

∂t
+
∂w

∂z

∂z

∂t
= (y + z) · 1 + (x+ z) · (−1) + (x+ y) · s =

= s− t+ st− s− t− st+ 2s2 = 2(s2 − t).

Poznámka 5.11. Ve všech př́ıkladech, které jsme v této kapitole uvedli,
byla známá vněǰśı složka složené funkce. V takovém př́ıpadě je možné źıskat
výsledek př́ımým derivováńım, jestliže do vněǰśı složky dosad́ıme př́ıslušné
vnitřńı složky. V předcházej́ıćım př́ıkladu jsme tedy mohli psát

w = (s+ t)(s− t) + (s+ t)st+ (s− t)st = s2 − t2 + 2s2t.

Odtud ihned vid́ıme, že

∂w

∂s
= 2s+ 4st = 2s(1 + 2t),

∂w

∂t
= −2t+ 2s2 = 2(s2 − t).

Vněǰśı složka ale známá být nemuśı a pak už se bez použit́ı pravidel pro
derivováńı složených funkćı neobejdeme. Odvozené vztahy maj́ı široké využit́ı
např. při řešeńı rovnic z oblasti matematické fyziky. Zde se často můžeme
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setkat s rovnicemi, ve kterých se vyskytuj́ı parciálńı derivace neznámé funkce.
Řešeńım těchto tzv. parciálńıch diferenciálńıch rovnic je nějaká funkce dvou,
př́ıpadně v́ıce proměnných. Obvykle je však nutné využ́ıvat při hledáńı řešeńı
těchto rovnic transformaćı, které umožňuj́ı převést řešenou rovnici na tvar
vhodněǰśı pro jej́ı daľśı studium. Právě při těchto transformaćıch se využ́ıvá
vzorc̊u pro derivováńı složených funkćı. Následuj́ıćı př́ıklad je jednoduchou
ukázkou takového postupu.

Př́ıklad 5.12. Transformujte rovnici xfx(x, y) + yfy(x, y) = 0 do polárńıch
souřadnic x = r cosφ, y = r sinφ za předpokladu spojitosti parciálńıch deri-
vaćı prvńıho řádu funkce f .

Řešeńı. Máme
z = F (r, φ) = f(r cosφ, r sinφ).

Podle vztah̊u uvedených ve větě 5.4 plat́ı

∂z

∂r
=
∂z

∂x

∂x

∂r
+
∂z

∂y

∂y

∂r
= fx cosφ+ fy sinφ,

∂z

∂φ
=
∂z

∂x

∂x

∂φ
+
∂z

∂y

∂y

∂φ
= −fxr sinφ+ fyr cosφ.

Vynásob́ıme-li prvńı rovnici výrazem r cosφ a druhou výrazem sinφ, dosta-
neme

∂z

∂r
r cosφ = fxr cos2 φ+ fyr sinφ cosφ,

∂z

∂φ
sinφ = −fxr sin2 φ+ fyr sinφ cosφ

a po odečteńı druhé rovnice od prvńı vyjde

∂z

∂r
r cosφ− ∂z

∂φ
sinφ = fxr.

Analogicky pak po vynásobeńı prvńı rovnice výrazem r sinφ a druhé výrazem
cosφ a jejich následném sečteńı źıskáme

∂z

∂r
r sinφ+

∂z

∂φ
cosφ = fyr.

Výsledky, které jsme obdrželi, nám umožňuj́ı transformovat výraz xfx(x, y)+
yfy(x, y) do polárńıch souřadnic. Dostáváme

xfx(x, y) + yfy(x, y) = r cosφfx(x, y) + r sinφfy(x, y) =
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= cosφ

(
∂z

∂r
r cosφ− ∂z

∂φ
sinφ

)
+ sinφ

(
∂z

∂r
r sinφ+

∂z

∂φ
cosφ

)
= r

∂z

∂r
.

Zadaná rovnice má tedy v polárńıch souřadnićıch tvar

r
∂z

∂r
= 0.

5.2 Úlohy k samostatnému řešeńı a kontrolńı otázky

Cvičeńı 5.1. Uvažujte funkci z = est
2

cos(s2t) jako složenou funkci a určete
jej́ı vnitřńı složky a vněǰśı složku.

Cvičeńı 5.2. Uvažujte funkci z = t2 arctg(t2set) jako složenou funkci a
určete jej́ı vnitřńı složky a vněǰśı složku.

Cvičeńı 5.3. Pomoćı vzorc̊u pro derivaci složené funkce vypočtěte dz
dt

,
jestliže z = x2 + y2, x = t4, y = t3.

Cvičeńı 5.4. Pomoćı vzorc̊u pro derivaci složené funkce vypočtěte dw
dt

,

jestliže w = sin(x+ y) + cos(y + z), x = et, y = t, z =
√
t.

Cvičeńı 5.5. Pomoćı vzorc̊u pro derivaci složené funkce vypočtěte ∂z
∂s

, ∂z
∂t

,
jestliže z = x2 − y2, x = s cos t, y = t sin s.

Cvičeńı 5.6. Pomoćı vzorc̊u pro derivaci složené funkce vypočtěte ∂z
∂s

, ∂z
∂t

,
jestliže z = xey + yex, x = st, y = s/t.

Cvičeńı 5.7. Pomoćı vzorc̊u pro derivaci složené funkce vypočtěte ∂w
∂s

, ∂w
∂t

a ∂w
∂u

, jestliže w = x2 + y2 + z2, x = s sin t, y = u sin s, z = t sinu.

Cvičeńı 5.8. Pomoćı vzorc̊u pro derivaci složené funkce vypočtěte ∂w
∂r

, ∂w
∂s

,
jestliže w = sinxyz, x = s2r, y = r2s, z = r − s.

Cvičeńı 5.9. Pomoćı vzorc̊u pro derivaci složené funkce vypočtěte ∂w
∂s

,
jestliže w = exy + exz + eyz, x = s cos t, y = s sin t, z = est.

Cvičeńı 5.10. Necht’ z = f(x, y) je diferencovatelná funkce. Vyjádřete výraz
( ∂z
∂x

)2 + (∂z
∂y

)2 v polárńıch souřadnićıch.

Otázka 5.1. Jak je definován pojem složená funkce?

Otázka 5.2. Je rozklad funkce na vněǰśı a vnitřńı složky dán jednoznačně?
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Otázka 5.3. Na čem záviśı struktura vztahu pro výpočet parciálńı derivace
složené funkce?

Otázka 5.4. Formulujte pro procvičeńı r̊uzné verze pravidla ve větě 5.8 na
základě konkrétně zvolených hodnot m a n.

Otázka 5.5. Zamyslete se nad zp̊usobem výpočtu parciálńıch derivaćı vyšš́ıch
řád̊u pro složené funkce.

5.3 Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

Cvičeńı 5.1. Vnitřńımi složkami dané funkce jsou funkce x = st2 a y = s2t.
Vněǰśı složkou je funkce z = ex cos y.

Cvičeńı 5.2. Vnitřńımi složkami dané funkce jsou funkce x = t2 a y = set.
Vněǰśı složkou je funkce z = x arctg(xy).

Cvičeńı 5.3. dz
dt

= 2t5(4t2 + 3).

Cvičeńı 5.4. dw
dt

= cos(et + t)(et + 1)− sin(t+
√
t)(1 + 1/2

√
t).

Cvičeńı 5.5. ∂z
∂s

= 2s cos2 t+ t2 sin(2s), ∂z
∂t

= s2 sin(2t)− t sin(2s).

Cvičeńı 5.6. ∂z
∂s

= tes/t + s
t2

est, ∂z
∂s

= ses/t − s2

t3
est.

Cvičeńı 5.7. ∂z
∂s

= 2s sin2 t+ t2 sin(2s), ∂z
∂t

= s2 sin(2t) + 2t sin2 u,

∂z
∂u

= t2 sin(2u) + 2u sin2 s.

Cvičeńı 5.8. ∂w
∂r

= (4s3r3 − 3s4r2) cos(s3r3(r − s)),
∂w
∂s

= (3s2r4 − 4s3r3) cos(s3r3(r − s)).

Cvičeńı 5.9. ∂w
∂s

= −(yexy+zexz) sin t+(xexy+zeyz) cos t+(xexz+zexz)test.

Cvičeńı 5.10. ( 1∂z
r∂φ

)2 + (∂z
∂r

)2.
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5.4 Kontrolńı test

Parciálńı derivace složených funkćı

1. Uvažujeme-li funkci f(x, y) = r3s3t+ 1
rst3

jako složenou funkci, můžeme
jej́ı složky psát ve tvaru

vněǰśı složka w = x2y + yz,
vnitřńı složky x = rst, y = s/t, z = 1/rt

vněǰśı složka w = x2y + yz2,
vnitřńı složky x = rst, y = rs/t, z = 1/rst

vněǰśı složka w = xy + yz2,
vnitřńı složky x = rs, y = rs/t, z = 1/st

2. Je-li dáno z = ln(xy) a x = t4, y = 3
√
t+ 2 pak je derivace dz/dt dána

vztahem

4
t2

+ 1
3(t+2)

4
t

+ 1
3(t+2)

4
t

+ 1
3(t+2)2/3

3. Je-li dáno w = x2 + y2 + z2 a x = cos t, y = sin t, z = t, pak je derivace
dw/dt dána vztahem

2t

3t

3t/2

4. Je-li dáno z = (x2+y2)3/2 a x = e−t sin s, y = e−t cos s, pak jsou parciálńı
derivace ∂z

∂t
a ∂z

∂s
dány vztahy

−3x(x2 + y2)1/2e−t sin s− 3y(x2 + y2)1/2e−t cos s,

3x(x2 + y2)1/2e−t sin s− 3y(x2 + y2)1/2e−t cos s

−3x(x2 + y2)1/2e−t cos s− 3y(x2 + y2)1/2e−t sin s,

3x(x2 + y2)1/2e−t cos s− 3y(x2 + y2)1/2e−t sin s

−3x(x2 + y2)1/2e−t sin s− 3y(x2 + y2)1/2e−t cos s,

3x(x2 + y2)1/2e−t cos s− 3y(x2 + y2)1/2e−t sin s

5. Je-li funkce w = f(x, y, z) diferencovatelná a x = x(r, s, t), y = y(r, s, t),
z = z(r, s, t), pak je parciálńı derivace ∂w

∂s
dána vztahem

∂w
∂s

= ∂w
∂x

∂w
∂s

+ ∂w
∂y

∂w
∂s

+ ∂w
∂z

∂w
∂s

∂w
∂s

= ∂w
∂s

∂x
∂s

+ ∂w
∂s

∂y
∂s

+ ∂w
∂s

∂z
∂s
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∂w
∂s

= ∂w
∂x

∂x
∂s

+ ∂w
∂y

∂y
∂s

+ ∂w
∂z

∂z
∂s

6. Je-li dáno w = ex+y+z a x = st, y = rt a z = rs, pak jsou parciálńı
derivace ∂w

∂r
, ∂w
∂s

a ∂w
∂s

dány vztahy

∂w
∂r

= (r + t)e(st+rt+rs), ∂w
∂s

= (s+ t)e(st+rt+rs), ∂w
∂t

= (r + s)e(st+rt+rs)

∂w
∂r

= (s+ t)e(st+rt+rs), ∂w
∂s

= (r + t)e(st+rt+rs), ∂w
∂t

= (r + s)e(st+rt+rs)

∂w
∂r

= (s+ t)e(st+rt+rs), ∂w
∂s

= (r + s)e(st+rt+rs), ∂w
∂t

= (r + t)e(st+rt+rs)

7. Je-li funkce w = f(x, y, z) diferencovatelná a x = r sinφ cosψ, y =
r sinφ sinψ a z = r cosφ, pak je jedna z parciálńıch derivaćı ∂w

∂r
, ∂w
∂φ

a ∂w
∂ψ

dána vztahem

∂w
∂x

sinφ cosψ + ∂w
∂y

sinφ sinψ − ∂w
∂z

cosφ
∂w
∂x
r cosφ cosψ + ∂w

∂y
r cosφ sinψ + ∂w

∂z
r sinφ

−∂w
∂x
r sinφ sinψ + ∂w

∂y
r sinφ cosψ

8. Necht’ je funkce z = f(x, y) diferencovatelná, x = eu cos v, y = eu sin v.
Jestliže vyjádř́ıme výraz ( ∂z

∂x
)2 + (∂z

∂y
)2 v souřadnićıch u a v dostaneme

e−2u( ∂z
∂u

)2 + (∂z
∂v

)2

e−2u[( ∂z
∂u

)2 + (∂z
∂v

)2]

( ∂z
∂u

)2 + e−2u(∂z
∂v

)2

9. Necht’ f je diferencovatelná funkce tř́ı proměnných, přičemž máme dáno
w = f(x − y, y − z, z − x). Rozhodněte o tom, zda funkce w splňuje
rovnici ∂w

∂x
+ ∂w

∂y
− ∂w

∂z
= 0

ano

ne

10. Výška válce roste rychlost́ı 2 centimetry za minutu, zat́ımco jeho poloměr
klesá rychlost́ı 0.5 centimetru za minutu. Je objem válce rostoućı veličina
v okamžiku, kdy je vysoký 10 cm a má pr̊uměr 12cm?

ano

ne

Počet správně zodpovězených otázek:

Procento úspěšnosti:
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6 Derivace v daném směru

Kĺıčová slova. Směrová derivace, gradient.

Na úvod připomeňme, že parciálńı derivace funkce dvou proměnných
podle proměnné x, resp. y jsou dány vztahy

lim
h→0

f(x0 + h, y0)− f(x0, y0)

h
resp. lim

h→0

f(x0, y0 + h)− f(x0, y0)

h
.

Vı́me již, že tyto limity představuj́ı směrnice jistých tečen. Sklon těchto tečen
nám naznačuje, jak rychle se hodnoty dané funkce měńı v dostatečné bĺızkosti
bodu [x0, y0]. Je ale zapotřeb́ı mı́t na paměti, že parciálńı derivace nám tuto
informaci podávaj́ı, jen pokud se z bodu [x0, y0] pohybujeme po př́ımce ve
směru jedné ze souřadnicových os. O chováńı funkce při pohybu po jiných
př́ımkách jdoućıch bodem [x0, y0] nemáme tedy žádné informace. Chceme-
li obdobné informace źıskat také o rychlosti změny funkčńıch hodnot při
pohybu libovolným směrem, je zapotřeb́ı zvolit obecněǰśı př́ıstup než ten, se
kterým jsme při definici parciálńıch derivaćı vystačili. Za t́ımto účelem se
zavád́ı pojem směrová derivace (derivace v daném směru)

6.1 Směrové derivace a gradient

Definice 6.1. Necht’ je funkce f(x, y) definovaná na oblasti Ω, ve které lež́ı
bod [x0, y0], a necht’ ~u = (u1, u2). Jestliže existuje limita tvaru

lim
h→0

f(x0 + hu1, y0 + hu2)− f(x0, y0)

h
,

nazýváme ji směrovou derivaćı funkce f(x, y) ve směru vektoru ~u v bodě
[x0, y0] a znač́ıme ji

f~u(x0, y0).

Poznámka 6.2. Parciálńı derivace funkce f(x, y) podle proměnných x
a y jsou speciálńımi př́ıpady pojmu směrová derivace, kdy vektor ~u má
souřadnice (1,0) pro fx a (0,1) pro fy.

V př́ıpadě, že chceme dát geometrickou interpretaci pojmu směrová derivace,
je nutné si nejdř́ıve uvědomit, že délka vektoru ~u má vliv na hodnotu směrové
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derivace. Lze totiž ukázat, že existuje-li v daném bodě směrová derivace f~u,
pak pro libovolné c ∈ R existuje v tomto bodě také fc~u a plat́ı fc~u = cf~u.
Abychom určili směrnici př́ımky dotýkaj́ıćı se v bodě [x0, y0] grafu funkce,
která lež́ı v rovině kolmé k rovině xy obsahuj́ıćı př́ımku procházej́ıćı bodem
[x0, y0] ve směru daného vektoru ~u, muśıme brát v úvahu pouze vektor jed-
notkové délky. Geometrický význam směrové derivace ilustruje obrázek 14.

y

x

z

γ

x0

0y

   z=f(x,y)

   tgγ=f (x ,y )00u

1u=(u ,u )2

Obrázek 14: Derivace ve směru – geometrická interpretace

Obdobným zp̊usobem je možné definovat pojem směrové derivace pro
funkci tř́ı a v́ıce proměnných v bodě [x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n], tj. jako limitu tvaru

lim
h→0

f(x∗1 + hu1, x
∗
2 + hu2, . . . x

∗
n + hun)− f(x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n)

h
=

= f~u(x
∗
1, x
∗
2, . . . , x

∗
n), kde ~u = (u1, u2 . . . , un).

Nyńı se budeme zabývat otázkou výpočtu směrových derivaćı. Můžeme
samozřejmě vyj́ıt př́ımo z definice.

Př́ıklad 6.3. Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) = xy2 ve směru
vektoru ~u = (2, 3) v bodě [4,−1].

Řešeńı. Dosazeńım do definice a následným využit́ım l’Hospitalova pravidla
dostáváme

f(2,3)(4,−1) = lim
h→0

f(4 + 2h,−1 + 3h)− f(4,−1)

h
=
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= lim
h→0

(2h+ 4)(3h− 1)2 − 4

h
= lim

h→0
2(3h− 1)2 + 6(2h+ 4)(3h− 1) = −22.

Za předpokladu, že funkce f je diferencovatelná v bodě [x0, y0], můžeme
odvodit pro výpočet směrových derivaćı vztah, který nevyžaduje využit́ı de-
finice. Postač́ı nám znalost parciálńıch derivaćı prvńıho řádu v bodě [x0, y0].
Můžeme uvažovat následovně: funkce f je diferencovatelná v bodě [x0, y0],
právě když existuje tečná rovina ke grafu funkce f v bodě [x0, y0, f(x0, y0)].
Směrové derivace jsou směrnicemi jednotlivých tečen, které všechny lež́ı v teč-
né rovině a procházej́ı bodem [x0, y0, f(x0, y0)]. Mezi těmito tečnami hraj́ı
zvláštńı úlohu dvě z nich. Jedná se o tečny, jejichž směrnice vystupuj́ı jako
koeficienty v rovnici tečné roviny, tj. jsou parciálńımi derivacemi funkce
f v bodě [x0, y0]. Uvědomı́me-li si, že libovolný vektor (u1, u2) můžeme vyjá-
dřit jako lineárńı kombinaci vektor̊u (1,0) a (0,1), můžeme vyslovit následuj́ıćı
domněnku: mohla by být výsledná hodnota směrové derivace ve směru vek-
toru (u1, u2) v bodě [x0, y0] źıskána jako vhodná lineárńı kombinace hodnot
parciálńıch derivaćı v tomto bodě (tj. směrových derivaćı ve směrech vektor̊u
(1,0) a (0,1))? Následuj́ıćı věta ukazuje, že tomu tak skutečně je.

Věta 6.4. Je-li funkce f(x, y) diferencovatelná v bodě [x0, y0], pak má v
tomto bodě směrovou derivaci ve směru libovolného vektoru ~u = (u1, u2) a
plat́ı vztah

f~u(x0, y0) = fx(x0, y0)u1 + fy(x0, y0)u2.

Důkaz. Označme
g(h) = f(x0 + hu1, y0 + hu2).

Pro funkci g takto vyjádřenou dostáváme

g′(0) = lim
h→0

g(h)− g(0)

h
= lim

h→0

f(x0 + hu1, y0 + hu2)− f(x0, y0)

h
= f~u(x0, y0).

Pro funkci g plat́ı

g(h) = f(x, y), kde x = x0 + hu1, y = y0 + hu2.

Jestliže nyńı vypočteme podle pravidla o derivováńı složené funkce derivaci
funkce g, obdrž́ıme

g′(h) =
dg

dh
=
∂f

∂x

dx

dh
+
∂f

∂y

dy

dx
= fxu1 + fyu2
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a pro h = 0 dostáváme

g′(0) = fx(x0, y0)u1 + fy(x0, y0)u2.

Porovnáńım výsledk̊u, které jsme obdrželi pro hodnotu derivace funkce g
v bodě 0, je tvrzeńı dokázáno. �

Př́ıklad 6.5. Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) = x2 + xy + y2,
v bodě [2, 1] ve směru vektoru ~u = (1, 1).

Řešeńı. Podle věty 6.4 stač́ı vypoč́ıtat parciálńı derivace funkce f(x, y)
v daném bodě. Máme tedy

fx = 2x+ y, tj. fx(2, 1) = 5 a fy = 2y + x, tj. fy(2, 1) = 4.

Celkově tedy dostáváme

f~u(2, 1) = 5 · 1 + 4 · 1 = 9.

Př́ıklad 6.6. Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) = sinx + cos y,
v bodě [π/2, 0] ve směru jednotkového vektoru daného úhlem π/4.

Řešeńı. Nejdř́ıve je zapotřeb́ı si uvědomit, že směrový vektor má souřadnice
cos(π/4), sin(π/4). Jestliže dále vypočteme

fx(π/2, 0) = 0 a fy(π/2, 0) = 0,

vyplývá odsud, že rovněž hledaná hodnota směrové derivace je nulová.

Povšimněme si nyńı znovu zápisu směrové derivace funkce v daném bodě
[x0, y0]. Je dán vztahem, který můžeme vyjádřit jako skalárńı součin dvou
vektor̊u

f~u(x0, y0) = fx(x0, y0)u1 + fy(x0, y0)u2 = (fx(x0, y0, fy(x0, y0)) · (u1, u2).

Prvńı z vektor̊u, jehož složky jsou parciálńı derivace funkce f , se v mate-
matice nevyskytuje pouze ve spojitosti se směrovými derivacemi, ale lze se
s ńım setkat v řadě daľśıch př́ıpad̊u. Jeho častý výskyt vedl k tomu, že tento
vektor má své označeńı i název, s ńımž nás seznamuje následuj́ıćı definice.
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Definice 6.7. Necht’ je funkce f(x, y) diferencovatelná v bodě [x0, y0]. Gra-
dientem funkce f(x, y) v bodě [x0, y0] nazýváme vektor, jehož souřadnicemi
jsou parciálńı derivace fce f v tomto bodě a znač́ıme jej

∇f(x0, y0) = (fx(x0, y0, fy(x0, y0)).

Poznámka 6.8. Symbol ∇, který jsme použili pro označeńı gradientu,
se nazývá Hamilton̊uv operátor nebo také nabla operátor. V literatuře se
kromě toho pro gradient funkce f v bodě [x0, y0] často použ́ıvá označeńı
gradf(x0, y0).

Př́ıklad 6.9. Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) = x2 + xy + y2,
v bodě [2, 1] ve směru jej́ıho gradientu.

Řešeńı. Na základě předcházej́ıch výsledk̊u v́ıme, že

∇f(2, 1) = (fx(2, 1), fy(2, 1)) = (5, 4).

Celkově tedy dostáváme

f∇f(2,1)(2, 1) = 5 · 5 + 4 · 4 = 41.

Věta, kterou nyńı zformulujeme, udává jednu ze zaj́ımavých vlastnost́ı
gradientu. Pokud jde o směrové derivace funkce v bodě [x0, y0], pozname-
nali jsme už, že jejich hodnota ukazuje, jak rychle se měńı hodnoty funkce,
pohybujeme-li se v definičńım oboru funkce v daném směru. V této souvis-
losti přirozeně vyvstává tato otázka: Ve směru kterého z vektor̊u se hodnoty
funkce měńı nejrychleji? Ukazuje se, že t́ımto vektorem je právě gradient.

Věta 6.10. Předpokládejme, že funkce f je v bodě [x0, y0] diferencovatelná a
plat́ı ∇f(x0, y0) 6= (0, 0). Pak je hodnota směrové derivace funkce f ve směru
vektor̊u o stejné nenulové délce maximálńı pro vektor, který má stejný směr
jako gradient.

Důkaz. Na základě vztahu pro směrovou derivaci můžeme psát

f~u(x0, y0) = ∇f(x0, y0) · ~u = ‖∇f(x0, y0)‖ · ‖~u‖ · cosφ,
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kde φ je úhel, který mezi sebou sv́ıraj́ı vektory ∇f(x0, y0) a ~u. Z uvedeného
vyjádřeńı vyplývá, že obdržený výraz je při vektorech stejné nenulové délky
maximálńı v př́ıpadě, že φ = 0. To neznamená nic jiného, než že gradient a
vektor ~u maj́ı stejný směr. �

Poznámka 6.11. Pro funkce tř́ı a v́ıce proměnných je zavedeńı pojmu
gradient zcela analogické. Za předpokladu diferencovatelnosti funkce f v bodě
[x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n] j́ım rozumı́me vektor tvaru

∇f(x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) = (fx1(x

∗
1, x
∗
2, . . . , x

∗
n), . . . , fxn(x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n)).

Snadno lze také nahlédnout, že větu 6.10 je možné zformulovat pro funkce
n proměnných pouhou záměnou bodu [x0, y0] za bod [x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n] a gradi-

entu ∇f(x0, y0) za ∇f(x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n).

Poznámka 6.12. Předpokládáme-li, že gradient funkce f je r̊uzný od nu-
lového vektoru, je hodnota směrové derivace ve směru gradientu je kladná.
Gradient tedy udává směr, ve kterém funkce f nejrychleji roste. Z d̊ukazu
věty 6.10 je rovněž vidět, že pokud uvažujeme jen vektory o délce 1, je ma-
ximálńı hodnota směrové derivace rovna ‖∇f(x0, y0)‖. Naopak, ve směru
vektoru, který má opačný směr jako gradient, je hodnota směrové derivace
záporná. Dále pak je minimálńı mezi všemi vektory stejné nenulové délky,
přičemž pro jednotkové vektory je toto minimum rovno −‖∇f(x0, y0)‖.

Skutečnost nejrychleǰśıho nár̊ustu funkce f ve směru gradientu si trpce
uvědomil snad každý, kdo byl někdy na turistickém pochodu a čekalo jej
zdoláńı prudkého kopce. Jestliže turistická značka na mapě procháźı prak-
ticky kolmo vrstevnicemi daného kopce, pak máte jistotu, že jdete ve směru
nejprudš́ıho stoupáńı, tj. ve směru gradientu. Jestli bude čtenáři tato na-
bytá znalost při zdoláváńı kopc̊u útěchou, nev́ıme, ale může být užitečná při
plánováńı trasy.

6.2 Úlohy k samostatnému řešeńı a kontrolńı otázky

Cvičeńı 6.1. Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) = (xy+1)2 v bodě
[3, 2] ve směru vektoru ~u = (2/

√
5, 1/
√

5).

Cvičeńı 6.2. Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) = arctg( y
x
) v bodě

[2,−2] ve směru vektoru ~u = (1,−3).
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Cvičeńı 6.3. Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) = sin x cos y
v bodě [π/3,−2π/3] ve směru vektoru ~u = (4, 3).

Cvičeńı 6.4. Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) = xey+yex v bodě
[0, 0] ve směru jednotkového vektoru daného úhlem 2π/3.

Cvičeńı 6.5. Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) = x ln y v bodě
[5, 1] ve směru jednotkového vektoru daného úhlem −π/6.

Cvičeńı 6.6. Vypočtěte gradient funkce f(x, y) = e−x
2−y2 v bodě [0, 0].

Cvičeńı 6.7. Vypočtěte gradient funkce f(x, y) = y ln(x/y) v bodě [2, 1].

Cvičeńı 6.8. V bodě [0, 0, 0] vypočtěte gradient funkce dané vztahem
f(x, y, z) = ex sin y + ey sin z + ez sinx.

Cvičeńı 6.9. Vypočtěte maximálńı hodnotu směrové derivace funkce dané
vztahem f(x, y) = x2 − 7xy + 4y2 v bodě [1,−1], uvažujeme-li vektory
o délce 1.

Cvičeńı 6.10. Vypočtěte maximálńı hodnotu směrové derivace funkce dané
vztahem f(x, y) = x2 − y2 − sin y v bodě [1, π/2], uvažujeme-li vektory
o délce 1.

Otázka 6.1. Jak je definovaná směrová derivace funkce n proměnných?

Otázka 6.2. Vysvětlete, jak je možné směrové derivace interpretovat geo-
metricky.

Otázka 6.3. Plyne z existence parciálńıch derivaćı v daném bodě ve všech
směrech spojitost funkce v tomto bodě?

Otázka 6.4. Definujte pojem gradient funkce pro funkci n proměnných.

Otázka 6.5. Pokuste se vymyslet (popř. vyhledat) nějakou reálnou, např.
fyzikálńı aplikaci, která využ́ıvá pojem gradient.

Otázka 6.6. Zd̊uvodněte, proč pro směrovou derivaci plat́ı známá pravidla
pro derivováńı součtu, rozd́ılu, součinu a pod́ılu funkćı (tedy např. (f+g)~u =
= f~u + g~u atd.). Zformulujte analogii věty 3.6 pro směrové derivace.

Otázka 6.7. Který vektor udává směr, v němž funkce nejrychleji klesá?
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Otázka 6.8. Necht’ jsou dány lineárně nezávislé vektory ~u = (u1, u2), ~v =
(v1, v2). Uved’te př́ıklad funkce dvou proměnných, která má derivaci ve směru
daného vektoru ~u, ale nemá derivaci ve směru vektoru ~v.

Otázka 6.9. Můžeme využ́ıt gradient při výpočtu směrové derivace funkce?

Otázka 6.10. Jaká je hodnota směrové derivace vypočtené ve směru vek-
toru, který je kolmý ke gradientu?

6.3 Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

Cvičeńı 6.1. 98/
√

5.

Cvičeńı 6.2. −1/2.

Cvičeńı 6.3. 5/4.

Cvičeńı 6.4. 1/2(
√

3− 1).

Cvičeńı 6.5. −5/2.

Cvičeńı 6.6. (0, 0).

Cvičeńı 6.7. (1/2, ln 2− 1).

Cvičeńı 6.8. (1, 1, 1).

Cvičeńı 6.9. 3
√

34.

Cvičeńı 6.10.
√

4 + π2.
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6.4 Kontrolńı test

Směrové derivace

1. Pro výpočet směrové derivace diferencovatelné funkce f(x, y, z) v bodě
[x0, y0, z0] ve směru vektoru ~u = (u1, u2, u3) plat́ı vztah

f~u(x0, y0, z0) = fx(x0, y0, z0)u2 + fy(x0, y0, z0)u3 + fz(x0, y0, z0)u1

f~u(x0, y0, z0) = fx(x0, y0, z0)u1 + fy(x0, y0, z0)u2 + fz(x0, y0, z0)u3

f~u(x0, y0, z0) = fx(x0, y0, z0)u3 + fy(x0, y0, z0)u2 + fz(x0, y0, z0)u1

2. Parciálńı derivace funkce f(x, y) podle proměnné x je speciálńım př́ıpadem
směrové derivace

ve směru vektoru (0, 1) ve směru vektoru (1, 1)
ve směru vektoru (1, 0) nesouviśı s pojmem směrová

derivace

3. Gradient diferencovatelné funkce f v daném bodě je vektor, jehož složkami
jsou

parciálńı derivace funkce f(x, y) podle proměnných x a y v daném
bodě

směrové derivace ve směru vektor̊u (1, 0) a (1, 1) v daném bodě

směrové derivace ve směru vektor̊u (1, 1) a (0, 1) v daném bodě

4. Gradientem funkce f(x, y) = x2y + 2xy2 v bodě [−2, 1] je vektor

(−1,−2)

(−2,−4)

(−3,−2)

5. Hodnota směrové derivace funkce f(x, y) = x3 − 3xy + 4y2 v bodě [1, 2]
ve směru vektoru délky 1 daného úhlem π/6 je

13−
√

3/2

(13− 3
√

3)/2

(13−
√

3)/2

6. Hodnota směrové derivace funkce f(x, y) = 7x2−3y+4 ve směru vektoru
(
√

3/2, 1/2) v bodě [1, 1] je

7
√

3− 3/2

4
√

3 + 1/2

5
√

3 + 3/2
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7. Hodnoty diferencovatelné funkce f(x, y) s nenulovým gradientem nej-
rychleji klesaj́ı ve směru vektoru, který

je kolmý ke gradientu funkce v daném bodě

má stejný směr jako gradient, ale dvojnásobnou délku

sv́ırá s gradientem úhel φ = π

sv́ırá s gradientem úhel φ = π/3

8. Hodnota směrové derivace funkce f(x, y, z) = xy +3yz2 ve směru vektoru
(2/3,−4/3, 4/3) v bodě [1,−1, 1] je

22/3

35/3

−38/3

9. Vektor o délce 1, v jehož směru funkce f(x, y) = x2 − 7xy + 4y2 v bodě
[1,−1] nejrychleji roste, má souřadnice

(3
√

34
34

, −5
√

34
34

)

(2
√

27
27

, 5
√

27
27

)

(
√

2
2
,
√

2
2

)

10. Je dána funkce f(x, y) = xey. Minimálńı hodnota směrové derivace
funkce f v bodě [2, 0] mezi všemi vektory o délce 1 je rovna

−
√

5

−
√

3

−
√

2

Počet správně zodpovězených otázek:

Procento úspěšnosti:
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7 Implicitńı funkce

Kĺıčová slova. Funkce, funkce zadaná implicitně, existence implicitńı funkce,
derivace implicitńı funkce.

Doposud jsme se setkávali u funkćı jedné proměnné se zadáńım funkce
ve tvaru y = f(x) a u funkćı dvou proměnných se zápisem funkce ve formě
z = f(x, y). Tento zápis závislosti jedno č́ısla na jednom č́ısle, resp. jednoho
č́ısla na dvou č́ıslech nazýváme explicitńı a ř́ıkáme, že funkce f je zadaná
explicitně (př́ımo).

Uvažujme rovnici F (x, y) = 0, kde F je funkce dvou proměnných. Z této
rovnice bychom chtěli vypoč́ıtat y jako funkci proměnné x, tj. vyjádřit je ve
tvaru y = f(x).Tomuto vyjádřeńı funkce f rovnićı F (x, y) = 0 ř́ıkáme impli-
citńı vyjádřeńı, nebo-li že funkce f je rovnićı F (x, y) = 0 zadaná implicitně
(nepř́ımo).

7.1 Implicitně zadaná funkce jedné proměnné

Funkce F (x, y) je funkce dvou proměnných. Označme Ω množinu všech řešeńı
rovnice F (x, y) = 0, tj. Ω = {[x, y] ∈ DF ;F (x, y) = 0}. Na následuj́ıćıch
př́ıkladech si ukážeme rozmanitost množiny Ω:

1. Pro F (x, y) = x4+x2+1 je Ω = ∅, tj. nenajdeme žádný bod [x, y] ∈ R2,
který by splňoval rovnici x4 + x2 + 1 = 0.

2. Pro F (x, y) = 5x2 +y2 je Ω = {[0, 0]}. Množina všech bod̊u [x, y], které
vyhovuj́ı rovnici 5x2 + y2 = 0, se tedy skládá z jediného bodu [0, 0].

3. Pro F (x, y) = 3x− y + 4 je Ω = {[x, 3x + 4];x ∈ R}. Množinu Ω tedy
tvoř́ı př́ımka o rovnici y = 3x + 4. Libovolnému č́ıslu x ∈ (−∞,∞) je
přǐrazeno právě jedno č́ıslo y.

4. Pro F (x, y) =
√
x2y2 − xy je Ω = {[x, y];x, y ≥ 0 ∨ x, y ≤ 0}, tj.

množina všech bod̊u [x, y], které vyhovuj́ı rovnici
√
x2y2 − xy = 0,

vyplňuje celý prvńı a třet́ı kvadrant, včetně souřadnicových os.

5. Pro F (x, y) = x2 +y2−1 je množina Ω jednotková kružnice se středem
v počátku. Rovnice x2 +y2−1 = 0 popisuje křivku, kterou si však nelze
představit jako graf funkce y = f(x). Z rovnice x2 +y2−1 = 0 je možné
vypoč́ıst y =

√
1− x2 nebo y = −

√
1− x2, −1 ≤ x ≤ 1, což jsou horńı

resp. dolńı p̊ulkružnice, a to už jsou grafy funkce. Tedy množina Ω
neńı grafem žádné funkce jedné proměnné. Nicméně v okoĺı některých
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konkrétńıch bod̊u P = [x0, y0] ∈ Ω ji však již za graf funkce považovat
lze. Tyto úvahy vedou k zavedeńı pojmu funkce dané implicitně.

Definice 7.1. Necht’ F je funkce dvou proměnných, Ω množina všech řešeńı
rovnice F (x, y) = 0 a necht’ [x0, y0] ∈ Ω je bod. Jestliže existuje okoĺı O =
(x0 − δ, x0 + δ)× (y0 − ε, y0 + ε) bodu [x0, y0] takové, že množina Ω ∩ O je
totožná s grafem funkce y = f(x), x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), řekneme, že funkce
f je v okoĺı bodu [x0, y0] definována implicitně rovnićı F (x, y) = 0.

Jinými slovy můžeme ř́ıci, že funkce y = f(x) je v okoĺı bodu [x0, y0]
zadána implicitně rovnićı F (x, y) = 0, jestliže existuje δ > 0 takové, že
F (x, f(x)) = 0 pro x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

Vrat’me se nyńı k př́ıkladu s jednotkovou kružnićı, viz obrázek 15. K rov-
nici F (x, y) = x2 + y2 − 1 = 0 hledáme funkci y = f(x) takovou, že
F (x, f(x)) = 0. Vyjádřeńım y z rovnice x2 + y2 − 1 = 0 dostáváme y =
±
√

1− x2 pro x ∈ 〈−1, 1〉. Rovnice x2 + y2 − 1 = 0 zadává implicitně
dvě funkce, funkci y =

√
1− x2 pro body lež́ıćı na horńı p̊ulkružnici a

y = −
√

1− x2 pro body lež́ıćı na dolńı p̊ulkružnici. V okoĺı krajńıho bodu
[1, 0] nebudou řešeńı rovnice tvořit graf funkce proměnné x, protože nena-
jdeme okoĺı tohoto bodu tak, aby neobsahovalo jak horńı, tak dolńı část
kružnice, tud́ıž na tomto okoĺı nemůže existovat funkce daná implicitně. Ob-
dobná situace je v bodě [−1, 0].

V uvedených př́ıkladech jsme věděli, jak vypadá množina řešeńı Ω, i když
nebyla grafem funkce jedné proměnné, nebo jsme byli schopni vyjádřit y
v závislosti na x. Otázkou je, jak źıskat informace o funkci y v př́ıpadě,
že ji nedokážeme z rovnice F (x, y) = 0 př́ımo vyjádřit. Proto si uvedeme
následuj́ıćı větu, která pojednává o existenci jediné implicitně zadané funkce
a jej́ı derivaci.
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Obrázek 15: Jednotková kružnice

Věta 7.2. Necht’ F (x, y) je funkce dvou proměnných a má tyto tři vlastnosti:

• má na okoĺı O = (x0 − δ, x0 + δ)× (y0 − ε, y0 + ε), δ > 0, ε > 0, bodu
[x0, y0] spojité parciálńı derivace prvńıho řádu,

• v bodě [x0, y0] je F (x0, y0) = 0,

• parciálńı derivace Fy(x0, y0) 66= 0.

Pak je rovnićı F (x, y) = 0 v okoĺı O([x0, y0]) bodu [x0, y0] implicitně defi-
nována právě jedna funkce y = f(x) taková, že

• má graf procházej́ıćı bodem [x0, y0], tj. y0 = f(x0),

• F (x, f(x)) = 0,

• je spojitá v okoĺı bodu x0, tj. (x0 − δ, x0 + δ),

• má spojitou prvńı derivaci, pro nǐz plat́ı

y′(x) = −Fx(x, y)

Fy(x, y)
pro x ∈ (x0 − δ, x0 + δ). (7.1)
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Poznámka 7.3.

1) Pro existenci implicitně zadané funkce je podmı́nka Fy(x0, y0) 66= 0
pouze postačuj́ıćı. Např́ıklad pro rovnici F (x, y) = y3 − x = 0 je
Fy(0, 0) = 0. I přesto v okoĺı počátku existuje jediná implicitně zadaná
funkce y = 3

√
x určená rovnićı y3 − x = 0.

2) Vzorec y′(x) = −Fx(x,y)
Fy(x,y)

můžeme také psát ve tvaru y′ = −Fx

Fy
nebo

f ′(x) = −Fx(x,y)
Fy(x,y)

.

3) Je-li funkce y = f(x) dána rovnićı F (x, y) = 0 a funkce F (x, y) je
jedenkrát spojitě diferencovatelná, můžeme použ́ıt pravidla pro derivo-
vańı složené funkce a dostaneme

Fx
dx

dx
+ Fy

dy

dx
= 0 ⇒ dy

dx
= y′ = −Fx

Fy

pro Fy 6= 0. T́ımto zp̊usobem můžeme odvodit i vyšš́ı derivace funkce
y = f(x) dané implicitně, což formuluje následuj́ıćı věta.

Věta 7.4. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 7.2 a funkce F má
v okoĺı bodu [x0, y0] spojité parciálńı derivace do řádu k, k ∈ N. Pak
implicitně daná funkce y = f(x) má spojité derivace do řádu k. Jejich
vzorce dostaneme opakovaným derivováńım vztahu (7.1).

4) Bez ztráty na obecnosti uvažujeme rovnici F (x, y) = 0, jelikož obecnou
rovnici G(x, y) = H(x, y) lze vždy upravit a všechny jej́ı členy převést
na levou stranu, tedy G(x, y) − H(x, y) = 0. Pak stač́ı položit F =
G−H.

Př́ıklad 7.5. K rovnici sinxy−x+ y = 0 najděte bod, v němž jsou splněny
předpoklady věty 7.2 o existenci implicitně dané funkce y = f(x). V tomto
bodě spoč́ıtejte prvńı derivaci implicitně dané funkce y = f(x).

Řešeńı. V tomto př́ıpadě nev́ıme, jak vypadá množina řešeńı a ani nelze
z rovnice př́ımo vyjádřit y. Rovnice je však splněna pro bod [0, 0]. Zjist́ıme,
zda v jeho okoĺı zadává tato rovnice implicitně funkci y = f(x). Podle
věty 7.2 zbývá ověřit, zda funkce F (x, y) = sinxy − x + y = 0 splňuje
podmı́nku Fy(0, 0) 6= 0. Spočteme derivaci funkce F (x, y) podle proměnné
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y. Připomeňme si, že v tomto př́ıpadě při derivováńı vystupuje proměnná x
jako konstanta. Fy(x, y) = x cosxy+1, dosad́ıme bod [0, 0], Fy(0, 0) = 1 6= 0.
Spočteme ještě Fx(x, y) = y cosxy − 1 dosad́ıme bod [0, 0], Fx(0, 0) = −1.
Protože funkce F je jedenkrát spojitě diferencovatelná, je také f(x) diferen-
covatelná a plat́ı

y′(x) = −Fx(x, y)

Fy(y, x)
= −y cosxy − 1

x cosxy + 1
⇒ y′(0) = −Fx(0, 0)

Fy(0, 0)
= −−1

1
= 1.

Funkce f(x) zadaná implicitně rovnićı sinxy − x+ y = 0 má v nule derivaci
rovnu 1.

Př́ıklad 7.6. Ověřte, že rovnice 5x3 + y3 − 6xy = 0 zadává v bodě [1, 1]
implicitně jedinou funkci y = f(x), a najděte rovnice tečny a normály ke
grafu této funkce v bodě [1, 1].

Řešeńı. Ověř́ıme, že jsou splněny předpoklady věty 7.2 pro funkci F (x, y) =
5x3 + y3 − 6x a pro [x0, y0] = [1, 1]. Funkce F má spojité parciálńı derivace
v R2. Plat́ı F (1, 1) = 5 + 1− 6 = 0 a

Fy(x, y) = 3y2 − 6x ⇒ Fy(1, 1) = −3 6= 0.

Předpoklady věty 7.2 jsou splněny, takže rovnićı 5x3+y3−6xy = 0 je v jistém
okoĺı bodu [1, 1] určena implicitně funkce y = f(x) taková, že f(1) = 1.
Hledáme tečnu k implicitně dané funkci. Budeme vycházet z rovnice tečny t
ke grafu funkce y = f(x) v bodě [x0, y0 = f(x0)], tj. y − y0 = f ′(x0)(x− x0).
Dosad́ıme do rovnice za f ′ vzorec (7.1) a dostáváme

y − y0 = −Fx(x0, y0)

Fy(x0, y0)
(x− x0).

Parciálńı derivaci Fy již spočtenou máme, dopočteme parciálńı derivaci Fx

Fx(x, y) = 15x2 − 6y ⇒ Fx(1, 1) = 9.

Derivace f ′ v bodě x = 1 je

f ′(1) = −Fx(1, 1)

Fy(1, 1)
= − 9

−3
= 3.

Rovnice tečny t je

y − 1 = 3(x− 1) ⇒ y − 3x+ 2 = 0.
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Normála n je př́ımka kolmá k tečně. Využijeme faktu, že směrový vektor
tečny je stejný jako normálový vektor normály nebo toho, že součin směrnic
dvou navzájem kolmých př́ımek je roven −1. Rovnice normály n je

y − 1 = −1

3
(x− 1) ⇒ y +

1

3
x− 4

3
= 0.

Př́ıklad 7.7. Ověřte, že rovnice 3x3y2 + cos y = 0 zadává v bodě [0, π
2
]

implicitně jedinou funkci y = f(x), a určete jej́ı prvńı derivaci.

Řešeńı. Označme F (x, y) = 3x3y2 + cos y, [x0, y0] = [0, π
2
]. Funkce F má

spojité parciálńı derivace. Ověř́ıme, že jsou splněny předpoklady věty 7.2.
Plat́ı F (0, π

2
) = 0 + cos π

2
= 0 a

Fy(x, y) = 6x3y − sin y ⇒ Fy

(
0,
π

2

)
= −1 6= 0.

Předpoklady věty 7.2 jsou splněny, takže rovnićı 3x3y2 + cos y = 0 je v okoĺı
bodu [0, π

2
] určena implicitně funkce y = f(x) pro niž plat́ı, že f(0) = π

2
.

Derivováńım F (x, y) podle x dostáváme

Fx(x, y) = 9x2y2 ⇒ Fx

(
0,
π

2

)
= 0.

Dosazeńım do vzorce (7.1) dostáváme

y′(x) = −Fx(x, y)

Fy(x, y)
= − 9x2y2

6x3y − sin y
⇒ y′(0) = −

Fx(0,
π
2
)

Fy(0,
π
2
)

= 0.

Př́ıklad lze také spoč́ıst podle poznámky 7.3 s využit́ım derivaćı složené
funkce, tj. Fx

dx
dx

+ Fy
dy
dx

= 0. Tedy bereme y za funkci proměnné x a rov-
nici derivujeme podle x. Pro naši konkrétńı funkci dostáváme

9x2y2 + 6x3yy′ − x sin yy′ = 0,

odtud vyjádř́ıme y′,

y′ = − 9x2y2

6x3y − sin y

pro 6x3y 6= x sin y a y′(0) = 0 .

Př́ıklad 7.8. Ověřte, že rovnice x2 + y = 3xy zadává v okoĺı bodu [−1,−1
4
]

implicitně jedinou funkci y = f(x). Najděte jej́ı prvńı a druhou derivaci.
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Řešeńı. Označme F (x, y) = x2 + y − 3xy, [x0, y0] = [−1,−1
4
]. Ověř́ıme, že

jsou splněny předpoklady věty 7.2. Funkce F má spojité parciálńı derivace
v R2. Jelikož F (−1,−1

4
) = (−1)2 − 1

4
− 3(−1

4
) = 0 a

Fy(x, y) = 1− 3x ⇒ Fy

(
−1,−1

4

)
= 4 6= 0,

jsou předpoklady věty 7.2 splněny. Rovnićı x2 + y − 3xy = 0 je v okoĺı bodu
[−1,−1

4
] určena implicitně funkce y = f(x) maj́ıćı derivace všech řád̊u, pro

niž plat́ı, že f(−1) = −1
4
. Protože

Fx(x, y) = 2x− 3y ⇒ Fx

(
−1,−1

4

)
= −5

4
,

je podle (7.1)

y′(x) = f ′(x) = −Fx(x, y)

Fy(x, y)
= −2x− 3y

1− 3x
⇒ f ′(−1) = −

−5
4

4
=

5

16
.

Druhou derivaci y′′(x) spočteme podle věty 7.4 derivováńım prvńı derivace a
dostaneme

y′′ = (y′)′ =

(
−2x− 3y

1− 3x

)′
= −(2− 3y′)(1− 3x)− (2x− 3y)(−3)

(1− 3x)2
=

= −
(2− 3(−2x−3y

1−3x
))(1− 3x)− (2x− 3y)(−3)

(1− 3x)2
= −2− 18y + 6x

(1− 3x)2
.

Hodnota druhé derivace y′′(x) v bodě −1 je

y′′(−1) = f ′′(−1) = −
2− 18 · (−1

4
) + 6 · (−1)

(1− 3 · (−1))2
= − 1

32
.

Jelikož jsme spočetli prvńı i druhou derivaci, můžeme funkci y = f(x) na-
hradit Taylorovým polynomem druhého řádu se středem v bodě x0 = −1.
Taylor̊uv polynom T2(x) má tvar

T2(x) = f(−1) + f ′(−1)(x+ 1) +
1

2
f ′′(−1)(x+ 1)2,

tud́ıž

T2(x) = −1

4
+

5

16
(x+ 1)− 1

64
(x+ 1)2.

Př́ıklad 7.9. Ověřte, že rovnice exy−x2+y3 = 0 zadává v okoĺı bodu [0,−1]
implicitně jedinou funkci y = f(x). Najděte Maclaurin̊uv polynom druhého
řádu této funkce.
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Řešeńı. Označme F (x, y) = exy − x2 + y3, [x0, y0] = [0,−1]. Funkce F má
spojité parciálńı derivace v R2. Při výpočtu budeme vycházet z věty 7.2.
Nejdř́ıve ověř́ıme, že F (0,−1) = 0. Skutečně e0·(−1) − 0 + (−1)3 = 1− 1 = 0.
Dále Fy(0,−1) 6= 0, tj.

Fy(0,−1) = (xexy + 3y2)|[0,−1] = 3 6= 0.

Podle věty 7.2 je rovnićı exy − x2 + y3 = 0 v okoĺı bodu [0,−1] implicitně
dána funkce y = f(x) maj́ıćı derivace všech řád̊u a plat́ı pro ni f(0) = −1.
Prvńı derivaci y′ si spočteme dvěma zp̊usoby:
1. Při určováńı y′ dosad́ıme do vzorce (7.1)

y′(0) = f ′(0) = − yexy − 2x

xexy + 3y2

∣∣∣
[0,−1]

= −−1

3
=

1

3
.

2. Hledáme y′ pomoćı derivace složené funkce, tj. v rovnici exy − x2 + y3 = 0
bereme y za funkci proměnné x a rovnici derivujeme podle x. Pak dostáváme

yexy + xy′exy − 2x+ 3y2y′ = 0.

Z této rovnice vyjádř́ıme y′,

y′ =
2x− yexy

xexy + 3y2
,

dosad́ıme bod [0,−1] a dostáváme

y′(0) =
1

3
.

K źıskáńı druhé derivace implicitně dané funkce y′′ derivujeme zadanou rov-
nici exy−x2 +y3 = 0 dvakrát podle x (neustále předpokládáme závislost y na
x) a vyjádř́ıme y′′. Rovnici F (x, y, z) = 0 jsme již jednou podle x derivovali,
stač́ı tedy přidat ještě jednu derivaci podle x,

(yexy + xy′exy − 2x+ 3y2y′)′ = 0′,

2y′exy + y2exy + 2xyy′exy + xy′′exy + (xy′)2exy − 2 + 6y(y′)2 + 3y2y′′ = 0.

Odtud vyjádř́ıme y′′

y′′ = −2y′exy + y2exy + 2xyy′exy + (xy′)2exy − 2 + 6y(y′)2

xexy + 3y2
,

y′′(0) = f ′′(0) = −
2 · 1

3
+ (−1)2 − 2 + 6 · (−1) · (1

3
)2

3(−1)2
=

1

3
.
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Maclaurin̊uv polynom druhého řádu T2(x) má tvar

T2(x) = f(0) + f ′(0)x+
1

2
f ′′(0)x2,

tud́ıž

T2(x) = −1 +
1

3
x+

1

6
x2.

Poznámka 7.10. Jelikož druhá derivace je kladná, dá se usoudit, že f(x)
je konvexńı na okoĺı nuly.

Př́ıklad 7.11. K rovnici x2 − y2 = −1 najděte body, v nichž jsou splněny
předpoklady věty o implicitńı funkci 7.2 a které jsou stacionárńımi body
takto implicitně definovaných funkćı jedné proměnné. Rozhodněte, zda jsou
v těchto bodech lokálńı extrémy.

Řešeńı. Označme F (x, y) = x2−y2+1. Hledáme body, které vyhovuj́ı rovnici
F (x0, y0) = 0 takové, že Fy(x0, y0) 6= 0. Potom z věty 7.2 vyplývá, že v okoĺı
každého takového bodu je rovnićı F (x, y) = 0 určena jediná implicitńı funkce
y = f(x). Dále požadujeme, aby x0 byl stacionárńım bodem této funkce, tedy
aby

f ′(x0) = −Fx(x0, y0)

Fy(x0, y0)
= 0 ⇒ Fx(x0, y0) = 0.

Hledané body źıskáme vyřešeńım soustavy rovnic F (x, y) = 0 a Fx(x, y) = 0.
V našem př́ıpadě tedy

F (x, y) = x2 − y2 + 1 = 0 a Fx(x, y) = 2x = 0.

Z druhé rovnice máme x = 0. Dosazeńım x = 0 do prvńı rovnice dostaneme
y = ±1. Dostali jsme dva body A = [0, 1], B = [0,−1]. Nyńı muśıme ověřit,
zda v těchto bodech plat́ı Fy(x, y) 6= 0. Spočteme Fy(x, y) = 2y a dosad́ıme
body A, B, tj.

Fy(A) = 2 6= 0, Fy(B) = −2 6= 0.

Jak v okoĺı bodu A, tak v okoĺı bodu B je rovnićı F (x, y) = 0 určena impli-
citně funkce jedné proměnné f1(x), resp. f2(x).
K určeńı extrémů potřebujeme druhé derivace, které spočteme pomoćı věty
7.4, tj.

f ′′(x) = (f ′(x))′ =

(
−x
y

)′
= −y − xy

′

y2
= −

y − x(−x
y
)

y2
= −y

2 + x2

y3
.
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Postupně dosad́ıme stacionárńı body A, B:

f ′′1 (0) = −1 + 0

1
= −1 < 0⇒ maximum,

f ′′2 (0) = −1 + 0

−1
= 1 > 0⇒ minimum.

Funkce f1(x) má v bodě 0 lokálńı maximum a funkce f2(x) má v bodě 0
lokálńı minimum.

7.2 Implicitně zadaná funkce dvou proměnných

Pro funkci F (x, y, z) tř́ı proměnných budeme postupovat obdobně jako pro
funkci dvou proměnných v předchoźı kapitole. Ω je množina všech řešeńı rov-
nice F (x, y, z) = 0, tj. Ω = {[x, y, z] ∈ DF ;F (x, y, z) = 0}.

Definice 7.12. O funkci dvou proměnných z = f(x, y) řekneme, že je
v okoĺı bodu [x0, y0y0] ∈ Ω implicitně zadána rovnićı F (x, y, z) = 0, jestliže
je množina Ω v okoĺı bodu [x0, y0y0] totožná s grafem funkce z = f(x, y), tj.
v okoĺı bodu [x0, y0y0] plat́ı F (x, y, f(x, y)) = 0 a f(x0, y0) = z0.

Množina všech řešeńı rovnice x2 + y2 + z2 − 1 = 0 (kulová plocha) neńı
grafem funkce dvou proměnných. Nicméně v nějakém okoĺı bodu [x0, y0, z0],
který je řešeńım dané rovnice, lze množinu řešeńı považovat za graf funkce
dvou proměnných. Uvedeme si větu, která udává postačuj́ıćı podmı́nky pro
existenci právě jedné implicitně zadané funkce dvou proměnných.
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Věta 7.13. Necht’ F (x, y, z) je funkce tř́ı proměnných a má tyto tři vlast-
nosti:

• má na okoĺı O = (x0− δ1, x0 + δ1)× (y0− δ2, y0 + δ2)× (z0− ε, z0 + ε),
δ1 > 0, δ2 > 0, ε > 0, bodu [x0, y0, z0] spojité parciálńı derivace prvńıho
řádu,

• v bodě [x0, y0, z0] je F (x0, y0, z0) = 0,

• parciálńı derivace Fz(x0, y0, z0) 66= 0.

Pak je rovnićı F (x, y) = 0 v okoĺı O([x0, y0, z0]) bodu [x0, y0, z0] implicitně
definována právě jedna funkce z = f(x, y), kde

f : (x0 − δ1, x0 + δ1)× (y0 − δ2, y0 + δ2 → (z0 − ε, z0 + ε),

taková, že

• identicky vyhovuje rovnici F (x, y, z) = 0, takže F (x, y, f(x, y)) = 0,

• procháźı bodem [x0, y0], takže z0 = f(x0, y0),

• je spojitá na okoĺı bodu [x0, y0] a má spojité prvńı parciálńı derivace

fx(x0, y0) = −Fx(x0, y0, z0)

Fz(x0, y0, z0)
, fy(x0, y0) = −Fy(x0, y0, z0)

Fz(x0, y0, z0)
. (7.2)

Následuj́ıćı věta pojednává o existenci a výpočtu vyšš́ıch derivaćı funkce
dvou proměnných dané implicitně.

Věta 7.14. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 7.13 a funkce F má v
okoĺı bodu [x0, y0, z0] spojité parciálńı derivace do řádu k, k ∈ N. Pak impli-
citně daná funkce z = f(x, y) má spojité derivace do řádu k. Jejich vzorce
dostaneme opakovaným derivováńım vztahu (7.2).

Př́ıklad 7.15. Ověřte, že rovnice x3 + y3 + z3 + 6xyz+ 7 = 0 zadává v okoĺı
bodu [0, 1,−2] implicitně jedinou funkci z = f(x, y) Vypočtěte jej́ı parciálńı
derivace prvńıho řádu a určete jejich hodnotu v bodě [0, 1,−2].

Řešeńı. Označme F (x, y, z) = x3 +y3 +z3 +6xyz+7, [x0, y0, z0] = [0, 1,−2].

107



Ověř́ıme předpoklady věty 7.13. Plat́ı

F (0, 1,−2) = 0 + 1 + (−2)3 + 0 + 7 = 1− 8 + 7 = 0.

Dále

Fz(x, y, z) = 3z2 + 6xy ⇒ Fz(0, 1,−2) = 3 · (−2)2 = 12 6= 0.

Rovnićı x3 + y3 + z3 + 6xyz + 7 = 0 je v okoĺı bodu [0, 1,−2] implicitně
zadána spojitá funkce f(x, y) taková, že f(0, 1) = −2. Parciálńı derivace zx,
zy vypočteme ze vzorce (7.2), tj.

zx(0, 1) = fx(0, 1) = −Fx
Fz

∣∣∣
[0,1,−2]

= −3x2 + 6yz

3z2 + 6xy

∣∣∣
[0,1,−2]

= −−12

12
= 1.

zy(0, 1) = fy(0, 1) = −Fy
Fz

∣∣∣
[0,1,−2]

= −3y2 + 6xz

3z2 + 6xy

∣∣∣
[0,1,−2]

= − 3

12
= −1

4
.

Totéž můžeme źıskat i jiným zp̊usobem. Hledáme zx, zy pomoćı derivace
složené funkce. Nejdř́ıve spočteme derivaci zx, tzn. v rovnici F (x, y, z) = 0
budeme uvažovat y jako konstantu a z bude funkćı x, y. Rovnici zderivujeme
podle x a vyjádř́ıme derivaci zx. Tentýž postup plat́ı i pro určeńı derivace zy
jen s t́ım rozd́ılem, že v rovnici F (x, y, z) = 0 budeme uvažovat proměnnou
x jako konstantu a rovnici derivujeme podle y.

(x3 + y3 + z3 + 6xyz − 1)x = 0x ⇒ 3x2 + 3z2zx + 6yz + 6xyzx = 0.

Odtud vyjádř́ıme zx a dosad́ıme bod [0, 1],

zx(0, 1) = −3x2 + 6yz

3z2 + 6xy

∣∣∣
[0,1,−2]

= −−12

12
= 1.

Analogicky spočteme derivaci z podle y v bodě [0, 1].

(x3 + y3 + z3 + 6xyz − 1 = 0)y ⇒ 3y2 + 3z2zy + 6xz + 6xyzy = 0.

Odtud vyjádř́ıme zy a dosad́ıme bod [0, 1],

zy(0, 1) = −3y2 + 6xz

3z2 + 6xy

∣∣∣
[0,1,−2]

= − 3

12
= −1

4
.

Př́ıklad 7.16. Ověřte, že rovnice x2 + y2 − 3xz + x + y − z = 0 zadává
v okoĺı bodu [1, 1, 1] implicitně jedinou funkci z = f(x, y), a najděte rovnici
tečné roviny ke grafu funkce f v tomto bodě.
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Řešeńı. Pro funkci F (x, y, z) = x2+y2−3xz+x+y−z a [x0, y0, z0] = [1, 1, 1]
ověř́ıme předpoklady věty 7.13. Plat́ı F (1, 1, 1) = 1 + 1− 3 + 1 + 1− 1 = 0.
Dále

Fz(x, y, z) = 3x− 1 ⇒ Fz(1, 1, 1) = 3− 1 = 2 6= 0.

Rovnićı x2 + y2 − 3xz + x + y − z = 0 je v okoĺı bodu [1, 1, 1] implicitně
zadána právě jedna funkce f(x, y) taková, že f(1, 1) = 1. Rovnice tečné
roviny k funkci z = f(x, y) v bodě [x0, y0] má tvar

z − z0 = fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0).

Urč́ıme parciálńı derivace funkce z = f(x, y), která je zadána implicitně
rovnićı F (x, y, z) = 0. Derivováńım F (x, y, z) = x2 + y2 − 3xz + x + y − z
podle x, y a podle z dostáváme ze vztahu (7.2)

zx = fx = −Fx
Fz

= −2x− 3z + 1

−3x− 1
, zy = fy = −Fy

Fz
= − 2y + 1

−3x− 1
.

Hodnoty parciálńıch derivaćı v bodě [1, 1] tedy jsou

zx(1, 1) = fx(1, 1) = −2x− 3z + 1

−3x− 1

∣∣∣
[1,1,1]

= 0,

zy(1, 1) = fy(1, 1) = − 2y + 1

−3x− 1

∣∣∣
[1,1,1]

= − 3

−4
=

3

4
.

Vypočtené hodnoty derivaćı v bodě [1, 1] dosad́ıme do vzorce pro tečnou
rovinu a źıskáváme

z − 1 = 0(x− 1) +
3

4
(y − 1),

po úpravě
3y − 4z = 0.

Př́ıklad 7.17. Ověřte, že rovnice x + y2 + z3 + z − 4 = 0 zadává v okoĺı
bodu [1, 1, 1] implicitně jedinou funkci z = f(x, y), a vypoč́ıtejte prvńı a
druhé parciálńı derivace této funkce f v daném bodě.

Řešeńı. Označme F (x, y, z) = x + y2 + z3 + z − 4, [x0, y0, z0] = [1, 1, 1].
Ověř́ıme předpoklady věty 7.13. Je F (1, 1, 1) = 1+12 +13 +1−4 = 4−4 = 0.
Dále

Fz(x, y, z) = 3z2 + 1 ⇒ Fz(1, 1, 1) = 3 + 1 = 4 6= 0.

Předpoklady věty 7.13 jsou splněny a rovnićı x + y2 + z3 + z − 4 = 0 je
v okoĺı bodu [1, 1, 1] implicitně zadána právě jedna funkce f(x, y) taková,
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že f(1, 1) = 1. Protože funkce F má spojité parciálńı derivace libovolného
řádu, plat́ı totéž podle věty 7.14 i pro funkci f . Nejdř́ıve budeme poč́ıtat
parciálńı derivace prvńıho řádu, tzn. zx, zy. Můžeme poč́ıtat bud’ př́ımým
dosazeńım do vzorce (7.2) nebo derivováńım rovnice F (x, y, z) = 0. Ukážeme
si druhou zmı́něnou možnost. V rovnici F (x, y, z) = 0 nejprve prohláśıme y
za konstantu, z bude funkćı x, y. Rovnici zderivujeme podle x a vyjádř́ıme
derivaci zx. Tentýž postup plat́ı i pro určeńı derivace zy jen s t́ım rozd́ılem,
že v zadané rovnici F (x, y, z) = 0 prohláśıme za konstantu proměnnou x a
rovnici derivujeme podle y.

(x+ y2 + z3 + z − 4)x = 0x ⇒ 1 + 3z2zx + zx = 0.

Odtud vyjádř́ıme zx a dosad́ıme bod [1, 1],

zx(1, 1) = fx(1, 1) = − 1

3z2 + 1

∣∣∣
[1,1,1]

= −1

4
.

Analogicky spočteme derivaci zy v bodě [1, 1].

(x+ y2 + z3 + z − 4)y = 0y ⇒ 2y + 3z2zy + zy = 0.

Odtud vyjádř́ıme zy a dosad́ıme bod [1, 1],

zy(1, 1) = fy(1, 1) = − 2y

3z2 + 1

∣∣∣
[1,1,1]

= −2

4
= −1

2
.

K źıskáńı druhých parciálńıch implicitně dané funkce z muśıme zadanou rov-
nici F (x, y, z) = 0 derivovat dvakrát podle x a vyjádřit derivaci zxx, deri-
vovat dvakrát podle y a vyjádřit derivaci zyy, derivovat jednou podle x a
jednou podle y a vyjádřit derivaci zxy. K výpočtu druhých parciálńıch deri-
vaćı využijeme již vypočtených prvńıch parciálńıch derivaćı. Rovnici jsme již
jednou podle x derivovali a ted’ ji zderivujeme podle x ještě jednou,

(1 + 3z2zx + zx)x = 0x ⇒ 6z(zx)
2 + 3z2zxx + zxx = 0.

Odtud vyjádř́ıme zxx a dosad́ıme bod [1, 1],

zxx(1, 1) = fxx(1, 1) = −6z(zx)
2

3z2 + 1

∣∣∣
[1,1,1]

= −
6 · (−1

4
)2

4
= −

3
8

4
= − 3

32
.

Zadanou rovnici již jednou derivovanou podle x ted’ budeme derivovat podle
y,

(1 + 3z2zx + zx)y = 0y ⇒ 6zzyzx + 3z2zxy + zxy = 0.
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Odtud vyjádř́ıme zxy a dosad́ıme bod [1, 1],

zxy(1, 1) = fxy(1, 1) = − 6zzyzx
3z2 + 1

∣∣∣
[1,1,1]

= −
6 · (−1

2
)(−1

4
)

4
= −

3
4

4
= − 3

16
.

Rovnici F (x, y, z) = 0 již jednou derivovanou podle y ted’ budeme derivovat
ještě jednou podle y,

(2y + 3z2zy + zy)y = 0y ⇒ 2 + 6z(zy)
2 + 3z2zyy + zyy = 0.

Odtud vyjádř́ıme zyy a dosad́ıme bod [1, 1],

zyy(1, 1) = fyy(1, 1) = −2 + 6z(zy)
2

3z2 + 1

∣∣∣
[1,1,1]

= −
2 + 6(−1

2
)2

4
= −

7
2

2
= −7

8
.

Jelikož jsme spočetli prvńı i druhé parciálńı derivace, můžeme funkci z =
f(x, y) nahradit Taylorovým polynomem druhého řádu se středem v bodě
[x0, y0] = [1, 1]. Taylor̊uv polynom T2(x, y) má tvar

T2(x, y) = f(1, 1) + fx(1, 1)(x− 1) + fy(1, 1)(y − 1) +

+
1

2
[fxx(1, 1)(x− 1)2 + 2fxy(1, 1)(x− 1)(y − 1) + fyy(1, 1)(y − 1)2],

tud́ıž

T2(x, y) = 1− 1

4
(x− 1)− 1

2
(y − 1) +

+
1

2

[
− 3

32
(x− 1)2 − 3

8
(x− 1)(y − 1)− 7

8
(y − 1)2

]
.

111



7.3 Krokovaný př́ıklad

Př́ıklad. Zjistěte, zda rovnice x− 2y + z2− ln z = 0 zadává implicitně funkci
z = f(x, y) v okoĺı bodu [−1, 0, 1]. V kladném př́ıpadě určete jej́ı gradient.
Řešeńı.
Označme F (x, y, z) = x − 2y + z2 − ln z. Funkce F má ve svém definičńım
oboru spojité parciálńı derivace.
Ověř́ıme předpoklady věty o existenci a derivaci implicitńı funkce, tj.

F (−1, 0, 1) = ,

Fz(−1, 0, 1) =
∣∣∣
[−1,0,1]

= 6= .

Předpoklady věty jsou splněny, tud́ıž rovnice zadává v okoĺı bodu [−1, 0, 1]
implicitně funkci z = f(x, y) takovou, že f(−1, 0) = 1.

Spočteme tedy gradient funkce z,

grad z = (zx, zy) =
(
− Fx

Fz

,−Fy

Fz

)
=

(
,

)
.

V bodě [−1, 0] pak dostaneme

grad z(−1, 0) = ( , ).
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7.4 Úlohy k samostatnému řešeńı a kontrolńı otázky

Cvičeńı 7.1. Ověřte, že rovnice xy − yx = 0, kde x > 0, y > 0, zadává
v okoĺı bodu [1, 1] implicitně jedinou funkci y = f(x), a vypoč́ıtejte prvńı
derivaci této funkce f a určete jej́ı hodnotu v daném bodě.

Cvičeńı 7.2. Ověřte, že rovnice x2+2xy+y3 = 0 zadává v okoĺı bodu [−1, 1]
implicitně jedinou funkci y = f(x), a vypoč́ıtejte prvńı a druhou derivaci této
funkce f určete jej́ı hodnotu v daném bodě.

Cvičeńı 7.3. Ověřte, že rovnice exy+sin y+y2 = 1+π2 zadává v okoĺı bodu
[0, π] implicitně jedinou funkci y = f(x). Vypoč́ıtejte prvńı a druhou derivace
této funkce f v daném bodě. Najděte Maclaurin̊uv polynom druhého řádu
této funkce.

Cvičeńı 7.4. Ověřte, že rovnice y − 1
2

sin y − x = 0 zadává v okoĺı bodu
[0, 0] implicitně jedinou funkci y = f(x), a napǐste rovnice tečny a normály
ke grafu této funkce v daném bodě.

Cvičeńı 7.5. K rovnici −x2 + y2 − 2xy + y = 0 najděte body, v nichž
jsou splněny všechny předpoklady věty o implicitńı funkci a které jsou sta-
cionárńımi body takto implicitně definované funkce jedné proměnné. Roz-
hodněte, zda jsou v těchto bodech lokálńı extrémy.

Cvičeńı 7.6. Ověřte, že rovnice z+ez−xy = 3 zadává v okoĺı bodu [−2, 1, 0]
implicitně jedinou funkci z = f(x, y), a vypoč́ıtejte prvńı parciálńı derivace
této funkce f v daném bodě.

Cvičeńı 7.7. Ověřte, že rovnice sinxy + cos zx + sin zy − 1
2

= 0 zadává v
okoĺı bodu [2

3
, 0, π

2
] implicitně jedinou funkci z = f(x, y), a vypoč́ıtejte prvńı

parciálńı derivace této funkce z v daném bodě.

Cvičeńı 7.8. Ověřte, že rovnice x
z

= ln z
y

zadává v okoĺı bodu [0, 1, 1]

implicitně jedinou funkci z = f(x, y), a vypoč́ıtejte prvńı a druhé parciálńı
derivace této funkce z v daném bodě.

Cvičeńı 7.9. Ověřte, že rovnice x2 +y2 +z2−3xyz = 0 zadává v okoĺı bodu
[1, 1, 1] implicitně jedinou funkci z = f(x, y), a určete rovnici tečné roviny ke
grafu funkce z v daném bodě.

Cvičeńı 7.10. Ověřte, že rovnice z + z3 − xe3x+2y = 0 zadává v okoĺı bodu
[−2, 3, ?] implicitně jedinou funkci z = f(x, y). Najděte rovnici tečné roviny
ke grafu funkce z v daném bodě.
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Otázka 7.1. Co je to implicitně zadaná funkce?

Otázka 7.2. Jaká je postačuj́ıćı podmı́nka pro existenci funkce jedné proměn-
né dané implicitně rovnićı F (x, y) = 0?

Otázka 7.3. Jak se derivuje funkce jedné proměnné daná implicitně rovnićı
F (x, y) = 0?

Otázka 7.4. Jaká je postačuj́ıćı podmı́nka pro existenci funkce dvou proměn-
ných dané implicitně rovnićı F (x, y, z) = 0?

Otázka 7.5. Jak spočteme derivaci funkce dvou proměnných dané implicitně
rovnićı F (x, y, z) = 0?

Otázka 7.6. Jak spočteme vyšš́ı derivace funkce dané implicitně rovnićı
F (x, y, z) = 0?

Otázka 7.7. Jak se hledá tečna k implicitńı funkci?

Otázka 7.8. Jak se hledá normála k implicitńı funkci?

Otázka 7.9. Jaká je spojistost mezi derivaćı implicitńı funkce a derivaćı
funkce složené?

Otázka 7.10. Jak se hledaj́ı lokálńı extrémy k implicitńı funkci?

7.5 Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

Cvičeńı 7.1. y′ = yx ln y−yxy−1

xy lnx−xyx−1 , y′(1) = 1

Cvičeńı 7.2. y′ = − 2(x+y)
2x−3y2

, y′(−1) = 0, y′′ = −2+4y′+6y(y′)2

2x+3y2
, y′′(−1) = −2

Cvičeńı 7.3. y′(0) = − π
2π−1

, y′′(0) = −4(2π−1)+π2

(2π−1)3
, T2(x) = π − π

2π−1
x −

2(2π−1)+π2

(2π−1)3
x2

Cvičeńı 7.4. tečna 2x− y = 0, normála x+ 2y = 0

Cvičeńı 7.5. x0 = 0 lokálńı minimum, x0 = 1
2

lokálńı maximum

Cvičeńı 7.6. zx = y
1+ez , zx(−2, 1) = 1

2
, zy = x

1+ez , zy(−2, 1) = −1
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Cvičeńı 7.7. zx = z sinxz−y cosxy
y cos yz−x sinxz

, zx(
2
3
, 0) = −3π

4
, zy = −x cosxy+z cos yz

y cos yz−x sinxz
,

zy(1, 0) =
√

3(4+3π)
6

Cvičeńı 7.8. zx(0, 1) = zy(0, 1) = 1, zxx(0, 1) = −1, zxy(0, 1) = zyy(0, 1) = 0

Cvičeńı 7.9. x+ y − z = 1

Cvičeńı 7.10. z0 = −1, 5
4
x+ y + z − 1

2
= 0
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7.6 Kontrolńı test

Implicitńı funkce

1. Ověřte, že daná rovnice sin2(ex+y) = x ln y+(sin 1)2 zadává v okoĺı bodu
P = [−1, 1] implicitně jedinou funkci jedné proměnné y = f(x).

(a) Vypoč́ıtejte jej́ı prvńı derivaci.
ex+y cos 2ex+y+ln y

x
y
−ex+y cos 2ex+y

−ex+y sin 2ex+y+ln y
2ex+y sin ex+y cos ex+y−x

y

−ex+y sin ex+y cos ex+y−ln y
2ex+y sin ex+y cos ex+y+x

y

−ex+y cos 2ex+y+ln y
x
y
−ex+y sin 2ex+y

(b) Určete hodnotu prvńı derivaci v bodě P .
− cos 2

1−sin 1 cos 2
2 sin 1 cos 1+2

2 cos 2−2
− cos 1 sin 1−ln 1
2 sin 2 cos 1−1

sin 2
−1−2 cos 1 sin 1

2. Ověřte, že daná rovnice ln

√
x2+y2

2
= arctg y

x
zadává v okoĺı bodu [−2, 0]

implicitně jedinou funkci jedné proměnné y = f(x).Vypoč́ıtejte jej́ı prvńı
derivaci v bodě [−2, 0].
y′(−2) =

3. Necht’ je dána implicitńı funkce y rovnićı xe2y − y lnx = 8 v bodě [1, ?].

(a) Určete druhou souřadnici bodu [1, ?]:

ln 8 ln2
√

8

ln
1
2

√
8 3 ln 2

2

(b) Vypoč́ıtejte hodnotu prvńı derivace implicitńı funkce v daném bodě:

y′(1) = − ln 8+16
32

y′(1) = −1
2

+ ln
√

8
16

y′(1) = ln
√

8−16
32

y′(1) = ln
√

8+16
32

(c) Vypoč́ıtejte hodnotu druhé derivace implicitńı funkce v daném bodě:

y′′(1) = 1
256

[112− 7 ln 8− ln2 8]

y′′(1) = 1
512

[224− 8 ln 8− ln2 8]

y′′(1) = 1
256

[112− 7 ln 8− ln2
√

8]

y′′(1) = 1
512

[112− 7 ln
1
2 8− ln

1
2 8]

4. Ověřte, že daná rovnice sin(sin y) + cos(sin x) = 1 zadává v okoĺı bodu
P = [0, 0] implicitně jedinou funkci jedné proměnné y = f(x).Vypoč́ıtejte
jej́ı prvńı a druhou v bodě P .

(a) Hodnota prvńı derivace implicitńı funkce v bodě P je:

(b) Hodnota druhé derivace implicitńı funkce v bodě P je:

5. Ověřte, že daná rovnice exy − sin y + y2 = −1 + π2

4
zadává v okoĺı bodu

P = [0, π
2
] implicitně jedinou funkci jedné proměnné y = f(x). Napǐste

rovnici tečny a normály ke grafu funkce f v bodě P .
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(a) Tečna má rovnici:

t : 1
2
x+ y + π

2
= 0 t : 1

2
x+ y − π = 0

t : x+ 2y − π = 0 t : 1
2
x+ 2y + π

2
= 0

(b) Normála má rovnici:

n : 4x− 2y + π = 0 n : 2x− y + π = 0
n : 2x+ y + π

2
= 0 n : −4x− 2y + π = 0

6. K rovnici x3 + 3y2− 3xy = 0 najděte body, v nichž jsou splněny všechny
předpoklady věty o implicitńı funkci a které jsou stacionárńımi body
takto implicitně definované funkce jedné proměnné. Rozhodněte, zda jsou
v těchto bodech lokálńı extrémy.

(a) x = 0 lok. minimum, x = 1
2

lok. maximum

(b) x = 0 lok. maximum

(c) x = 2
3

lok. minimum, x = 0 lok. maximum

(d) x = 2
3

lok. maximum

7. Ověřte, že daná rovnice
√
xy − z + ln(x2 + y2) = 0 zadává v okoĺı bodu

P = [1, 1, 1 + ln 2] implicitně jedinou funkci dvou proměnných z =
f(x, y).

(a) Spočtěte jej́ı prvńı parciálńı derivace.

zx = y
2
√
xy

+ 2x
x2+y2

,

zy = x
2
√
xy

+ 2y
x2+y2

zx = − x
2
√
xy

+ 2x
x2+y2

,

zy = y
2
√
xy

+ 2x
x2+y2

zx = y
2
√
xy

+ 2y
x2+y2

,

zy = x
2
√
xy

+ 2x
x2+y2

zx = x
2
√
xy

+ 2y
x2+y2

,

zy = y
2
√
xy
− 2x

x2+y2

(b) Spočtěte jej́ı prvńı parciálńı derivace v bodě P .

zx = 3
2
, zy = 3

2
zx = 1

2
, zy = 3

2

zx = 3
2
, zy = 1

2
zx = 1

2
, zy = 1

2

8. Ověřte, že daná rovnice x4 − y3 + 8 = tg(e2x − z) zadává v okoĺı bodu
P = [0, 2, 1] implicitně jedinou funkci dvou proměnných z = f(x, y).
Spočtěte jej́ı prvńı parciálńı derivace v bodě P .

(a) zx(0, 2) = 0, zy(0, 2) = 2 (b) zx(0, 2) = 1, zy(0, 2) = 2
(c) zx(0, 2) = 2, zy(0, 2) = 6 (d) zx(0, 2) = 0, zy(0, 2) = 1

9. Ověřte, že daná rovnice y4 = x3z3 − y3z2 zadává v okoĺı bodu
P = [0,−2,

√
2] implicitně jedinou funkci dvou proměnných z = f(x, y).

Spočtěte jej́ı prvńı parciálńı derivace v bodě P .

(a) zx(0,−2) =

(b) zy(0,−2) =
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10. Ověřte, že daná rovnice z − cos(2x+ 3y) = 0 zadává v okoĺı bodu
P = [π

4
, π

3
, ?] implicitně jedinou funkci dvou proměnných z = f(x, y).

Napǐste rovnici tečné roviny ke grafu funkce z v bodě P .

(a) 2x− 3y + z = 0 (b) 4x− 6y + z = 3π
(c) x− 3

2
y − 1

3
z + 3π = 0 (d) 2x+ 3y − z = 3

2
π

Počet správně zodpovězených otázek:

Procento úspěšnosti:

Zobrazeńı správného výsledku:
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8 Lokálńı extrémy funkćı n proměnných

Kĺıčová slova. Kvadratická forma, lokálńı maximum, lokálńı minimum, sta-
cionárńı bod.

Dř́ıve než se začneme zabývat vyšetřováńım extrémńıch hodnot funkćı
v́ıce proměnných, provedeme stručnou rekapitulaci postupu při hledáńı extré-
mů u funkćı jedné proměnné. Základńı informace umožňuj́ıćı určit druh
extrému vycháźı u funkćı jedné proměnné z poznatk̊u o vlastnostech prvńı
a druhé derivace. Zat́ımco pro nalezeńı potenciálńıch extrémů je nutné určit
nulové body prvńı derivace, druh extrému určujeme pomoćı druhé derivace.
Budeme-li cht́ıt provést předběžné úvahy o tom, jak by mohl vypadat postup
při hledáńı extrémů funkćı v́ıce proměnných, napadne nás využ́ıt k nalezeńı
potenciálńıch extrémů parciálńıch derivaćı prvńıho řádu. K této úvaze nás
vede jejich využit́ı pro sestrojeńı tečné roviny, obzvlášt’ uvědomı́me-li si, že
z nulových hodnot těchto derivaćı vyplývá, že tečná rovina v daném bodě je
rovnoběžná s rovinou xy. Zde je zjevná geometrická analogie s funkcemi jedné
proměnné, u kterých nulovost prvńı derivace znamená, že tečna sestrojená v
př́ıslušném bodě je rovnoběžná s osou x.

Obt́ıžněji už lze nahlédnout, jakým zp̊usobem by bylo možné využ́ıt parci-
álńıch derivaćı druhého řádu. V daľśım uvid́ıme, že jejich nalezeńı skutečně
má význam pro určeńı druhu extrému. Jejich hodnoty totiž ovlivňuj́ı vlast-
nosti druhého diferenciálu vyšetřované funkce. Druhý diferenciál je vlastně z
hlediska př́ır̊ustk̊u proměnných kvadratickým polynomem. Ke zkoumáńı jeho
vlastnost́ı se využ́ıvá poznatk̊u o kvadratických formách, které máme k dis-
pozici z lineárńı algebry. Proto začneme výklad problematiky vyšetřováńı
lokálńıch extrémů funkćı v́ıce proměnných krátkou

”
exkurźı“ do oblasti kvad-

ratických forem, při které uvedeme ovšem jen to nejnutněǰśı pro naše daľśı
úvahy.

8.1 Kvadratické formy

Definice 8.1. Kvadratickou formou n proměnných nazýváme poly-
nom druhého stupně n argument̊u, který lze psát v následuj́ıćım tvaru

Φ2(x1, x2, . . . xn) =
n∑
i=1

aiix
2
i + 2

n∑
i,j=1,i<j

aijxixj,

kde aij = aji.
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Poznámka 8.2. Např. kvadratická forma dvou argument̊u má tvar

Φ2(x, y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2.

Poznámka 8.3. Sestav́ıme-li z č́ısel aij symetrickou matici a chápeme-
-li x jako n-rozměrný vektor, můžeme kvadratickou formu zapsat ve tvaru
Φ2(x1, x2, . . . xn) = xTAx, kde symbol T znač́ı transponovanou matici.

Daľśı zápis je možné źıskat, pokud využijeme skalárńıho součinu. Pak lze
psát Φ2(x1, x2, . . . xn) = xTAx = 〈Ax, x〉.

Je zřejmé, že všechny kvadratické formy nabývaj́ı v počátku nulové hod-
noty. Podle toho, jakých hodnot nabývaj́ı mimo počátek, je děĺıme na pět
druh̊u.

Definice 8.4. Kvadratická forma n proměnných se nazývá

• kladně definitńı, jestliže v bodech r̊uzných od počátku nabývá pouze
kladných hodnot;

• záporně definitńı, jestliže v bodech r̊uzných od počátku nabývá
pouze záporných hodnot;

• kladně semidefinitńı, jestliže v bodech r̊uzných od počátku nabývá
pouze nezáporných hodnot;

• záporně semidefinitńı, jestliže v bodech r̊uzných od počátku nabývá
pouze nekladných hodnot;

• indefinitńı, jestliže v některých bodech r̊uzných od počátku nabývá
kladných hodnot, zat́ımco v jiných bodech r̊uzných od počátku nabývá
záporných hodnot.

Př́ıklad 8.5. Rozhodněte o druhu kvadratické formy, která je daná ve tvaru
Φ2(x1, x2) = ax2

1 + 2bx1x2 + cx2
2.

Řešeńı. Uprav́ıme formu Φ2 následovně

Φ2(x1, x2) = a

(
x2

1 + 2
b

a
x1x2

)
+ cx2

2 = a

(
x1 +

b

a
x2

)2

− b2

a
x2

2 + cx2
2 =
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= a

(
x1 +

b

a
x2

)2

+
1

a

(
ac− b2

)
x2

2, a 6= 0.

Nyńı lze nahlédnout, že druh kvadratické formy záviśı na koeficientu a a dále
pak na výrazu ac − b2, který nazýváme diskriminantem kvadratické formy
Φ2 a znač́ıme ṕısmenem D, tj. D = ac − b2. Možnosti, které mohou nastat,
můžeme rozdělit následuj́ıćım zp̊usobem:

• Je-li D > 0, je kvadratická forma Φ2 definitńı, a to

– kladně, je-li a > 0

– záporně, je-li a < 0.

• Je-li D < 0, je kvadratická forma Φ2 indefinitńı.

• Je-li D = 0, je kvadratická forma Φ2 semidefinitńı, a to

– kladně, je-li a > 0

– záporně, je-li a < 0.

Je-li a = 0 a b 6= 0, je kvadratická forma Φ2 indefinitńı. Lze totiž snadno
nahlédnout, že za těchto podmı́nek může být pro libovolné hodnoty koefici-
entu c výraz 2bx1x2 + cx2

2 kladný, resp. záporný. Stač́ı vhodně zvolit hod-
notu proměnné x1. Je rovněž zřejmé, že v tomto př́ıpadě je diskriminant
D záporný.

Pokud a = 0, b = 0, je kvadratická forma Φ2 kladně semidefinitńı pro
c > 0 a záporně semidefinitńı pro c < 0. V tomto připadě plat́ı D = 0.

Jestliže nyńı dosažené výsledky shrneme, vid́ıme, že kvadratická forma
Φ2 je

• kladně, resp. záporně definitńı, jestliže plat́ı D > 0;

• kladně, resp. záporně semidefinitńı, je-li D = 0;

• indefinitńı, pokud D < 0.

V jednodušš́ıch př́ıpadech je možné o druhu kvadratické formy rozhod-
nout na základě jednoduchých úvah. Ve složitěǰśıch př́ıpadech ale s úsudkem
nevystač́ıme a k rozhodnut́ı o druhu kvadratické formy využ́ıváme větu, která
se oṕırá o vlastnosti symetrického determinantu tvořeného koeficienty kva-
dratické formy aij. Tento determinant nazýváme diskriminantem kvadratické
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formy a má následuj́ıćı tvar

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Při zkoumáńı vlastnost́ı diskriminantu maj́ı kĺıčový význam jeho minory
tvaru

D1 = a11, D2 =

∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ , . . . , Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
které nazýváme základńı hlavńı minory diskriminantu D př́ıslušného k
dané kvadratické formě. Větu, která umožňuje rozhodnout na základě vlast-
nost́ı základńıch hlavńıch minor̊u o druhu kvadratické formy, dokázal již v
předminulém stolet́ı James Joseph Sylvester.

Věta 8.6. Necht’ D1, D2,..., Dn jsou základńı hlavńı minory determinantu
D kvadratické formy Φ. Pak je tato forma

• kladně definitńı, právě když jsou všechny jej́ı základńı hlavńı minory
kladné;

• záporně definitńı, právě když je kvadratická forma −Φ kladně definitńı.

Poznámka 8.7. Věta, kterou Sylvester dokázal, je ve skutečnosti obecněǰśı
a zahrnuje rovněž kritérium pro určeńı semidefinitnosti. Nicméně pro naše
účely vystač́ıme s námi uvedenou verźı. Poznamenáváme jen, že kritérium
kladné semidefinitnosti je dáno nezápornost́ı tzv. hlavńıch minor̊u, což jsou
všechny základńı hlavńı minory, a dále minory, jejichž diagonálńı prvky jsou
brány z diagonály diskriminantu. Záporná semidefinitnost se opět stanov́ı
vyšetřeńım kvadratické formy −Φ.

Př́ıklad 8.8. Určete druh kvadratické formy, kterou máme dánu ve tvaru
Φ2(x1, x2, x3) = −x2

1 − 2x2
2 − 3x2

3 + 2x1x2 − 2x1x3 + 2x2x3.
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Řešeńı. Sestavme př́ıslušné determinanty

D1 = −1, D2 =

∣∣∣∣ −1 1
1 −2

∣∣∣∣ , D3 =

∣∣∣∣∣∣
−1 1 −1

1 −2 1
−1 1 −3

∣∣∣∣∣∣ .
Snadno vypočteme, že D1 < 0, D2 = 1 > 0 a D3 = −2 < 0. Vid́ıme tedy,
že forma Φ2 neńı kladně definitńı. Jestliže chceme ověřit zda je tato forma
záporně definitńı, muśıme uvažovat formu −Φ2. V uvažovaných determinan-
tech se tedy u všech prvk̊u změńı znaménka. Tato znaménková změna se
projev́ı tak, že všechny determinanty lichého řádu změńı znaménko, zat́ımco
u determinant̊u sudého řádu z̊ustane znaménko zachováno. Forma −Φ2 bude
tedy mı́t všechny tři základńı hlavńı minory kladné a to tedy znamená, že
p̊uvodńı forma je záporně definitńı.

Poznámka 8.9. Z postupu, který jsme použili v předcházej́ıćım př́ıkladu,
vyplývá následuj́ıćı praktické kritérium pro určeńı záporné definitnosti kva-
dratické formy:
Kvadratická forma Φ je záporně definitńı právě tehdy, když jsou všechny
základńı hlavńı minory lichého řádu diskriminantu D záporné a všechny
základńı hlavńı minory sudého řádu diskriminantu D kladné, tj. právě tehdy,
když základńı hlavńı minory D1, . . . , Dn = D pravidelně stř́ıdaj́ı znaménko
poč́ınaje záporným.

Poznámka 8.10. Zbývá ještě stanovit, kdy je kvadratická forma indefi-
nitńı. Jestliže uváž́ıme, že hlavńı minory sudého řádu maj́ı stejnou hodnotu
pro formu Φ i −Φ a že kritérium pro kladně definitńı, resp. semidefinitńı
formu vyžaduje, aby byly základńı hlavńı minory kladné, resp. hlavńı minory
nezáporné, dojdeme k závěru, že je-li alespoň jeden z hlavńıch minor̊u sudého
řádu záporný, je daná kvadratická forma indefinitńı. Źıskáváme t́ım však jen
postačuj́ıćı podmı́nku pro určeńı indefinitnosti a ne nutnou, protože uvede-
nou implikaci nelze obrátit. Nicméně pro účely tohoto textu s ńı vystač́ıme.
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8.2 Lokálńı extrémy

Definice 8.11. Ř́ıkáme, že funkce n proměnných f(x1, . . . xn) má v bodě
x∗ = [x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n] svého definičńıho oboru lokálńı maximum, popř.

lokálńı minimum, jestliže existuje okoĺı O(x∗) ⊆ Df takové, že plat́ı

f(x) ≤ f(x∗), popř. f(x) ≥ f(x∗)

pro každý bod x ∈ O(x∗). Jsou-li uvedené nerovnosti splněny pro x 6= x∗

ostře, hovoř́ıme o ostrém lokálńım maximu, popř. minimu.
Souhrnně nazýváme maximálńı a minimálńı hodnoty funkce f jej́ımi ex-
tremálńımi hodnotami, stručně jen extrémy.

V daľśım se budeme zabývat odvozeńım nutných a postačuj́ıćıch podmı́nek
pro existenci lokálńıho extrému funkce f za předpokladu, že v daném bodě
má funkce parciálńı derivace. Jak jsme již naznačili v úvodu této kapitoly,
budeme postupovat podobně jako u funkćı jedné proměnné, což znamená,
že k formulaci nutné podmı́nky využijeme stacionárńıho bodu a při formu-
laci postačuj́ıćıch podmı́nek budeme vycházet z parciálńıch derivaćı druhého
řádu.

Věta 8.12. (Fermatova) Předpokládejme, že funkce f(x1, . . . xn) má lokálńı
extrém v bodě x∗ = [x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n] a že v bodě x∗ existuje parciálńı derivace

funkce f podle proměnné xi, 1 ≤ i ≤ n. Pak plat́ı

fxi
(x∗) = 0.

Důkaz. Necht’ má funkce f extrém v bodě x∗. Položme

φ(xi) = f(x∗1, . . . , xi, . . . , x
∗
n).

Protože funkce f nabývá v bodě x∗ lokálńıho extrému, má i funkce φ(xi)
extrém v bodě x∗i , a tedy φ′(x∗i ) = 0. Zároveň ale plat́ı

φ′(xi) = fxi
(x∗1, . . . , xi, . . . , x

∗
n).

To ovšem ale znamená, že fxi
(x∗) = 0. �
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Definice 8.13. Bod x∗, ve kterém jsou všechny parciálńı derivace prvńıho
řádu funkce n nulové, nazýváme stacionárńım bodem funkce f .

Z věty 8.12 nyńı dostáváme nutnou podmı́nku pro existenci lokálńıho
extrému.

Důsledek 8.14. Necht’ má funkce f v bodě x∗, ve kterém existuj́ı všechny
parciálńı derivace prvńıho řádu funkce f , lokálńı extrém. Pak x∗ je sta-
cionárńım bodem funkce f .

Fermatova věta nevylučuje možnost, že lokálńı extrém nastane v bodě,
který neńı stacionárńım bodem kv̊uli neexistenci parciálńıch derivaćı.

Dále poznamenáváme, že podmı́nky Fermatovy věty nejsou postačuj́ıćı
pro existenci lokálńıho extrému. Př́ıkladem, který ilustruje tento př́ıpad, je
funkce f(x, y) = y2−x2. Tato funkce má stacionárńı bod v počátku, přičemž
plat́ı f(0, 0) = 0. Dále pak máme f(x, 0) = −x2 < 0 pro x 6= 0 a rovněž
f(0, y) = y2 > 0 pro y 6= 0. Z uvedeného vyplývá, že na každém prstencovém
okoĺı počátku nabývá funkce kladných i záporných hodnot. Situaci ilustruje
obrázek 16.

y

x

z   z = y – x  2 2

Obrázek 16: Počátek jako sedlový bod funkce f(x, y) = y2 − x2
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Př́ıklad 8.15. Nalezněte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = (x+2)2+(y−3)2.

Řešeńı. Jelikož funkce f má parciálńı derivace v celém svém definičńım
oboru, může nabývat extrémńıch hodnot pouze ve stacionárńıch bodech. Ty
nalezneme tak, že vypočteme parciálńı derivace a polož́ıme je rovny nule. Ze
vztah̊u

fx = 2(x+ 2), fy = 2(y − 3) vyplývá x = −2, y = 3,

přičemž plat́ı f(−2, 3) = 0. Dále snadno nahlédneme, že (x + 2)2 > 0 pro
x 6= −2 a (y − 3)2 > 0 pro y 6= 3. Vid́ıme tedy, že bod [−2, 3] je bodem
lokálńıho minima funkce f .

Př́ıklad 8.16. Nalezněte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x2 − (y − 1)2

Řešeńı. Obdobně jako v předcházej́ıćım př́ıkladě je nutné položit parciálńı
derivace, které existuj́ı v celém definičńım oboru funkce f , rovny nule. Ob-
drž́ıme tedy vztahy

fx = 2x, fy = −2(y − 1), a odtud x = 0, y = 1,

přičemž plat́ı f(0, 1) = 0. Dále snadno nahlédneme, že v př́ıpadě, kdy x = 0
máme −(y − 1)2 < 0 pro y 6= 1 a naopak pro y = 1 plat́ı x2 > 0 pro x 6= 0.
Z provedených úvah je zřejmé, že funkce f nabývá na libovolně malém okoĺı
bodu [0, 1] kladných i záporných hodnot. Nemůže tedy nabývat v tomto bodě
extrémńı hodnoty.

Věta 8.17. Necht’ x∗ = [x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n] je stacionárńı bod funkce, v jehož

okoĺı má funkce f spojité všechny parciálńı derivace druhého řádu. Uvažujme
kvadratickou formu Φ, kterou představuje diferenciál druhého řádu funkce f
v bodě x∗, tj. kvadratickou formu tvaru

d2f(x∗) = (h1
∂

∂x1

+ h2
∂

∂x2

+ · · ·hn
∂

∂xn
)2f(x∗) = Φ(h1, h2, . . . , hn).

V bodě x∗ nastává lokálńı extrém, a to

• ostré lokálńı maximum, je-li Φ záporně definitńı forma,

• ostré lokálńı minimum, je-li Φ kladně definitńı forma.

Je-li Φ indefinitńı forma, pak v bodě x∗ lokálńı extrém nenastává.
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Důkaz. Větu dokážeme pro funkci dvou proměnných. V př́ıpadě funkce n
proměnných bychom postupovali zcela analogicky. Jestliže rozvineme funkci
do Taylorovy řady v bodě x∗, dostáváme na okoĺı bodu O(x) vztah

f(x) = f(x∗) +
1

1!
df(x∗) +

1

2!
d2f(Θ),

kde Θ = [x∗1 + θh1, x
∗
2 + θh2] pro vhodné č́ıslo θ ∈ (0, 1). Vzhledem k před-

pokladu, že x∗ je stacionárńı bod, plat́ı df(x∗) = 0. To ale znamená, že pro
rozd́ıl funkčńıch hodnot funkce f v bodech x a x∗ dostáváme

f(x)− f(x∗) =
1

2

(
fxx(Θ)h2

1 + 2fxy(Θ)h1h2 + fyy(Θ)h2
2

)
.

Vzhledem k předpokladu spojitosti parciálńıch derivaćı funkce f druhého
řádu plat́ı

lim
θ→0

(
fxx(Θ)h2

1 + 2fxy(Θ)h1h2 + fyy(Θ)h2
2)
)

=

= fxx(x
∗)h2

1 + 2fxy(x
∗)h1h2 + fyy(x

∗)h2
2 = d2f(x∗).

Pokud tedy plat́ı, že d2f(x∗) 6= 0, pak na dostatečně malém okoĺı bodu x∗, tj.
pro dostatečně malé θ, d́ıky spojitosti diferenciálu druhého řádu plat́ı

sgn d2f(Θ) = sgn
(
fxx(Θ)h2

1 + 2fxy(Θ)h1h2 + fyy(Θ)h2
2

)
=

= sgn
(
fxx(x

∗)h2
1 + 2fxy(x

∗)h1h2 + fyy(x
∗)h2

2

)
= sgn d2f(x∗).

Odtud vid́ıme, že znaménko rozd́ılu funkčńıch hodnot funkce f v bodech
x a x∗ je dáno vztahem

sgn[f(x)− f(x∗)] = sgn[fxx(x
∗)h2

1 + 2fxy(x
∗)h1h2 + fyy(x

∗)h2
2] = Φ(h1, h2).

Nyńı je zřejmé, že stač́ı vyšetřit vlastnosti kvadratické formy, kterou předsta-
vuje diferenciál druhého řádu funkce f . Druh této kvadratické formy Φ
určuje znaménko rozd́ılu f(x) − f(x∗). Shrneme-li obdržené závěry, dosta-
neme následuj́ıćı výsledky:

• Je-li Φ(h1, h2) kladně definitńı forma, je Φ(h1, h2) > 0 za předpokladu
(h1, h2) 6= (0, 0), a proto na vhodném prstencovém okoĺı plat́ı nerovnost
f(x)−f(x∗) > 0, tj. f(x) > f(x∗). V bodě x∗ nastává tedy ostré lokálńı
minimum funkce f .

• Je-li Φ(h1, h2) záporně definitńı forma, je Φ(h1, h2) > 0 za předpokladu
(h1, h2) 6= (0, 0), a proto na vhodném prstencovém okoĺı plat́ı nerovnost
f(x)−f(x∗) < 0, tj. f(x) < f(x∗). V bodě x∗ nastává tedy ostré lokálńı
maximum funkce f .
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• Je-li Φ(h1, h2) indefinitńı forma, může být rozd́ıl f(x) − f(x∗) kladný
i záporný ve vhodně zvolených bodech z nějakého okoĺı bodu x∗. To
ovšem ale znamená, že funkce f nemůže mı́t extrém v bodě x∗. �

Poznámka 8.18. V př́ıpadě, že je druhý diferenciál některou ze semide-
finitńıch forem, může ale nemuśı nastat v bodě x∗ extrém. K rozhodnut́ı o
existenci extrému je však nutné zkoumat vlastnosti funkce f použit́ım jiných
metod. Těmito postupy se ale nebudeme zabývat.

Poznámka 8.19. Sylvesterovu větu můžeme aplikovat na diferenciál druhého
řádu, polož́ıme-li fxixj

= aij = fxjxi
= aji. Matice kvadratické formy, kterou

představuje diferenciál druhého řádu v bodě x∗ má tedy tvar
fx1x1(x

∗) fx1x2(x
∗) . . . fx1xn(x∗)

fx2x1(x
∗) fx2x2(x

∗) . . . fx2xn(x∗)
. . . . . . . . . . . .

fxnx1(x
∗) fxnx2(x

∗) . . . fxnxn(x∗)

 .

Tuto matici nazýváme druhou derivaćı funkce f nebo také hessiánem a
znač́ıme ji symbolem f ′′(x∗).

Př́ıklad 8.20. Nalezněte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x3−x2y+y2+4y.

Řešeńı. Z předcházej́ıćıch př́ıklad̊u již v́ıme, že nejdř́ıve muśıme naj́ıt nulové
body parciálńıch derivaćı funkce f prvńıho řádu. Dostáváme tedy

fx(x, y) = 3x2 − 2xy = x(3x− 2y) a fy(x, y) = −x2 + 2y + 4.

a dále ze vztahu
x(3x− 2y) = 0

vid́ıme, že rovnost nastává tehdy, jestliže x = 0 nebo 3x = 2y. Z prvńı
možnosti vyplývá, že y = −2. Druhá možnost vede na řešeńı kvadratické
rovnice, x2 − 3x − 4 = 0, jej́ıž kořeny jsou x = 4 a x = −1. Těmto řešeńım
odpov́ıdaj́ı hodnoty y = 6 a y = −3/2. Výsledkem našich výpočt̊u jsou tedy
celkem tři stacionárńı body S1 = [0,−2], S2 = [4, 6] a S3 = [−1,−3/2].
V daľśım postupu ukážeme, jakým zp̊usobem lze rozhodnout o tom, zda se
jedná o body, ve kterých funkce f nabývá extrému či ne. K tomu je nutné
vyšetřit vlastnosti kvadratické formy tvaru

Φ(h1, h2) = fxxh
2
1 + 2fxyh1h2 + fyyh

2
2.
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Vid́ıme tedy, že nejprve je nutné vypoč́ıtat parciálńı derivace druhého řádu
funkce f . Jednoduchý výpočet nám dává

fxx = 6x− 2y, fxy = −2x, fyy = 2.

Hodnoty parciálńıch derivaćı budeme vyč́ıslovat pro každý stacionárńı bod
zvlášt’.

• Pro bod S1 = [0,−2] má kvadratická forma tvar
Φ(h1, h2) = 4h2

1 + 0 · h1h2 + 2h2
2.

Př́ıslušné minory jsou

D1 = 4 > 0, D2 =

∣∣∣∣ 4 0
0 2

∣∣∣∣ > 0.

Př́ıslušná kvadratická forma je kladně definitńı a to znamená, že bod
S1 = [0,−2] je bodem lokálńıho minima funkce f .

• Pro bod S2 = [4, 6] má kvadratická forma tvar
Φ(h1, h2) = 12h2

1 − 16h1h2 + 2h2
2.

Př́ıslušné minory jsou

D1 = 12 > 0, D2 =

∣∣∣∣ 12 −8
−8 2

∣∣∣∣ < 0.

Kvadratická forma je tedy indefinitńı, protože minor sudého řádu je
záporný. V d̊usledku toho je bod S2 = [4, 6] sedlovým bodem funkce f .

• Pro bod S3 = [−1,−3/2] má kvadratická forma tvar
Φ(h1, h2) = −3h2

1 + 4h1h2 + 2h2
2.

Př́ıslušné minory jsou

D1 = −3 < 0, D2 =

∣∣∣∣ −3 2
2 2

∣∣∣∣ < 0.

Př́ıslušná kvadratická forma je tedy opět indefinitńı, což znamená, že
bod S3 = [−1,−3/2] je sedlovým bodem funkce f .

8.3 Úlohy k samostatnému řešeńı

Cvičeńı 8.1. Určete druh kvadratické formy, kterou máme dánu ve tvaru
Φ2(x1, x2) = x2

1 + 2x2
2 + 6x1x2.
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Cvičeńı 8.2. Určete druh kvadratické formy, kterou máme dánu ve tvaru
Φ2(x1, x2) = −3x2

1 − 2x2
2 + 4x1x2.

Cvičeńı 8.3. Určete druh kvadratické formy, kterou máme dánu ve tvaru
Φ2(x1, x2, x3) = 2x2

1 + 4x2
2 − 3x2

3 + 8x1x2 − 2x1x3 + 4x2x3.

Cvičeńı 8.4. Určete druh kvadratické formy, kterou máme dánu ve tvaru
Φ2(x1, x2, x3) = 6x2

1 + 3x2
2 + x2

3 + 4x1x2 + 2x2x3.

Cvičeńı 8.5. Najděte všechny kritické body funkce, která je daná vztahem
f(x, y) = xy−x−y, a určete, zda se jedná o bod lokálńıho maxima, lokálńıho
minima nebo o sedlový bod.

Cvičeńı 8.6. Najděte všechny kritické body funkce, která je daná vztahem
f(x, y) = x3 + 3xy2 + 3y2 − 15x + 6, a určete, zda se jedná o bod lokálńıho
maxima, lokálńıho minima nebo o sedlový bod.

Cvičeńı 8.7. Najděte bod, ve kterém je tečná rovina ke grafu funkce
f(x, y) = x2 + 4x+ y3 rovnoběžná s rovinou xy.

Cvičeńı 8.8. Najděte všechny lokálńı extrémy funkce, která je daná vztahem
f(x, y) = 4x3 + y3 − 12x− 3y.

Cvičeńı 8.9. Najděte všechny lokálńı extrémy funkce, která je daná vztahem
f(x, y) = xy − 2

x
− 4

y
+ 3.

Cvičeńı 8.10. Najděte všechny lokálńı extrémy funkce, která je daná vzta-
hem f(x, y) = sin x+ sin y.

8.4 Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

Cvičeńı 8.1. Indefinitńı.

Cvičeńı 8.2. Záporně definitńı.

Cvičeńı 8.3. Indefinitńı.

Cvičeńı 8.4. Kladně definitńı.

Cvičeńı 8.5. [1, 1], sedlový bod.

Cvičeńı 8.6. [
√

5, 0] – lokálńı minimum, [−
√

5, 0] – lokálńı maximum,
[−1, 2], [−1,−2] – sedlové body.
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Cvičeńı 8.7. [−2, 0,−4].

Cvičeńı 8.8. f(−1,−1) = 10 – lokálńı maximum , f(1, 1) = −10 – lokálńı
minimum.

Cvičeńı 8.9. f(−1,−2) = 9 – lokálńı minimum.

Cvičeńı 8.10. Lokálńı maximum f((2m + 1)π/2, (2n + 1)π/2) = 2, jsou-li
m a n sudá; lokálńı minimum f((2m + 1)π/2, (2n + 1)π/2) = −2, jsou-li m
a n lichá.
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9 Vázané extrémy

Kĺıčová slova. Vázané lokálńı minimum, vázané lokálńı maximum, Lagran-
geova funkce, Lagrangeovy multiplikátory.

V předchoźı kapitole pojednávaj́ıćı o volných lokálńıch extrémech jsme si
připravili cestu k vyšetřováńı tzv. vázaných extrémů neboli lokálńıch extrémů
vázaných vedleǰśımi podmı́nkami. Tyto úlohy jsou charakteristické t́ım, že
kromě funkce, jej́ıž extrém hledáme, jsou předepsány daľśı dodatečné podmı́n-
ky, které měńı povahu optimalizačńı úlohy.

9.1 Lokálńı extrémy s vazbou

Definice 9.1. Necht’ f : Rn → R a g1, . . . , gm : Rn → R, kde 1 ≤ m < n,
jsou funkce. Položme M = {x ∈ Rn; g1(x) = 0 ∧ . . . ∧ gm(x) = 0}. Necht’

M ⊂ D(f), x∗ = [x∗1, . . . , x
∗
n] ∈ M . Existuje-li okoĺı O(x∗) bodu x∗ takové,

že pro všechna x ∈ O(x∗) ∩M plat́ı f(x) ≥ f(x∗), ř́ıkáme, že funkce f má
v bodě x∗ lokálńı vázané minimum. Řekneme, že funkce f má v bodě
x∗ ∈ M lokálńı vázané maximum, jestliže existuje okoĺı O(x∗) bodu x∗

takové, že pro všechna x ∈ O(x∗) ∩M plat́ı f(x) ≤ f(x∗). Lokálńı vázaná
minima a maxima funkce f se nazývaj́ı lokálńı vázané extrémy.

Poznámka 9.2.

1. Rovnice g1(x) = 0, . . . , gm(x) = 0 se nazývaj́ı vazebné rovnice nebo
také vazebné podmı́nky

2. Mı́sto termı́nu lokálńı vázaný extrém se může použ́ıt termı́nu lokálńı
extrém vzhledem k M nebo také lokálńı extrém vázaný podmı́nkami
g1(x) = 0, . . . , gm(x) = 0.

3. V textu se budeme soustředit na funkce dvou či tř́ı proměnných. Pro
př́ıpad n = 2 budeme mı́sto x1, x2 psát x, y. V př́ıpadě, že n = 3
znač́ıme x, y, z mı́sto x1, x2, x3.

Geometrická interpretace vázaných extrémů. Necht’ n = 2, m = 1.
Necht’ z = f(x, y) je spojitě diferencovatelná funkce na množině M ⊂ D(f)
a M je zadána rovnićı g(x, y) = 0. Extrémy funkce f hledáme s ohledem
na podmı́nku g. Extrémy mohou nastat pouze v bodech [x, y] definičńıho
oboru funkce f , které lež́ı na křivce o rovnici g(x, y) = 0, tedy v bodech
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[x, y] ∈ M . z-ové souřadnice těchto bod̊u, tj. funkčńı hodnoty odpov́ıdaj́ıćı
bod̊um [x, y] ∈ M , lež́ı na křivce γ, která vznikne pr̊unikem plochy z =
f(x, y) a plochy určené rovnićı g(x, y) = 0. Maximum a minimum funkce
f(x, y) s vazebnou podmı́nkou g(x, y) = 0 z geometrického hlediska najdeme
na křivce γ, obrázek 17. Necht’ funkce f má v bodě A = [x0, y0] ∈M lokálńı
extrém vázaný podmı́nkou g(x, y) = 0, tj. g(A) = 0. Bodu A odpov́ıdá na
ploše z = f(x, y) a křivce γ bod B = [x0, y0, z0], kde z0 = f(x0, y0).

B

A

z

x

y

g(x,y)=0

z=f(x,y)

γ

Obrázek 17: Geometrická interpretace vázaných extrémů

Poznámka 9.3.

1. Všimněme si pro jednoduchost př́ıpadu n = 2, m = 1. Pak M je
křivka v R2 zadána rovnićı g(x, y) = 0. Předpokládejme, že je možno
z této podmı́nky jednoznačně vyjádřit y = φ1(x) resp. x = φ2(y).
Dosazeńım této funkce do dané funkce f(x, y), převedeme úlohu naj́ıt
vázaný lokálńı extrém na úlohu určit volný lokálńı extrém fukce jedné
proměnné f(x, φ1(x)) resp. f(φ2(y), y).
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2. Tento postup neńı vždy praktický zejména při větš́ım počtu proměnných.
V takovém př́ıpadě se použ́ıvá tzv. metoda Lagrangeových multipliká-
tor̊u. Funkce definována vztahem

L(x, λ) = L(x1, . . . , xn, λ1, . . . , λm) = f(x1, . . . , xn)+
m∑
k=1

λkgk(x1, . . . , xn)

se nazývá Lagrangeova funkce a konstanty λk se nazývaj́ı Lagrangeovy
multiplikátoty.

Podobně jako v kapitole o lokálńıch extrémech nejprve zformulujeme nut-
nou podmı́nku existence lokálńıho vázaného extrému.

Věta 9.4. Necht’ funkce n proměnných f , g1, . . . , gm, 1 ≤ m < n, maj́ı spo-
jité parciálńı derivace 1. řádu v otevřené množině U ⊂ Rn a necht’ v každém
bodě množiny U má matice ∂g1

∂x1
. . . ∂g1

∂xn

. . . . . . . .
∂gm

∂x1
. . . ∂gm

∂xn

 (9.1)

hodnost m. Bud’ M množina všech bod̊u x = [x1, . . . , xn], které vyho-
vuj́ı vazebným rovnićım g1(x) = 0, . . . , gm(x) = 0. Má-li funkce f v bodě
x∗ = [x∗1, . . . , x

∗
n] ∈ M lokálńı extrém vzhledem k M , existuj́ı reálná č́ısla

λ1, . . . , λm taková, že

∂f

∂xj
(x∗) +

m∑
k=1

λk
∂gk
∂xj

(x∗) = 0, j = 1, . . . , n. (9.2)

Poznámka 9.5.

1. Bod x∗ = [x∗1, . . . , x
∗
n], který splňuje vazebné rovnice a je řešeńım (9.2),

se nazývá stacionárńı bod. Tedy bod x∗ z věty 9.4 je stacionárńı bod.

2. Označme matici (9.1) jako matici G. Matice G je tvořena vektory
parciálńıch derivaćı funkce gk, tj. g′k, k = 1, . . . ,m. Podmı́nka, že hod-
nost matice G je rovna m znamená, že žádná z rovnic gk(x) = 0,
k = 1, . . . ,m, neńı zbytečná.
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3. Metodu multiplikátor̊u lze použ́ıt i v př́ıpadě, kdy bude zadána množina
M = {x ∈ Rn; g1(x) = 0, . . . , gm(x) = 0} nikoli jen systémem rovnost́ı,
ale také systémem nerovnost́ı. Tato obecněǰśı úloha je popsána např.
v [3] nebo [8].

Věta 9.4 ř́ıká, že lokálńı vázaný extrém může nastat pouze ve stacionárńım
bodě. Zda ve stacionárńım bodě lokálńı extrém nastává či nenastává roz-
hodneme pomoćı vlastnost́ı matice druhých derivaćı Lagrangeovy funkce
L′′(x, λ). Zformulujeme si postačuj́ıćı podmı́nku pro existenci lokálńıho extré-
mu.

Věta 9.6. Necht’ funkce f , g1, . . . , gm jsou dvakrát spojitě diferencovatelné
v bodě x∗, který je stacionárńım bodem funkce f na M a λ1, . . . , λm jsou
př́ıslušné Lagrangeovy multiplikátory, tj. L′(x, λ) = 0. Dále necht’ matice
(9.1) má v bodě x∗ hodnost m. Jestlǐze pro všechna nenulová h ∈ Rn splňuj́ıćı
podmı́nku

〈G(x∗), h〉 = 0 (9.3)

plat́ı
〈L′′(x∗)h, h〉 > 0, (9.4)

má funkce f v bodě x∗ ostré lokálńı minimum vzhledem k M . Jestlǐze pro
všechna nenulová h ∈ Rn splňuj́ıćı podmı́nku (9.3) plat́ı

〈L′′(x∗)h, h〉 < 0, (9.5)

má funkce f v bodě x∗ ostré lokálńı maximum vzhledem k M .

Poznámka 9.7.

1. Důkazy k větám 9.4, 9.6 najděte např. v [2], [9].

2. Podmı́nka (9.3) udává, že skalárńı součin je roven nule. To znamená,
že vektory h maj́ı být kolmé k vektor̊u g′k(x

∗), k = 1, . . . ,m. Tyto
vektory tvoř́ı matici G, jej́ıž hodnost je m. Tedy vektory g′k(x

∗) jsou
lineárně nezávislé a tvoř́ı bázi nějakého m-rozměrného prostoru. Tento
prostor se nazývá normálový prostor k množině M v bodě x∗, kde
M = {x ∈ Rn; gk(x) = 0, k = 1, . . . ,m}, a jeho ortogonálńı doplněk se
nazývá tečný prostor k množině M v bodě x∗.

Nyńı na základě věty 9.4 a věty 9.6 zformulujeme návod, jak postupovat
při hledáńı vázaných extrémů funkćı se spojitými druhými derivacemi:
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1) Zaṕı̌seme vazebné rovnice ve tvaru gk(x) = 0, k = 1, . . . ,m a urč́ıme hod-
nost matice G.
2) Vytvoř́ıme Lagrangeovu funkci L a urč́ıme stacionárńı body funkce f
vzhledem k M .
3) Spočteme druhou derivaci Lagrangeovy fukce L ve stacionárńıch bodech.
4) Urč́ıme h ∈ Rn.
5) Vyšetř́ıme definitnost kvadratické formy 〈L′′(x∗)h, h〉.

Př́ıklad 9.8. Určete lokálńı extrémy funkce f(x, y) = 5x2 + y2 − 4y − 10x
vázané podmı́nkou 5x2 + y2 = 25.

Řešeńı. Úlohu budeme řešit metodou Lagrangeových multiplikátor̊u s vaz-
bou g(x, y) = 5x2 + y2 − 25. Matice G = ( ∂g

∂x
, ∂g
∂y

) = (10x, 2y) má hodnost 1.
Hodnost této matice by byla od jedné r̊uzná, tedy nulová, pouze v př́ıpadě, že
x = y = 0. Tyto hodnoty však nevyhovuj́ı vazebné podmı́nce. Lagrangeova
funkce má tvar

L(x, y, λ) = 5x2 + y2 − 4y − 10x+ λ(5x2 + y2 − 25).

Spočteme jej́ı parciálńı derivace podle proměnných x, y a polož́ıme je rovny
nule. Spolu s vazbou źıskáme soustavu tř́ı rovnic o třech neznámých vedoućı
na výpočet stacionárńıch bod̊u Lagrangeovy funkce L:

Lx = 10x− 10 + 10xλ = 0⇒ x =
1

1 + λ
,

Ly = 2y − 4 + 2yλ = 0⇒ y =
2

1 + λ
,

g(x, y) = 5x2 + y2 − 25 = 0,

kde λ 6= −1, jelikož by nebyly splněny rovnosti Lx = 0, Ly = 0. Vyjádřené
hodnoty x a y dosad́ıme do rovnice vazby,

5

(
1

1 + λ

)2

+

(
2

1 + λ

)2

= 25⇒ λ1 = −2

5
, λ2 = −8

5

Pro λ1 = −2
5

dopoč́ıtáme x1 = 5
3
, y1 = 10

3
, źıskali jsme stacionárńı bod

x∗1 = [5
3
, 10

3
]. Stejně postupujeme pro hodnotu λ2 = −8

5
, x2 = −5

3
, y2 = −10

3
,

tedy x∗2 = [−5
3
,−10

3
].

Sestav́ıme matici druhých parciálńıch derivaćı Lagrangeovy funkce L:

L′′ =

(
Lxx Lxy
Lyx Lyy

)
=

(
10 + 10λ 0
0 2 + 2λ

)
.
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Dosad́ıme do L′′ jednotlivé stacionárńı body a př́ıslušné hodnoty λ:

λ1 = −2

5
; L′′(x∗1) =

(
6 0
0 6

5

)
,

λ2 = −8

5
; L′′(x∗2) =

(
−6 0
0 −6

5

)
.

Nyńı urč́ıme h = (h1, h2) splňuj́ıćı podmı́nku (9.3). Pro bod x∗1 = [5
3
, 10

3
]

dostáváme G(x∗1) = (50
3
, 20

3
) a

〈G(x∗1), h〉 =

〈(
50

3
,
20

3

)
, (h1, h2)

〉
=

50

3
h1 +

20

3
h2 = 0 ⇒ h1 = −2

5
h2,

tj. h =
(
−2

5
t, t
)
, t ∈ R. Tedy

〈L′′(x∗1)h, h〉 =

(
−2

5
t, t

) (
6 0
0 6

5

) (
−2

5
t

t

)
=

54

25
t2 > 0 pro t 6= 0.

V bodě x∗1 je podle věty 9.6 lokálńı minimum.
Podobně pro bod x∗2 = [−5

3
,−10

3
] dostáváme G(x∗2) = (−50

3
,−20

3
) a

〈G(x∗2), h〉 =

〈(
−50

3
,−20

3

)
, (h1, h2)

〉
= −50

3
h1−

20

3
h2 = 0 ⇒ h1 = −2

5
h2,

tj. h =
(
−2

5
t, t
)
, t ∈ R. Tedy

〈L′′(x∗2)h, h〉 =

(
−2

5
t, t

) (
−6 0
0 −6

5

) (
−2

5
t

t

)
= −54

25
t2 < 0 pro t 6= 0.

V bodě x∗2 je podle věty 9.6 lokálńı maximum.

Př́ıklad 9.9. Určete lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x2 + 3xy− y2 vázané
podmı́nkou x+ y = 3.

Řešeńı. Úlohu vyřeš́ıme dvěma zp̊usoby.
1) Z vazby x+ y = 3 lze jednoznačně vyjádřit y, tedy y = 3−x. Tento vztah
dosad́ıme do zadané funkce f(x, y) = x2 + 3xy − y2, dostaneme funkci jedné
proměnné

F (x) = f(x, 3− x) = x2 + 3x(3− x)− (3− x)2 = −3x2 + 15x− 9.

Zadanou úlohu jsme tedy převedli na úlohu hledáńı extrémů funkce jedné
proměnné. Plat́ı

F ′(x) = −6x+ 15.
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Derivaci polož́ıme rovnu nule a nalezneme stacionárńı bod x = 5
2
. Protože

F ′′(x) = −6 < 0, má funkce F v bodě x = 5
2

lokálńı maximum. Dopoč́ıtáme
y = 3 − 5

2
= 1

2
. Odtud plyne, že funkce f(x, y) = x2 + 3xy − y2 má v bodě

[5
2
, 1

2
] vázané lokálńı maximum.

2) Úlohu můžeme řešit také pomoćı Lagrangeových multiplikátor̊u s vazbou
g(x, y) = x+y−3 = 0. Matice G = ( ∂g

∂x
, ∂g
∂y

) = (1, 1) má hodnost 1. Sestav́ıme
Lagrangeovu funkci

L(x, y, λ) = x2 + 3xy − y2 + λ(x+ y − 3),

zderivujeme ji podle x a y a derivace polož́ıme rovny nule

Lx = 2x+ 3y + λ = 0, Ly = 3x− 2y + λ = 0.

Z prvńı rovnice vyjádř́ıme λ, z druhé rovnice vyjádř́ıme λ, hodnoty λ po-
rovnáme a dostaneme, že x = 5y. Dosad́ıme do vazebné rovnice, tj.

5y + y = 3⇒ y =
1

2
.

K tomu dopočteme hodnotu x = 5
2

a źıskáváme stacionárńı bod x∗ = [5
2
, 1

2
].

Spočteme druhé derivace Lagrangeovy funkce L v bodě x∗,

L′′(x∗) =

(
Lxx Lxy
Lyx Lyy

) ∣∣∣
[ 5
2
, 1
2
]
=

(
2 3
3 −2

)
.

Urč́ıme h = (h1, h2) splňuj́ıćı podmı́nku (9.3). Pro bod x∗ = [5
2
, 1

2
] dostáváme

G(x∗) = (1, 1) a

〈G(x∗), h〉 = h1 + h2 = 0⇒ h1 = −h2, tj. h = (−t, t), t ∈ R.

Tedy

〈L′′(x∗)h, h〉 = (−t, t)
(

2 3
3 −2

) (
−t
t

)
= −6t2 < 0 pro t 6= 0.

V bodě x∗ je podle věty 9.6 lokálńı maximum.

Př́ıklad 9.10. Určete lokálńı vázané extrémy funkce f(x, y, z) = x−2y+2z
vzhledem k podmı́nce x2 + y2 + z2 = 1.

Řešeńı. Úlohu budeme řešit metodou Lagrangeových multiplikátor̊u s vaz-
bou g(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1. Hodnost matice G = ( ∂g

∂x
, ∂g
∂y
, ∂g
∂z

) =
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(2x, 2y, 2z) je r̊uzná od 1 pouze v nulovém bodě, který však nevyhovuje
vazebné podmı́nce. Sestav́ıme Lagrangeovu funkci

L(x, y, z, λ) = x− 2y + 2z + λ(x2 + y2 + z2 − 1),

spočteme jej́ı parciálńı derivace podle proměnných x, y, z a polož́ıme je rovny
nule, tj.

Lx = 1 + 2xλ = 0,

Ly = −2 + 2yλ = 0, (9.6)

Lz = 2 + 2zλ = 0.

Spolu s vazbou źıskáme soustavu čtyř rovnic o čtyrech neznámých vedoućı
na výpočet stacionárńıch bod̊u Lagrangeovy funkce L. Z rovnic (9.6) plyne,
že λ 6= 0. Kdyby platilo, že λ = 0, pak bychom z prvńı rovnice v (9.6) dostali,
že 1 = 0. Tedy vyjádřené hodnoty x, y a z z rovnic (9.6)

x = − 1

2λ
, y =

1

λ
, z = −1

λ
,

dosad́ıme do vazebńı rovnice,(
− 1

2λ

)2

+

(
1

λ

)2

+

(
−1

λ

)2

= 1 ⇒ λ1 = −3

2
, λ2 =

3

2
.

Pro λ1 = −3
2

dopoč́ıtáme x1 = 1
3
, y1 = −2

3
, z1 = 2

3
a źıskali jsme stacionárńı

bod x∗1 = [1
3
,−2

3
, 2

3
]. Stejně postupujeme pro hodnotu λ2 = 3

2
, x2 = −1

3
,

y2 = 2
3
, z2 = −2

3
, tedy x∗2 = [−1

3
, 2

3
,−2

3
].

Sestav́ıme matici druhých parciálńıch derivaćı Lagrangeovy funkce L:

L′′ =

 Lxx Lxy Lxz
Lyx Lyy Lyz
Lzx Lzy Lzz

 =

 2λ 0 0
0 2λ 0
0 0 2λ

 .

Dosad́ıme do L′′ jednotlivé stacionárńı body a př́ıslušné hodnoty λ:

λ1 = −3

2
; L′′(x∗1) =

 −3 0 0
0 −3 0
0 0 −3

 ,

λ2 =
3

2
; L′′(x∗2) =

 3 0 0
0 3 0
0 0 3

 .
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Nyńı urč́ıme h = (h1, h2, h3) splňuj́ıćı podmı́nku (9.3). Pro bod x∗1 = [1
3
,−2

3
, 2

3
]

dostáváme G(x∗1) = (2
3
,−4

3
, 4

3
) a

〈G(x∗1), h〉 =
2

3
h1 −

4

3
h2 +

4

3
h3 = 0 ⇒ h1 = 2h2 − 2h3,

tj. h = (2t− 2p, t, p), t, p ∈ R. Tedy

〈L′′(x∗1)h, h〉 = (2t− 2p, t, p)

 −3 0 0
0 −3 0
0 0 −3

  2t− 2p
t
p

 =

= −15t2 − 15p2 + 24pt.

To je kvadratická forma záporně definitńı, takže v bodě x∗1 nastává ostré
lokálńı maximum.
Pro bod x∗2 = [−1

3
, 2

3
,−2

3
] nyńı urč́ıme h = (h1, h2, h3) splňuj́ıćı podmı́nku

(9.3). Dostáváme G(x∗2) = (−2
3
, 4

3
,−4

3
) a

〈G(x∗2), h〉 = −2

3
h1 +

4

3
h2 −

4

3
h3 = 0 ⇒ h1 = 2h2 − 2h3,

tj. h = (2t− 2p, t, p), t, p ∈ R. Tedy

〈L′′(x∗2)h, h〉 = (2t− 2p, t, p)

 3 0 0
0 3 0
0 0 3

  2t− 2p
t
p

 = 15t2+15p2−24pt.

Kvadratická forma je kladně definitńı, a tedy v bodě x∗2 je ostré lokálńı mi-
nimum.

Př́ıklad 9.11. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y, z) = xyz na množině
určené rovnostmi x+ y + z = 30, x+ y − z = 0.

Řešeńı. Úlohu vyřeš́ıme dvěma zp̊usoby.
1) Nejdř́ıve ji budeme řešit metodou Lagrangeových multiplikátor̊u s vazba-
mi g1(x, y, z) = x + y + z − 30, g2(x, y, z) = x + y − z. Hodnost matice

G =

(
∂g1
∂x

∂g1
∂y

∂g1
∂z

∂g2
∂x

∂g2
∂y

∂g2
∂z

)
=

(
1 1 1
1 1 −1

)
je 2. Sestav́ıme Lagrangeovu funkci

L(x, y, z, λ1, λ2) = xyz + λ1(x+ y + z − 30) + λ2(x+ y − z),

spočteme jej́ı parciálńı derivace podle proměnných x, y, z a polož́ıme je rovny
nule. Spolu s vazbou źıskáme soustavu pěti rovnic o pěti neznámých vedoućı
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na výpočet stacionárńıch bod̊u Lagrangeovy funkci L:

Lx = yz + λ1 + λ2 = 0 ⇒ λ1 + λ2 = −yz
Ly = xz + λ1 + λ2 = 0 ⇒ λ1 + λ2 = −xz
Lz = xy + λ1 − λ2 = 0 ⇒ λ1 − λ2 = −xy

g1(x, y, z) = x+ y + z − 30 = 0,

g2(x, y, z) = x+ y − z = 0.

Z prvńı a druhé rovnice vyplývá, že yz = xz, tedy že y = x nebo z = 0.
Nejdř́ıve budeme uvažovat př́ıpad pro z = 0. Po dosazeńı z = 0 do vazebných
rovnic dostáváme

x+ y − 30 = 0⇒ x = 30− y, x+ y = 0⇒ x = −y.

Tato soustava nemá řešeńı. Neźıskali jsme žádný singulárńı bod. Dále do-
sad́ıme x = y do vazebných rovnic a dostáváme

x+ x+ z − 30 = 0⇒ 2x+ z = 30, x+ x− z = 0⇒ 2x = z.

Tedy x = 15
2

. Dopoč́ıtáme zbývaj́ıćı souřadnice y = 15
2

, z = 15 a hodnoty
λ1 = −675

8
, λ2 = −225

8
. Źıskali jsme stacionárńı bod x∗ = [15

2
, 15

2
, 15].

Sestav́ıme matici druhých parciálńıch derivaćı Lagrangeovy funkce L:

L′′ =

 Lxx Lxy Lxz
Lyx Lyy Lyz
Lzx Lzy Lzz

 =

 0 z y
z 0 x
y x 0

 .

Dosad́ıme do L′′ stacionárńı bod x∗:

L′′(x∗) =

 0 15 15
2

15 0 15
2

15
2

15
2

0

 .

Nyńı urč́ıme h = (h1, h2, h3) splňuj́ıćı podmı́nku (9.3). Pro bod x∗ = [15
2
, 15

2
, 15]

dostáváme G(x∗) =

(
1 1 1
1 1 −1

)
a

〈G(x∗), h〉 =

(
h1 + h2 + h3

h1 + h2 − h3

)
=

(
0
0

)
⇒ h1 = −h2, h3 = 0,

tj. h = (t,−t, 0), t,∈ R. Tedy

〈L′′(x∗)h, h〉 = (t,−t, 0)

 0 15 15
2

15 0 15
2

15
2

15
2

0

  t
−t

0

 = −30t2 < 0 pro t 6= 0.
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V bodě x∗ nastává lokálńı maximum.

2) Úlohu můžeme řešit také př́ımým vyjádřeńım proměnné y z vazebné rov-
nice g2, tj.

g2(x, y, z) = x+ y − z = 0⇒ y = z − x.

Tento vztah dosad́ıme do zadané funkce f(x, y, z) = xyz a vazby g1, dosta-
neme

F (x, z) = f(x, z − x, z) = xz2 − x2z,

G(x, z) = x+ z − x+ z − 30 = 2z − 30,

jelikož G(x, z) = 0, pak z = 15. Tuto hodnotu dosad́ıme do vztahu pro
F (x, z) a źıskáváme

F̄ (x) = F (x, 15) = 225x− 15x2.

Zadanou úlohu jsme tedy převedli na úlohu hledáńı extrémů funkce jedné
proměnné. Plat́ı

F̄ ′(x) = 225− 30x = 0 ⇒ 30x = 225 ⇒ x =
15

2
.

Spočteme druhou derivaci F̄ ′′(x) = −30 < 0. Protože je druhá derivace
záporná, má funkce F̄ v bodě x = 15

2
lokálńı maximum. Dopoč́ıtáme y = 15

2
.

Z toho plyne, že funkce f(x, y, z) = xyz má v bodě [15
2
, 15

2
, 15] vázané lokálńı

maximum.

Př́ıklad 9.12. Z 12 m2 lepenky se má vyrobit krabice bez v́ıka. Určete jej́ı
maximálńı objem.

Řešeńı. Označme x, y rozměry dna a z výšku krabice. Podle zadáńı máme
spoč́ıst maximálńı objem krabice V (x, y, z), je-li povrch xy+ 2xz+ 2yz = 12
zadaný. Hledáme tedy vázané maximum funkce V (x, y, z) = xyz s vazbou
xy + 2xz + 2yz = 12. Úlohu můžeme řešit dvěma zp̊usoby:
1) Metodou Lagrangeových multiplikátor̊u s vazbou o rovnici

g(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz − 12.

Sestav́ıme Lagrangeovu funkci

L(x, y, z, λ) = xyz + λ(xy + 2xz + 2yz − 12),
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spočteme jej́ı parciálńı derivace podle proměnných x, y, z a polož́ıme je rovny
nule. Spolu s vazbou źıskáme soustavu čtyř rovnic o čtyřech neznámých ve-
doućı na výpočet stacionárńıch bod̊u Lagrangeovy funkce L:

Lx = yz + λ(y + 2z) = 0 ⇒ λ = − yz

y + 2z

Ly = xz + λ(x+ 2z) = 0 ⇒ λ = − xz

x+ 2z

Lz = xy + λ(2x+ 2y) = 0 ⇒ λ = − xy

2x+ 2y

g(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz − 12 = 0.

Z porovnáńı prvńı a druhé rovnice vyplývá, že y = x, je-li z 6= 0. Dosazeńım
x = y do třet́ı rovnice źıskáváme x = 4λ, y = 4λ. A t́ım tedy z druhé rovnice
máme, že z = 2λ. Dosazeńım za x, y, z do rovnice vazby máme λ = 1

2
.

Nalezli jsme jediný stacionárńı bod x∗ = [2, 2, 1]. Sestav́ıme matici druhých
parciálńıch derivaćı Lagrangeovy funkce L:

L′′ =

 Lxx Lxy Lxz
Lyx Lyy Lyz
Lzx Lzy Lzz

 =

 0 z + λ y + 2λ
z + λ 0 x+ 2λ
y + 2λ x+ 2λ 0

 .

Dosad́ıme do L′′ stacionárńı bod x∗ a hodnotu λ = 1
2
:

L′′(x∗) =

 0 3
2

3
3
2

0 3
3 3 0

 .

Urč́ıme hlavńı minory matice, pro které plat́ı D1(x
∗) = 0, D2(x

∗) = 9
4
> 0,

D3(x
∗) = 27 > 0. Podle kritéria nenastává v bodě x∗ extrém funkce L, což

ještě neř́ıká, že funkce f nemůže mı́t extrém vzhledem ke g.
2) Úlohu můžeme řešit také př́ımým vyjádřeńım proměnné z z vazebné rov-
nice g, tj.

g(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz − 12 = 0⇒ z =
12− xy
2(x+ y)

.

Tento vztah dosad́ıme do dané funkce V (x, y, z) = xyz a dostaneme

F (x, y) =
12xy − x2y2

2(x+ y)
.

Úlohu na vázaný extrém funkce V jsme převedli na úlohu o lokálńıch extré-
mech funkce F . Spočteme parciálńı derivace, polož́ıme je rovny nule a źıskáme
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soustavu dvou rovnic o dvou neznámých. Plat́ı

Fx =
y2(12− x2 − 2xy)

2(x+ y)2
= 0, Fx =

x2(12− y2 − 2xy)

2(x+ y)2
= 0.

Ze vztah̊u Fx = 0, Fy = 0 vyplývá x = 0, y = 0. Toto řešeńı však nebudeme
uvažovat. Polož́ıme-li 12− y2 − 2xy = 0, 12− x2 − 2xy = 0, obdrž́ıme daľśı
řešeńı. Tedy x2 = y2, z čehož plyne rovnost x = y (zaj́ımaj́ı nás pouze kladné
hodnoty s ohledem na rozměry krabice). Nalezli jsme jediný stacionárńı bod
x∗ = [2, 2]. Dopoč́ıtáme z = 1. Spočteme matici druhých parciálńıch derivaćı
funkce F :

F ′′ =

(
Fxx Fxy
Fyx Fyy

)
=

(
−y2(y2+12

(x+y)3
xy(12−3xy−x2−y2

(x+y)3

xy(12−3xy−x2−y2
(x+y)3

−x2(x2+12
(x+y)3

)
.

Dosad́ıme do F ′′ stacionárńı bod x∗:

F ′′(x∗) =

(
−1 −1

2

−1
2
−1

)
.

Urč́ıme hlavńı minory matice. Plat́ı D1(x
∗) = −1 < 0, D2(x

∗) = 3
4
> 0.

Podle kritéria nastává v bodě x∗ = [2, 2] lokálńı maximum funkce F a tedy
v bodě [2, 2, 1] vázané maximum funkce V . Rozměry krabice jsou 2 × 2 × 1
a objem V = 4m3.

9.2 Úlohy k samostatnému řešeńı

Cvičeńı 9.1. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = 4x + xy − 5y na
množině určené rovnost́ı x− y = 4.

Cvičeńı 9.2. Určete lokálńı extrémy funkce f(x, y) = 4 ln y−x za podmı́nky
y = x2.

Cvičeńı 9.3. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = −y + 4 na množině
určené rovnost́ı (x− 2)2 + (y − 2)2 = 1.

Cvičeńı 9.4. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = 4x(y2 − 2y + 4) na
množině určené rovnost́ı xy = 1

4
.

Cvičeńı 9.5. Určete lokálńı vázané extrémy funkce f(x, y) = x2 + y vzhle-
dem k podmı́nce x2 + y2 = 1.
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Cvičeńı 9.6. Určete lokálńı vázané extrémy funkce f(x, y) = xy vzhledem
k podmı́nce 9x2 + y2 = 4.

Cvičeńı 9.7. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y, z) = x + y + z na
množině určené rovnost́ı x2 + y2 + z2 = 1.

Cvičeńı 9.8. Určete vázané extrémy funkce f(x, y, z) = x−y+3z vzhledem
k podmı́nce x2 + y2 + 4z2 = 4.

Cvičeńı 9.9. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y, z) = x − 2y + z na
množině určené rovnost́ı 3x2 + 6y2 + 2z2 = 1.

Cvičeńı 9.10. Určete lokálńı extrémy funkce f(x, y, z) = x+ 2y+ 3z vzhle-
dem k podmı́nkám x2 + y2 = 1, x− y + z = 1.

9.3 Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

Cvičeńı 9.1. λ = −5
2
, [5

2
,−3

2
] lokálńı vázané minimum

Cvičeńı 9.2. λ = 1
16

, [8, 64] lokálńı vázané minimum

Cvičeńı 9.3. λ = 1
2
, [2, 3] lokálńı vázané minimum, λ = −1

2
, [2, 1] - lokálńı

vázané maximum

Cvičeńı 9.4. λ = −8, [1
8
, 2] lokálńı vázané minimum, λ = 24, [−1

8
,−2]

lokálńı vázané maximum

Cvičeńı 9.5. λ = −1
2
, [0, 1] vázané lokálńı minimum, λ = 1

2
, [0,−1] lokálńı

vázané minimum, λ = −1, [
√

3
2
, 1

2
] lokálńı vázané maximum, λ = −1, [−

√
3

2
, 1

2
]

lokálńı vázané maximum

Cvičeńı 9.6. λ = 1
6
, [−

√
2

3
,
√

2] vázané lokálńı minimum, λ = 1
6
, [
√

2
3
,−
√

2]

lokálńı vázané minimum, λ = −1
6
, [
√

2
3
,
√

2] vázané lokálńı maximum, λ =

−1
6
, [−

√
2

3
,−
√

2] lokálńı vázané maximum

Cvičeńı 9.7. λ =
√

3
2

, [− 1√
3
,− 1√

3
,− 1√

3
] lokálńı vázané minimum, λ = −

√
3

2
,

[ 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
] lokálńı vázané maximum

Cvičeńı 9.8. λ =
√

17
8

, [− 4√
17
, 4√

17
,− 3√

17
] lokálńı vázané minimum,

λ = −
√

17
8

, [ 4√
17
,− 4√

17
, 3√

17
] lokálńı vázané maximum
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Cvičeńı 9.9. λ = −
√

3
2

, [ 1
3
√

3
,− 1

3
√

3
, 1√

3
] lokálńı vázané maximum, λ =

√
3

2
,

[− 1
3
√

3
, 1

3
√

3
,− 1√

3
] lokálńı vázané minimum

Cvičeńı 9.10. λ1 =
√

29
2

, λ2 = −3, [ 2√
29
,− 5√

29
, 1 − 7√

29
] lokálńı vázané

minimum, λ1 = −
√

29
2

, λ2 = −3, [− 2√
29
, 5√

29
, 1+ 7√

29
] lokálńı vázané maximum
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10 Globálńı extrémy

Kĺıčová slova. Globálńı minimum, globálńı maximum.

Podobně jako u funkćı jedné proměnné je třeba rozlǐsovat mezi lokálńımi
a globálńımi extrémy. U lokálńıch extrémů jsme zkoumali danou funkci pouze
lokálně, tj. v okoĺı nějakého bodu. O globálńıch extrémech mluv́ıme v př́ıpadě,
že je zadána množina a na této množině hledáme bod, v němž funkce nabývá
největš́ı resp. nejmenš́ı hodnoty.

10.1 Vyšetřováńı globálńıch extrémů

Definice 10.1. Necht’ f : Rn → R, M ⊂ D(f), x∗ = [x∗1, . . . , x
∗
n] ∈ M .

Řekneme, že funkce f má v bodě x∗ globálńı maximum na M , jestliže
∀x ∈M plat́ı f(x) ≤ f(x∗).
Řekneme, že funkce f má v bodě x∗ globálńı minimum na M , jestliže
∀x ∈ M plat́ı f(x) ≥ f(x∗). Jsou-li nerovnosti pro x 66= x∗ ostré, mluv́ıme
o ostrých globálńıch extrémech. Mı́sto termı́nu globálńı extrém se použ́ıvá
často pojem absolutńı extrém.

Je-li množina M kompaktńı a funkce f spojitá, pak podle Weierstras-
sovy věty 2.17 ihned plyne tvrzeńı o existenci globálńıch extrémů. V kterých
bodech globálńıch extrémů může funkce f nabýt, ř́ıká následuj́ıćı věta.

Věta 10.2. Necht’ M ⊂ Rn je kompaktńı množina (tj. uzavřená a
ohraničená) a funkce f : M → R je spojitá na M. Pak f nabývá svých
absolutńıch extrém̊u bud’ v bodech lokálńıho extrému lež́ıćıch uvnitř M nebo
v některém hraničńım bodě.

Poznámka 10.3.

1. V př́ıpadě, že globálńı extrém nastane uvnitř množiny M , je globálńı
extrém zároveň i lokálńı extrém. Ale opak neplat́ı, tj. má-li daná funkce
v některém bodě lokálńı extrém, nemuśı být extrémem globálńım.

2. Pokud globálńı minimum a globálńı maximum existuj́ı, pak jsou určena
jednoznačně. Funkce může těchto hodnot nabývat obecně ve v́ıce bo-
dech.
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3. Hranice množiny M lze často popsat pomoćı rovnic. Vyšetřováńı hra-
nice množiny M vede k vázaným extrémům. Pokud je hranice tvořena
v́ıce křivkami, vyšetřuj́ı se vázané extrémy na jednotlivých křivkách.

Předchoźı věta poskytuje návod pro nalezeńı globálńıch extrémů diferencova-
telných funkćı na kompaktńıch množinách. Postupovat budeme následovně:
1) Najdeme stacionárńı body lež́ıćı uvnitř množiny M a urč́ıme jejich funkčńı
hodnoty. Nebudeme ověřovat, zda se jedná o lokálńı extrémy. Je to zbytečné a
obvykle i pracné vylučovat stacionárńı body, v nichž extrém nenastává. T́ım
sice vypočteme funkčńı hodnoty i v nepotřebných bodech, ale ty se stejně
neuplatńı.
2) Vyšetř́ıme funkci f na hranici množiny M , tj. urč́ıme vázané extrémy
funkce f . Spočteme funkčńı hodnoty v nalezených bodech vázaných extrémů.
Pokud je hranice tvořena v́ıce křivkami, je nutno spoč́ıst funkčńı hodnoty i
ve vrcholech hraničńıch křivek, tj. v pr̊unićıch r̊uzných vazeb.
3) Porovnáme všechny spočtené funkčńı hodnoty. Extrém s největš́ı funkčńı
hodnotou je globálńı maximum, extrém s nejmenš́ı funkčńı hodnotou je globál-
ńı minimum.

Př́ıklad 10.4. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = 5x2 +y2−4y−10x
na množině M dané nerovnost́ı 5x2 + y2 ≤ 25.

Řešeńı. Množina M je kompaktńı a funkce f je spojitá, pak dle věty 10.2
na množině M existuje maximum a minimum funkce f . V tomto př́ıpadě je
množina M zadána elipsou, viz obrázek 18.

Nejprve hledáme lokálńı extrémy funkce f uvnitř množiny M . Spočteme
parciálńı derivace a polož́ıme rovny nule,

fx(x, y) = 10x− 10 = 0 ⇒ x = 1, fy(x, y) = 2y − 4 = 0 ⇒ y = 2.

Dostali jsme bod x∗1 = [1, 2]. Je nutno ověřit, zda tento bod skutečně lež́ı uv-
nitř množiny M . Dosad́ıme jej do zadané nerovnosti a zjist́ıme, že nerovnosti
elipsy vyhovuje. Bod x∗1 = [1, 2] je prvńı bod podezřelý z extrému.
Dále hledáme body extrému funkce f na hranici množiny M . Sestav́ıme
Lagrangeovu funkci s vazbou g(x, y) = 5x2 + y2 − 25 = 0. Z př́ıkladu 9.8
v́ıme, že funkce f má dva stacionárńı body, tj. x∗2 = [5

3
, 10

3
] a x∗3 = [−5

3
,−10

3
].

Spočteme funkčńı hodnoty v nalezených bodech, hodnoty porovnáme a roz-
hodneme o existenci globálńıch extrémů funkce f ,

f(x∗1) = −9, f(x∗2) = −15, f(x∗3) = 65 ⇒ f(x∗2) < f(x∗1) < f(x∗3).

Funkce f má v bodě x∗2 = [5
3
, 10

3
] globálńı minimum a v bodě x∗3 = [−5

3
,−10

3
]

globálńı maximum.
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Obrázek 18: Množina M

Př́ıklad 10.5. Na množině M dané nerovnostmi 5x2 + y2 ≤ 25, x ≥ 0
najděte nejmenš́ı a největš́ı hodnotu funkce f(x, y) = 5x2 + y2 − 4y − 10x.

Řešeńı. Existence maxima a minima opět plyne z věty 10.2. Nejprve hledáme
lokálńı extrémy funkce f uvnitř množiny M (obrázek 19).

Spočteme parciálńı derivace a polož́ıme rovny nule,

fx(x, y) = 10x− 10 = 0 ⇒ x = 1, fy(x, y) = 2y − 4 = 0 ⇒ y = 2.

Dostali jsme bod x∗1 = [1, 2]. Je nutno ověřit, zda tento bod skutečně lež́ı
uvnitř množiny M . Dosad́ıme jej do zadaných nerovnost́ı a zjist́ıme, že ne-
rovnosti elipsy vyhovuje a také je splněna podmı́nka x ≥ 0.
Dále hledáme body extrému funkce f na hranici množiny M , která je tvořena
obloukem elipsy a úsečkou. Uvažujeme-li funkci f s vazbou g(x, y) = 5x2 +
y2 − 25 = 0 pro x > 0, sestav́ıme Lagrangeovu funkci s touto vazbou a dle
předchoźıho př́ıkladu dostáváme pouze bod x∗2 = [5

3
, 10

3
].

Uvažujeme-li x = 0, pak y ∈ (−5, 5). Př́ımým dosazeńım x = 0 do zadané
funkce f(x, y) = 5x2 + y2 − 4y − 10x dostáváme funkci jedné proměnné
F (y) = y2 − 4y. Plat́ı

F ′(y) = 2y − 4 = 0⇒ y = 2 ∈ (−5, 5).
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y
5

M

Obrázek 19: Množina M

Nalezli jsme stacionárńı bod x∗3 = [0, 2].
Nyńı je zapotřeb́ı vyšetřit i krajńı body [0,−5], [0, 5], které jsou pr̊uniky
r̊uzných vazeb.
Spočteme funkčńı hodnoty v nalezených bodech, hodnoty porovnáme a roz-
hodneme o existenci globálńıch extrémů funkce f ,

f(x∗1) = −9, f(x∗2) = −15, f(x∗3) = −4, f(0,−5) = 45, f(0, 5) = 5,

f(x∗2) < f(x∗1) < f(x∗3) < f(0, 5) < f(0,−5).

Funkce f má v bodě x∗2 = [5
3
, 10

3
] globálńı minimum a v bodě [0,−5] globálńı

maximum.

Př́ıklad 10.6. Na množině M dané nerovnostmi y ≥0, x ≥ 0, y ≤ 3 − x
najděte nejmenš́ı a největš́ı hodnotu funkce f(x, y) = x2 + 3xy − y2 .

Řešeńı. Množina M je tvořena trojúhelńıkem s vrcholy A = [0, 0], B = [3, 0],
C = [0, 3] a všemi body, které v něm lež́ı, obrázek 20. Existence maxima a
minima opět plyne z věty 10.2.

Nejprve hledáme lokálńı extrémy funkce f uvnitř množiny M , tj. uvnitř
trojúhelńıku ABC. Spočteme parciálńı derivace a polož́ıme je rovny nule,

fx(x, y) = 2x+ 3y = 0 ⇒ 2x = −3y, fy(x, y) = 3x− 2y = 0 ⇒ 3x = 2y

a nalezneme stacionárńı bod x∗1 = [0, 0]. Tento bod nelež́ı uvnitř trojúhelńıku
ABC. Nemá smysl hledat v tomto bodě extrém funkce f .
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Obrázek 20: Množina M

Hranice množiny M je tvořena třemi úsečkami. Úloha hledáńı vázaných
extrémů funkce f se tedy rozpadá na tři př́ıpady, tj. na jednotlivé úsečky
zadaného trojúhelńıku.

a) Hledáme vázané extrémy funkce f s vazbou g(x, y) = x = 0 pro
y ∈ (0, 3). Vzhledem k jednoznačnému vyjádřeńı proměnné x z rov-
nice vazby, tj x = 0, převedeme úlohu o hledáńı vázaného extrému
na ekvivalentńı úlohu nalezeńı lokálńıho extrému funkce F (y) = −y2.
Funkci zderivujeme, derivaci polož́ıme rovnu nule

F ′(y) = −2y = 0

a źıskáváme stacionárńı bod y = 0, který však nelež́ı v intervalu (0, 3),
a tedy vázaný extrém na této úsečce nelež́ı.

b) Hledáme vázané extrémy funkce f s vazbou g(x, y) = y = 0 pro
x ∈ (0, 3). S jednoznačným vyjádřeńım y = 0 přejdeme na hledáńı
lokálńıho extrému funkce F (x) = x2. Funkci zderivujeme, derivaci
polož́ıme rovnu nule, tj.

F ′(x) = 2x = 0,

a źıskáváme stacionárńı bod x = 0, který však nelež́ı v intervalu (0, 3).

c) Hledáme vázané extrémy funkce f s vazbou g(x, y) = y+x−3 = 0 pro
x ∈ (0, 3). Vzhledem k jednoznačnému vyjádřeńı proměnné y z rovnice
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vazby, tj y = 3 − x, převedeme úlohu o hledáńı vázaného extrému na
ekvivalentńı úlohu nalezeńı lokálńıho extrému funkce

F (x) = x2 + 3x(3− x)− (3− x)2 = −3x2 + 15x− 9.

Derivaci této funkce polož́ıme rovnu nule

F ′(x) = −6x+ 15 = 0 ⇒ x =
5

2
∈ (0, 3).

Nalezli jsme stacionárńı bod x∗2 = [5
2
, 1

2
].

Zbývá vyšetřit vrcholy trojúhelńıku ABC, které jsou pr̊uniky r̊uzných vazeb.
Spočteme jednotlivé funkčńı hodnoty v nalezených bodech a porovnáme je

f(x∗2) =
39

4
, f(A) = 0, f(B) = 9, f(C) = −9,

f(C) < f(A) < f(B) < f(x∗2).

Funkce f má v bodě x∗2 = [5
2
, 1

2
] globálńı maximum a v bodě C = [0, 3]

globálńı minimum.

Př́ıklad 10.7. Na množině M dané nerovnost́ı x2 + y2 + z2 ≤ 1 určete
globálńı extrémy funkce f(x, y, z) = x− 2y + 2z .

Řešeńı. Existence maxima a minima plyne z věty 10.2. Množina M je
tvořena kouĺı o poloměru 1 a všemi body v ńı lež́ıćımi.
Nejprve hledáme lokálńı extrémy funkce f uvnitř množiny M . Spočteme
parciálńı derivace

fx(x, y, z) = 1, fy(x, y, z) = −2, fz(x, y, z) = 2

a polož́ıme je rovny nule. Tuto podmı́nku ovšem žádný bod množiny M ne-
splňuje.
Dále hledáme extrémy funkce f na hranici množiny M . Sestav́ıme Lagran-
geovu funkci s vazebńı rovnićı g(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1 = 0. Vypočteme
stacionárńı body jako v př́ıkladu 9.10, tj. x∗1 = [1

3
,−2

3
, 2

3
] a x∗2 = [−1

3
, 2

3
,−2

3
].

Spočteme funkčńı hodnoty v nalezených bodech, hodnoty porovnáme a roz-
hodneme o existenci globálńıch extrémů funkce f ,

f(x∗1) = 3, f(x∗2) = −3 ⇒ f(x∗2) < f(x∗1).

V bodě x∗2 nastává globálńı minimum funkce f a v bodě x∗1 nabývá funkce f
svého globálńıho maxima.
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Poznámka 10.8. Ve výše popsaném postupu hledáńı globálńıch extrémů
jsme vycházeli z toho, že globálńı extrémy existuj́ı, což bylo zaručeno pomoćı
věty 10.2. Pokud by některý z předpoklad̊u této věty byl vynechán, nemu-
sely by globálńı extrémy v̊ubec existovat. V tomto př́ıpadě je úloha hledáńı
extrémů velmi složitá a žádný univerzálńı postup neexistuje.

V následuj́ıćım př́ıkladu si ukážeme, že jednou z možnost́ı, jak hledat
globálńı extrém bez splněńı předpoklad̊u věty 10.2, je nalezeńı lokálńıch
extrémů a u nich je potřeba dokázat, zda se jedná o extrémy globálńı či
nikoli. K tomu bude ještě zapotřeb́ı následuj́ıćı lemma.

Lemma 10.9. Necht’ n ∈ N a x1, . . . , xn jsou kladná č́ısla. Potom plat́ı

n
1
x1

+ · · ·+ 1
xn

≤ n
√
x1 · · ·xn ≤

x1 + · · ·+ xn
n

. (10.1)

Rovnosti nastanou pouze v př́ıpadě, že x1 = · · · = xn, tj. všechna č́ısla jsou
stejná.

Př́ıklad 10.10. Z 12 m2 lepenky se má vyrobit krabice bez v́ıka. Určete jej́ı
maximálńı objem.

Řešeńı. Označme x, y rozměry dna a z výšku krabice, kde x, y, z > 0. Podle
zadáńı máme spoč́ıst maximálńı objem krabice V (x, y, z), je-li povrch krabice
S = xy + 2xz + 2yz = 12 zadaný. Hledáme tedy lokálńı maximum funkce
V (x, y, z) = xyz s vazbou xy + 2xz + 2yz = 12. Úlohu můžeme řešit dvěma
zp̊usoby.
1) Úlohu můžeme řešit také př́ımým vyjádřeńım proměnné z z vazebné rov-
nice g, tj.

g(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz − 12 = 0⇒ z =
12− xy
2(x+ y)

.

Jelikož x, y, z > 0 a povrch krabice je 12, muśı být xy < 12. Krabice o
rozměrech x, y, z = 12−xy

2(x+y)
tedy existuje, pokud zvoĺıme libovolná x, y > 0

tak, aby platilo xy < 12. Pak dosazeńım za z do dané funkce V (x, y, z) = xyz
obdrž́ıme

F (x, y) =
12xy − x2y2

2(x+ y)
.

Úlohu na vázaný extrém funkce V (x, y, z) jsme převedli na úlohu o lokálńıch
extrémech funkce F (x, y) vzhledem k množině M = {(x, y) ∈ R2;x > 0, y >
0, xy < 12}. Tato množina neńı uzavřená, ani ohraničená, tud́ıž v daľśım
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výpočtu nelze použ́ıt větu 10.2. Neńı tedy zaručeno, že hledané globálńı ma-
ximum existuje. Pokud existuje bod nabývaj́ıćı globálńıho maxima, pak je
tento bod současně bodem lokálńıho maxima, protože žádný hraničńı bod
do množiny M nepatř́ı. V daľśım postupu budeme hledat lokálńı extrémy.
Spočteme parciálńı derivace, polož́ıme je rovny nule a źıskáme soustavu dvou
rovnic o dvou neznámých. Plat́ı

Fx =
y2(12− x2 − 2xy)

2(x+ y)2
= 0, Fx =

x2(12− y2 − 2xy)

2(x+ y)2
= 0.

Ze vztah̊u Fx = 0, Fy = 0 vyplývá x = 0, y = 0. Toto řešeńı však nebudeme
uvažovat, protože rozměry x > 0, y > 0. Daľśı řešeńı obdrž́ıme, polož́ıme-li
12−y2−2xy = 0, 12−x2−2xy = 0. Tedy x2 = y2, z čehož plyne rovnost x = y
(zaj́ımaj́ı nás pouze kladné hodnoty s ohledem na rozměry krabice). Nalezli
jsme jediný stacionárńı bod x̄∗ = [2, 2]. Daľśım výpočtem pomoćı druhých
derivaćı funkce F bychom zjistili, zda je bod x̄∗ = [2, 2] bodem lokálńıho
maxima. Tento výpočet by mohl být pracný a stejně bychom se nedozvěděli,
zda v tomto bodě je extrém globálńı či nikoli.
Dopoč́ıtáme z = 1. A dostáváme, že rozměry krabice jsou 2× 2× 1 a objem
V = 4 m3.
Doposud jsme zjistili, že pokud globálńı maximum existuje, pak muśı být
v bodě [2, 2, 1]. Nyńı použijeme lemma 10.9, abych ukázali, že skutečně v bodě
[2, 2, 1] je globálńı maximum. Pro n = 3 polož́ıme x1 = xy, x2 = 2xz,
x3 = 2yz a dosad́ıme do pravé nerovnosti ve vztahu (10.1), tj.

3
√

4x2y2z2 ≤ xy + 2xz + 2yz

3
.

Čitatel zlomku na pravé straně neńı nic jiného, než povrch krabice S = 12,
tedy

3
√

4x2y2z2 ≤ 4 ⇒ xyz ≤ 4.

T́ım jsme ověřili, že bod [2, 2, 1] je globálńım maximem.

2) Metodou Lagrangeových multiplikátor̊u s vazbou o rovnici

g(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz − 12.

Matice G = ( ∂g
∂x
, ∂g
∂y
, ∂g
∂z

) = (y + 2z, x + 2z, 2x + 2y) má hodnost 1. Hodnost
této matice G by byla nulová pouze v př́ıpadě, že x = y = z = 0. Ale tento
bod nesplňuje vazebnou podmı́nku. Sestav́ıme Lagrangeovu funkci

L(x, y, z, λ) = xyz + λ(xy + 2xz + 2yz − 12),
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spočteme jej́ı parciálńı derivace podle proměnných x, y, z a polož́ıme je rovny
nule. Spolu s vazbou źıskáme soustavu čtyř rovnic o čtyřech neznámých ve-
doućı na výpočet stacionárńıch bod̊u Lagrangeovy funkce L:

Lx = yz + λ(y + 2z) = 0 ⇒ λ = − yz

y + 2z
,

Ly = xz + λ(x+ 2z) = 0 ⇒ λ = − xz

x+ 2z
,

Lz = xy + λ(2x+ 2y) = 0 ⇒ λ = − xy

2x+ 2y
,

g(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz − 12 = 0.

Z porovnáńı prvńı a druhé rovnice vyplývá, že y = x, jelikož z > 0. Dosa-
zeńım x = y do třet́ı rovnice źıskáváme x = 4λ, y = 4λ. A t́ım tedy z druhé
rovnice máme, že z = 2λ. Dosazeńım za x, y, z do rovnice vazby máme λ = 1

2
.

Nalezli jsme jediný stacionárńı bod x∗ = [2, 2, 1]. Zbývá ověřit, zda se jedná
o bod globálńıho maxima. K tomu využijeme lemma 10.9, postup viz výše.

10.2 Úlohy k samostatnému řešeńı a kontrolńı otázky

Cvičeńı 10.1. Najděte globálńı extrémy funkce f(x, y) = 1
2
x2 + xy− 5y na

množině M určené nerovnostmi x− y ≥ 4, x ≥ 0, y ≤ 0.

Cvičeńı 10.2. Na množině M dané nerovnostmi x2+y2 ≤ 1, |y| ≤ x najděte
nejmenš́ı a největš́ı hodnotu funkce f(x, y) = xy.

Cvičeńı 10.3. Na množině M dané nerovnost́ı x2 +y2 ≤ 1 najděte nejmenš́ı
a největš́ı hodnotu funkce f(x, y) = x2 − 8x+ y2 + 10 .

Cvičeńı 10.4. Najděte globálńı extrémy funkce f(x, y) = x3 + y3 − 3xy na
množině M = 〈0, 2〉 × 〈−1, 2〉.

Cvičeńı 10.5. Na množině M dané nerovnostmi x2 ≤ y, y ≤ 4 najděte
nejmenš́ı a největš́ı hodnotu funkce f(x, y) = xy − x+ y − 1 .

Cvičeńı 10.6. Najděte globálńı extrémy funkce f(x, y) = x2 +2xy−4x+8y
na množině M = 〈0, 1〉 × 〈0, 2〉.

Cvičeńı 10.7. Najděte globálńı extrémy funkce f(x, y) = x2+y2 na množině
M , která je tvořena trojúhelńıkem s vrcholy v bodech A = [0, 0], B = [2, 0],
C = [0, 1].
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Cvičeńı 10.8. Najděte globálńı extrémy funkce f(x, y, z) = x + y + z na
množině M určené nerovnost́ı x2 + y2 + z2 ≤ 1.

Cvičeńı 10.9. Najděte globálńı extrémy funkce f(x, y, z) = x − y + 3z na
množině M určené nerovnost́ı x2 + y2 + 4z2 ≤ 4.

Cvičeńı 10.10. Najděte globálńı extrémy funkce f(x, y, z) = x + 2y + 3z
na množině M dané nerovnostmi x2 + y2 ≤ z, z ≤ 1.

Otázka 10.1. Co je to kvadratická forma?

Otázka 10.2. Jaké druhy kvadratických forem rozeznáváme?

Otázka 10.3. Jaké kritérium slouž́ı k určeńı druhu kvadratické formy?

Otázka 10.4. Jak je definován lokálńı extrém funkce v́ıce proměnných?

Otázka 10.5. Vysvětlete rozd́ıl mezi lokálńım a globálńım extrémem.

Otázka 10.6. Co je to stacionárńı bod funkce?

Otázka 10.7. Má funkce ve stacionárńım bodě nutně lokálńı extrém?

Otázka 10.8. Vysvětlete jak souviśı kvadratické formy s hledáńım lokálńıch
extrémů funkce n proměnných.

Otázka 10.9. Jak poznáme indefinitńı kvadratickou formu?

Otázka 10.10. Formulujte extremálńı úlohu, která má reálnou interpretaci.

Otázka 10.11. Co jsou to vázané extrémy?

Otázka 10.12. Jak urč́ıme stacionárńı bod úlohy na vázaný extrém?

Otázka 10.13. Za jakých podmı́nek bude v bodě x∗ lokálńı maximum úlohy
na vázaný extrém?

Otázka 10.14. Jaký je princip Lagrangeovy metody?

Otázka 10.15. Jaký je geometrický význam vázaných extrémů?

Otázka 10.16. Co jsou to globálńı extrémy?

Otázka 10.17. Jak globálńı extrémy hledáme?
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Otázka 10.18. Za jakých podmı́nek bude v bodě x∗ globálńı minimum
úlohy na vázaný extrém?

Otázka 10.19. Může existovat v́ıce bod̊u, ve kterých bude funkce nabývat
své největš́ı, resp. nejmenš́ı hodnoty?

Otázka 10.20. Necht’ funkce f má v bodě P lokálńı minimum. Bude tato
funkce v bodě P nabývat i globálńıho minima?

10.3 Výsledky úloh k samostatnému řešeńı

Cvičeńı 10.1. [0,−4] globálńı maximum, [0, 0] globálńı minimum

Cvičeńı 10.2. [
√

1
2
,
√

1
2
] globálńı maximum, [

√
1
2
,−
√

1
2
] globálńı minimum

Cvičeńı 10.3. [−1, 0] globálńı maximum, [1, 0] globálńı minimum

Cvičeńı 10.4. [2,−1] globálńı maximum, [0,−1] a [1, 1] globálńı minima

Cvičeńı 10.5. [2, 4] globálńı maximum, [−2, 4] globálńı minimum

Cvičeńı 10.6. [1, 2] globálńı maximum, [1, 0] globálńı minimum

Cvičeńı 10.7. [2, 0] globálńı maximum, [0, 0] globálńı minimum

Cvičeńı 10.8. [ 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
] globálńı maximum, [− 1√

3
,− 1√

3
,− 1√

3
] globálńı

minimum

Cvičeńı 10.9. [ 4√
17
,− 4√

17
, 3√

17
] globálńı maximum, [− 4√

17
, 4√

17
,− 3√

17
] globálńı

minimum

Cvičeńı 10.10. [ 1√
5
, 2√

5
, 1] globálńı maximum, [−1

6
,−1

3
, 5

36
] globálńı mini-

mum
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10.4 Kontrolńı test

Extrémy funkćı

1. Kvadratická n-árńı forma Φ se nazývá záporně definitńı, jestliže

ve všech bodech r̊uzných od počátku nabývá pouze záporných nebo
nulových hodnot

kvadratická forma −Φ je kladně definitńı

ve všech bodech r̊uzných od počátku nabývá pouze záporných hodnot

2. Kvadratická forma Φ2(x1, x2, x3) = 3x2
1+x2

2+2x2
3+4x1x2+4x1x3+6x2x3

je

kladně definitńı

záporně definitńı

indefinitńı

3. Ve stacionárńım bodě má funkce f

lokálńı extrém, přičemž o druhu extrému je dále nutné rozhodnout

lokálńı extrém, jestliže je na nějakém okoĺı daného bodu ohraničená

může, ale nemuśı mı́t lokálńı extrém

4. Tečná rovina ke gafu funkce f(x, y) = (2x2+3y2) je rovnoběžná s rovinou
xy v bodech

[0, 0, 0], [1, 0, 2/e], [0, 1, 3/e]

[0, 1, 2/e], [−1, 0, 2/e], [0,−1, 3/e]

[0, 1, 3/e], [1, 0, 3/e], [0,−1, 2/e]

5. Funkce f(x, y) = − 1
x

+ 1
y
− 4x + y má stacionárńı body tohoto druhu

[1/2, 1] sedlový bod, [1/2,−1] lokálńı minimum

[−1/2,−1] sedlový bod, [−1/2, 1] lokálńı minimum

[−1/2,−1] sedlový bod, [−1/2, 1] lokálńı maximum

6. Určete vázané extrémy funkce f(x, y) = xy vzhledem k vazebńı podmı́nce
y = ln x.

[1,−1] vázané lokálńı minimum

[e2,−2] vázané lokálńı maximum

[e−1,−1] vázané lokálńı minimum
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[1, e−1] vázané lokálńı maximum

7. Určete vázané extrémy funkce f(x, y) = 2x + y vzhledem k podmı́nce
x2 + 4y2 = 1.

[ 1
17

, 4
17

] vázané lokálńı minimum, [− 4
17

, 1√
17

] vázané lokálńı maximum

[ 4√
17

, 1√
68

] vázané lokálńı maximum, [− 4√
17

,− 1
2
√

17
] vázané lokálńı mi-

nimum

[− 4√
17

, 1√
17

] vázané lokálńı maximum, [ 4√
17

, 1√
36

] vázané lokálńı mini-
mum

[ 1√
17

, 4√
17

] vázané lokálńı minimum, [ 4√
17

, 1√
36

] vázané lokálńı minimum

8. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = 2x + y2 na trojúhelńıku s vr-
choly [0,−1], [2, 0], [0, 2].

(a) Funkce f(x, y) má na dané množině globálńı minimum v bodě
[ , ]

(b) Dále funkce f(x, y) má na dané množině následuj́ıćı extrémy:

[0, 2] globálńı minimum, [−2, 0] globálńı maximum

[0,−2] globálńı maximum, [−2, 0] globálńı maximum

[0,−2] globálńı minimum, [−2, 0] globálńı maximum

[0, 2] globálńı maximum, [2, 0] globálńı maximum

9. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = x2 +4y−5 na čtverci s vrcholy
[−2,−2], [1,−2], [1, 1], [−2, 1].

(a) Globálńı minimum nastává v bodě [ , ]

(b) Globálńı maximum nastává v bodě [ , ]

10. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = −x2 +y2−2y na množině dané
vztahem x2 + y2 ≤ 16.

(a) Globálńı maximum nastává v bodě [ , ]

(b) Dále funkce f(x, y) má na dané množině následuj́ıćı extrémy:

[−
√

63
2

, 1
2
] globálńı maximum, [

√
63
2

,−1
2
] globálńı minimum

[−3
√

7
2

, 1
2
] globálńı minimum, [

√
63
2

, 1
2
] globálńı maximum

[−
√

63
2

, 1
2
] globálńı minimum, [

√
63
2

,−1
2
] globálńı minimum

[−
√

63
2

, 1
2
] globálńı minimum, [3

√
7

2
, 1

2
] globálńı minimum
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Počet správně zodpovězených otázek:

Procento úspěšnosti:

Zobrazeńı správného výsledku:
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